LiptA BEDINI (%)

~ Sulla distribuziene della corrente alternata
in un sistema di conduttori cilindriei paralleli (.

1. — Come & noto, una corrente alternata che percorre nel senso dell’asse
an conduttore cilindrico, non si distribuisce, come la corrente continua, uni-
formemente in ogni sezione lontana dagli estremi, ma, specie se di alta fre-
quenza, tende ad. addensarsi alla superficie del conduttore- stesso; si ha cioé
il noto fenomeno dello « skin-effect ». ) ¥

La teoria del fenomeno ora citato si svolge, d’ordinario, per i conduttori
a sezione circolare; estensione a conduttori di forma qualunque ¢ stata indi-
cata da F. NoETHER (1) e da D. GRAFFI (3).

Nella presente Nota applicheremo le considerazioni del GRAFFI al caso di
due (o pit) conduttori cilindrici paralleli che possono influenzarsi mut«uamenté
Rlcondmremo il ploblenm dolla distribuzione deile cou‘entl in questi oondut-
Lon ad un sistema di cquu/, joni integrali, oppure ad un swtema _equivalente
di equazioni differenziali e proveremo che quest’ultnno defemnn(\, in modo
wunivoco, la distribuzione delle correnti.

9. — Consideriamo due circuiti formati di materiale non ferromagnetico,
* jmmersi nell’aria- (meglio lontani da altri corpi magnetizzabili), - percorsi da
corrente elettrica alternata di pulsazione , in cui sono inseriti due condut-
tori eilindrici paraileli, di lunghezza ! molto grande rispetto alla loro distanza
e alle dimensioni delle loro sezioni. : . :

- ¢*) Indirizzo: Via-Zambeccari, 28 - Bologna.

{(*F) Lavoro ricevuto il 20-X1I-1949.

() . NouTHER, Berechnung. von elekirischen Stromungfeldern. « Gveiger und Scheel,
ILmdbnch der Physik », Bd. XIII, Springer, Berlin 1928.
’ ( ) D. (,TRAI‘I‘I Sulla (l%tmbu%mw delle correnta eleltowhe nei condufton ctlmdmm
Mem: Accad. Sci. Ist. ‘Bologna (‘) 8, 79:87 (1940-41).
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Per semplicitd di esposizione supporremo i due circuiti omogenei e formati
dallo stesso materiale di permeabilitd p e conducibilitd v; per le nostre consi-
derazioni basta perod ammettere omogenei so0lo i eonduttori cilindrici.

Indichiamo, al solito, con E, H, u, p,, J rispettivamente il campo elet-
trico, il campo'magnetico, la densita di. corrente, la permeabilitha dell’aria, e

11 vettore magnetizzazione, quest’ultimo uguale a (p— w,)H.
Sia poi 4 il potenziale vettore dei due civeuiti il euni volume complessivo
indicheremo con 8. Avremo:

.

1 fu
1) | A_Z;‘/;db.
s
Inoltre, considerato il vettore
1
(2) G = d + ot / ,J s,

s

si ha, almeno dove ¢&-nullo il campo impresso e trascurande le correnti di
spostamento,

5

0
(3) - E= ——a—(t; —grad V,

dove T ¢ il potenziale scalare.

Ammettiamo che le linee di corrente nei due cilindri siano parallele al loro
asse, salvo nelle regioni prossime agli estremi; cid porta a scrivere per i vet-
tori u, ed u, che indicano le densita di corrente nei volumi v, e v, dei due

cilindri, le relazioni:

‘ u, = wuk, w, = .k,

dove k & un vettore unitario parallelo all’asse z, scelto a sua volta parallelo
all’asse dei cilindri stessi, %, e %, sono numeri opportuni,

Ora, poiché sono trascurate le correnti di spostamento, u,; ed u, per la loro
solenoidalitd, non dipendono da z; basteriy percid calcolarle nelle sezioni me-
diane X, e %, dei due cilindri che faremo coincidere con il piano @y.

Siano I'; e I'y due porzioni dei cilindri’ dimezzate da £, e ., con altezza
piceola rispetto a quella dei cilindri stessi. Ammettiamo in I'; e T, traseura-
bili le azioni delle parti dei civeuiti esterne a v, e v,, sicché ghi integrali - che
esprimono 4 e G si possono limitare al volume v somma di v, e Vy.

Ora ripetendo I'ipotesi su J e considerazioni esposte nella citata Memoria
del GRAFFI, si ha che nei punti Pdi £,e %, i vettori 4 e G hanno Vespres-
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sione
1 1 1 ju, 1
(4) AP) = /— dv, + -~ / = dvy = - l / 4y 100 dL + / u, log — dz}
LG 47 ] T2 27| )
?;x N 2 X,
c v Lol fd, s I )
(8) (P) = pod — l-é; / P Tog o, d % ’ P 108 6» dbz)———

e s Ja o\
8J< / — log g, A%, —‘;—./:2—7—_:105;’ pgdzaﬂk;

Xy

dove , ed 7, sono le distanze del punto P in cul si caleola A da dv, e du,,
\o; e p, le distanze di P da un punto generico A X e X, (), J.ed,le com-
ponenti del vettore densitdh di magnetizzazione J entro »; e v, vettore che,
per le ipotesi citate, ¢ indipendente da z e normale a z.

Inoltre le stesse considerazioni della nota citata portano alle relazioni,
valide in T, e I, o '

grad V= Cik, grad V= Ck,
con O, e C, costanti.

Dalla (3), tenendo presenti la (4) e (5) e ricordando che ¢ u=vE e
J = (@— po)H, si ricava l'equazione integrale

v [ouy o pay [0t >
6) wlmy) = %07:/ -—log prdZ, af%% log 1+ ‘9::{ o 198 P A2 —
ol pey v (aHu (@—a) OHa(y—m) ;
ot o logl—y6 + 27:] (1 — tho) T o ot mpi >d“1 N
v ( (aH (1———1 ) dH, (J )) as
o (T T

Analoga equazione vale per #,; l'integrazione in queste equazioni é fatta
rispetto a »,, ¥, su I, e ad @, ¥, su 2 w; ed u, sono ovviamente calcolate
rispettivamente nei punti di %, e X,. ' ;

Poiché le correnti si suppongono alternate, tale potrd supporsi anche il
campo elettromagnetico, percid, con la solita rappresentazione delle grandezze

(%) Cioe, se w, y sono le coordinate (lx P, x, quolle di un puuto oenenco di X,
e T quelle di un punto generico (11 2o, sl ha

» o1 = \/(:1;.—,— w1)2 (¥ — )2, O = V(w— £3)2 - (Y — ¥yp)? .
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alternate mediante i numeri complessi, si pué porre, in luogo delle derivate
rispetto al tempo, il fattore 1, essendo 7 'unitdh immaginaria.

‘ lnoltre. ricordando che Vinduzione magnetica B & uguale al rotazionale
di G, avremo, entro i conduttori,

(T - uH =10t G-

Ora poiche &

Ty

8) © 1ot G = perot A £ J - grad div[ / ‘;L dv, + / J (1@.1} :
. ’ /1,;, 1

per le relazioni tra J ed H e la (7) abbiamo:
ol = pH—J = 1‘0tG—J#'g£01‘OtA~ ’ |
‘ d L[ ok
— (»rld div /é: log o, d %, - / o log pdh} ;

¥ ~

1 X,

L ( )
Inoltre, poiche J = “m— e B e B ¢ solenoidale, all’interno dei condut-
w
tori J & pure solenmda}le quindi; applicando il teorema della divergenza all ul—
tnno integrale dell’equ‘xmonc ora scritta, 1‘1sultd

(i3

1 . -
(9) woH = pyrot 4 + — f"l'ad( /{]an log pyde; + /ang log o, (1(;3) :

o [N

dove ¢, e ¢, sono i contorni di I, e X, n, ed n, i vettori unitari normali a 2z
e ac¢ e c,. '

Indicando con cos n,2z, €OS Ny, COS M, COS NyY, 1 coseni degli angoli for-
mati da n, ed n, con ¢li assi e y e prendendo le componenti sugli assi dei
due membri della (9), avremo: )

(10)  poH, = / MJW&~§/m?ﬂmx+

1 [ ’ X — :
+ P / (. — gl H, cos nyz + H, cos n.y) prl de;
T, T

. 1 . . Ty
N / (= o) H . cos nyx -+ H, cos nyy) — de, ,

e

Cy

e analoga equazione per poH,.

Le equazioni (6), (10) e e analoghe formano un &stema di quattro equazmm
integrali in w,, %, H,, H, Risolto tale sistema si possono determinare le
costanti C, e (,, supponendo note le intensitd di corrente I, e I, nei due
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eonduttori e ricordando che &
a L= [uxkaS, L= [uxkdZ,.

Se.nella (6) poniamo

(12) T m= ?gf—gilogl + at" {;L;i log?,
si possono indicare tutti i termini costanti con —~y{m - (,); analogamente
nell’equa,zmne che da il valore di u, possmmo sosmtuno alle varie costanti
—v(m 4 Oy,

Risolvendo il sistema del]e (6), (10) e analoghe, si ottengono “u,, t,, H,, H,
come funzioni lmeam di m -+ (,' ed m -+ (,, determinati a loro volta dalle (11).

3. — Vogliamo ora sostituire al sistema di equazioni integrali trovate un
sistema equivalente di equazioni differenziali.
~ A tale seopo introduciamo due nuove incognite

aG B GI 3

(13) e = log ik + ¥ B iog 1,
: . ) at 27: ot ‘ . 27 ot

' o ot G
(14) C hR="0T

4

convenendo di porre, per i punti esterni ai cilindri, nella (14) y, in luogo di .
Dall’espressione (5) di G si ha poi e parallelo a k.

Le considerazioni che nel paragrafc precedente ci hanno provata la (9),
come conseguenza della (7) e (8), ci dimostrano che y, h & rappresentato anche
allesterno dei conduttori dal secondo membro della (9), in altre parole h &
il campo generato da- due conduttori cilindrici indefiniti.

Anzi i risultati del numero precedente ci fanno vedere che h ed
e—(m -+ C)k; e—(m -~ C,)k, rappresentano nell’interno dei (:ilinc_h'i il eampo
magnetico e il campo elettrico. .
~ Poiche e ed k dipendono solo da x, y, bfzstem consuleralh in questo piano.
1 facile vedere che soddisfano alle equazioni di MAXWELL (*):

(15) roth=u,

oh

16) . ; y ot € = — . — -

) La seconda di queste equ&/mm si dunostm sublto apphcdndo Poperatore rot
alla (13) e tenendo conto della (14); s’intende che all’esterno’ dei cilindri- @ va sostit ultO
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Ripetendo poi considerazioni della Nota sopracitata, si trova che e ed h
hanno almeno le componenti tangenziali continue sulle linee del piano ay che
separano 1 conduttori dal dielettrico e che per P esterno ad un cerchio di
centro in un punto O del piano ay e di raggio I, sufficientemente grande, val-

_gono_le relazioni:

~ N ple U-()(:l ok L E‘LO 2 o -+ =
(17) e(P) = ¢k = o 31 log Rk - o 3t log Rk k
1
(18) . ho=vot 2l g 8,

dove R ¢ la distanza di P da O ed o e & sono grandezze hnntdte per oum te

per ogni R > R,.
Infine osserviamo che, entro i due conduttori, u ha Pespressione:

19 u = y(e— mk— Ck), u = y(e —mk — C:k).

4. - 11 sistema di equazioni. (13), (16), (19), (11), in e, h, u, m -~ C,
m - C,, del paragrafo precedente, con le suddette condizioni di continuitd e
di convergenza all’infinito, determinano in modo unico la u, ossia la distri-
buzione della corrente nei conduttori. '

Per provare cio siano e +e', h + k', u + ', m + C, + C;, m + 0, +~ C;
un’altra eventnale soluzione del sistema in discorso.

Poiché le equazioni soprascritte sono lineari, si ha:

(20) rot /= u',
oh’

21 rot e’ = — 1), ——

(21) rot e v

relazioni analoghe alle (15) e (16). Inoltre, per le (11),

(22) [ W xkdE, =0 /u'xkdf.»gz().
Moltiplichiamo ora la (20) scalarmente per e’ e Ia (21) per h'; sottraendo
membro a membro si ottiene:
I r ! ! ! ’ all, I
rot A" xXe' —rot e xh'= u'xe - v xh'.

con p,. La prima si ottiene osservando che h & il campo magnetico generato da due
cilindri indefiniti, oppure notando che dall’espressione (9) valida anche per h. come
si & osservato, si ha:

rot b = rot rot A = A4 —grad div4 = u — grad div 4 ,

che, essendo A4 solenoidale, coincide con la (15).
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Integriamo questa equazione su un cerchio Q di centro O e raggio R, che
contenga nel suo interno le sezioni %, e Y., dei due conduttori nel piano my.y
Ricordiamo poi che e ed k' hanno componenti tangenziali continue sulle
linee ¢ e ¢, quindi su tali linee ¢ continua e AR xn (essendo n versore

3

normale 4’z @ a 6, 0 G), sicchd; applicando-il-teorema-della divergenza—(§-¢

<

la eirconferenza che limita Q) si oftiene:

' ‘ T " oh’
(23) / h' A e’ ng;ﬁ[d Rds = / u xe d2; + , uw xe dX, + / [ xh'dg).
s i" ,‘_"3 o ot
Si ha poi, ricordando le (19),
T u ,
(24) e=——Clk, e = —— (k,
¥ v
e sostituendo uella (23):
o [ aw'? -~ “"ll/z - v ' ' Y ’ i ’ N :
2f A, | A, — O | W xXEAE,— O | w xkdE, -
~r ~r 1 1 <
. a i ’h/‘:’ ) ’ ’ '
+ 5 , v A0 = / h' A e X grad Rds.
s

Per le (22) i termini in ] e ¢, sono nulli.
Tndicando con 7T il periodo del campo elettromagnetico e integrando da ¢

a t =+ T avremo, essendo / p 1’2 aQ) periodica,

o
ﬂ.*{—'l' . !-‘r"l' . [EA
[t W’ "o ,
(26) ’ dt / -4z, - / dt / Ylan, = / dt / I f e x erad R ds.
J oy . Y o
{ oA i s 2 3

Ora dalle (17) e (18) si ha che e’ ed h’ tendono allo zero per P tendente
s . . . 1 . 1 o
all’infinito e per ogni t, rispettivamente come 7 e come k—”; percio passando
al limite per P — oo l'integrale a secondo membro della (26) ‘¢ nullo.
Allora, poiche v ¢ sempre positivo, la (26) ¢ soddisfatta solo se u' € nulla
in ogni istante e in ogni punto delle sezioni ¥, e X,. Le equazioni soprascritte
determinano percid, come gid si ¢ affermato, in modo unico la distribuzione

delle correnti nei conduttori (%).

(3) Al momento di rivedere le bozze di stampa vengo a conoscenza di una ricerca
di €. MaxnuBaci [An integral equation for skin effect in parallel conductors, Journ. Math.
Physics 1, 123-146 (1922)] in cui si studia il problema considerato nella presente Nota.
Nella, pregevole ricerca del MANNEBACH non sono perd contenuti gran parte dei risul-
tati qui conseguiti e cio® le equazioni integrali per i conduttori magnetici e il teorema

di uniciti.






