ViTrorio E. BONONCINI (%)

Su una estensione del campo di esistenza
di una funzione continua in un insieme chiuso. (%)

1. - Il LeBesGUE (1) ha, per primo, dimostrato il seguente teorema:

«Data la funzione reale f(P), P& (, definita e continua in un insieme
chiuso O contenuto in un intervallo § dello spazio euclideo E, esiste una fun-
zione F(P), Pc 8, continua in 8, coincidente con f(P) in C.»

Questo teorema, che & di notevole interesse in Topologia e in Analisi, &
stato poi successivamente esteso in varie guise a insiemi continui qualsiansi,
a spazi metrici e a spazi perfino non metrici ¢ anche al caso in cui f(P) & un
vettore funzione di P.

B. J. McSHANE (?) usando per la costruzione della F(P) un procedimento
indicato da H. WirNeY (®) ha notevolmente esteso il precedente teorema e
lo ha precisato, mostrando tra P’altro che se w(f} & una funzione concava verso
il basso per t>>0, infinitesima per ¢ —0 e tale che |f(P)— f(P')|< w(PP")
per ogni coppia di punti P, P’ di C, allora la funzione F(P) [costruita con il
procedimento di H. WiTNEY] soddisfa alla relazione ]F(P)——F(P’)|<w(—P_P’)
per ogni coppia di punti P, P’ di S. Come immediata conseguenza si ha che
se f(P) & lipschitziana in C, la F(P) & lipschitziana in S. Tali risultati di E. J.
McSHANE valgono anche se § & un qualunque spazio metrico. ‘

2. - In talune applicazioni & utile avere precise informazioni sull’anda-
mento delle F(P) nell’insieme aperto S-— C; e precisamente pud interessare
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il sapere che la F(P) ¢ quasi lineare in S — 0, cioé esiste una conveniente
suddivisione di §— ¢ in triangoli, generalmente in numero infinito, densi
soltanto in C, in ciascuno dei quali F(P) & lineare. Né la funzione F(P) indi-
cata da LEBESGUE,; né quella indicata da McSHANE godono di tali proprieta.

Sé supponiamo f(P) lipschitziana in C, allora la funzione indicata da
McSHANE &, come si & detto, lipschitziana in S, mentre quella indicata da
LEBESGUE non & necessariamente lipschitziana in § (n. 7).

Nella presente Nota indico due procedimenti per costruire una funzione
F(P), P& S, coincidente con la funzione f(P) lipschitziana in €, quasi lineare
in §— C, lipschitziana in §. Un primo procedimento € una modificazione della
costruzione di LEBESGUE tale che F(P) risulti lineare in § — O, e si riesce a
dimostrare che la F(P) ¢ lipschitziana in § (nn. 3, 4, 5, 6). Un secondo procedi-
mento consiste nel costruive prima la funzione F(P) indicata da MCSHAXNE,
nell’eseguire una conveniente suddivisione di §— ¢ in triangoli e nell’inter-
polare linearmente in ogni triangolo tra i valori che F(P) ha nei vertici di
questi (n. 8).

Per semplicitd mi riferisco a funzioni di due variabili indipendenti.

3. - Una modificazione della costruzione di Lebesgue.

Sia f(P) = f(@, y) una funzione reale delle due variabili reali @, y definita
e continua nell’insieme chiuso ¢ contenuto nel quadrato § del piano euclideo,
E,, riferito ad un sistema cartesiano ortogonale Oxy; possiamo supporre §
di lato unitario e a lati paralleli agli assi coordinati @, Y.

Mediante rette parallele agli assi @, y dividiamo & in quattro quadrati
uguali di lato 1/2; ancora mediante rette parallele agli assi dividiamo ciascuno
di questi quattro quadrati in quattro quadrati uguali di lato 1 /2%; dividiamo
poi, analogamente, ciascuno dei nuovi quadrati in quattro quadrati uguali e
cosi proseguiamo indefinitamente. Otteniamo in tal modo delle divisioni D,,
Dy, Dy, ... di 8in quadrati di lati 1, 1/2, 1/22, ...

Fissato comunque un criterio di ordinamento dei quadrati di ciascuna
divisione, indichiamo con s, usy Gus, .. + @25, 1 quadrati della divisione D, ai
quali non appartiene alecun punto di C neppure come punto del contorno.
Siano, analogamente; ¢s;, u; ag, ...s qss, 1 quadrati della divisione D, non con-
tenuti in alcuni dei quadrati della divisione D, e ai quali non appartiene alcun
punto di C, neppure come punto del contorno, e cosi via. In tal modo ogni
punto del quadrato § che non appartenga a (' appartiene sicuramente ad
almeno uno dei quadrati g,, (r>>2) e nessuno di questi quadrati contiene
punti di C. .

In ciascun vertice di g,, definiamo la funzione F(P) = F(», y) ponendola
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nguale al minimo dei valori che la funzione f(P) assume nei punti di ¢ che
si trovano alla minima distanza dal vertice stesso. Considerato un quadrato
generico ¢,, si ha intanto che la funzione F(P) ¢ definita in un numero finito
di punti della fronher&, q,s, di ¢,,, e precisamente nei vertici di q,s e in quegli

altri punti che Tisultano vertici di altri quadrati g, ¢on *pUnt; questi
ultimi, che sono in numero finito. Invero denotata con ¢ la minima distanza
di ¢* dai punti di C e indicato con r, il pilt piccolo numero intero e positivo
tale che 1/2"<C §/+/Z, si ha che tutti i quadrati della divisione D, aventi
almeno un punto in comune con ¢, sono completamente contenuti in S— C
‘e pertanto sono quadrati ¢,, o appartengono a quadrati g, con p<l7.
Poiché questi quadrati della divisione D, sono in numero finito rimane pro-
vato D’asserto.

La funzione F(P) & gia definita nei punti P, (i =1,2,.., N), di ¢5.
Supponiamo i punti P; ordinati su ¢ in un dato verso, ad esempio in quello
antiorario. Definiamo ora la funzione F(P) su tutto g,,, stabilendo che il suo
valore nel centro P, di qrs sia uguale alla media aritmetica degli N valori che

~

essa ha nei punti P;, porremmo cioé F(Py) = ¥ le P,;), e stabilendo inoltre
che la F(P) vari linearmente in ciascun tria.ngollo T, = PPPy, (i=1,2
ey )y Py, =Py, tra i valori che essa ha nei tre vertici (la rappresentazione,
grafica della funzione z = F(P) in corrispondenza del quadrato ¢,, ¢ una super-
ficie poliedrica continua a facce tri‘m«rolari). La funzione F(P) & cosi definita
in tutto ¢,,. Porremo inoltre F(P f( in €. La funzione F(P) risulta cosi
definita in tutto 8.

La continuitd della funzione F(P) in S pud essere provata esattamente con
1o stesso ragionamento usato da LEBESGUE ().

4. - Sia w(t), > 0, una funzione continua non decrescente, concava verso
il basso, infinitesima per ¢ — 0 e supponiamo che f(P), P € C, verifichi Ia rela-
_ zione |f(P)— f(P")|< w(PP') per ogni coppia di punti P, P’ di C. In questo
numero dimostrerd che F(P) verifiea una analoga relazione in S. Allo scopo
mi varrd delle due seguenti proprietd della funzione w(i):

a) 0 < o) <w(t’) per ogni 0<t<Ct,

b) wl(at) < an(t) per ogni t>0, a>1.

Sia P;, (1 =1,2,..., N), uno dei punti considerati pit sopra, di . 1l

(%) Cfr. loe. cit. in (). Vedasi anche: L. ToNeLLL, Fondamenti di Caleolo delle Varia-
zioni, Vol. I, Zanichelli, Bologna 1921; cfr. pag. 383.
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punto P; appartiene oltre che a g, ad aliri quadrati (ad altri tre se P; &
un vertice di ¢, ad altri due se P; non & un vertice) e pertanto P; ap-
partiene ad un quadrato g, con » massimo (+' >7r), cioé di lato minimo
1/2r'-%, Tale quadrato & contenuto in un quadrato p,., , della divisione D,s_,

~di~lato-1/2+=2;-che-non-¢-un-quadrato-g, e-questoper-la-definizione stessa

dei quadrati ¢,) e inoltre p,,,, non pud essere contenuto in qualunque altro
quadrato ¢,, di lato maggiore. Segue che il quadrato p,_, , deve contenere
almeno un punto @, di C, cosi che Q,P,<v/2/2r'-2 Pertanto F(P,) = (Q,),
ove @; & un punto di ¢ con Q,P, <2272 ' >r, Pi€ql,.

Se P; P; sono due qualunque degli N punti considerati avanti di ¢,
allova P, € iy, Py € @y, ' =7, " =71 (¢, »" massimi) ed esistono due punti
@iy Q; di C tali che F(P,) =f(Q,), F(P;) = F(Q,) con P,Q, <V32/2r-2 P, Qj<
<V2/27-% Dal quadrangolo Q,Q,P.P; si trae @,Q, <PP,4+PQ,+ P,Q, e
inoltre si ha PP <4/2/21 (il segno nguale sussiste se P;, P; sono vertici
opposti di ¢,). Peltfmto

| F(P:) — F(P)) | =[{(Q) — [(@) | < 0(Q.Q,)) <w(P,P,+P.Q,+ PQ,).
Se PP, > 1/27* allora

| B(P:) — F(P)) | < o(V2[27 - V2272 4 /B [2r1-2) =
=0(V2/277 + 20/2/271 4 22 [271) w2 /271 20/F 2710 24/3 21y <
<5V20(1/21) <5V2w(P P)).

Se P.P,<1/2r1 (in tale ipotesi P;, P; si trovano su uno stesso lato di Qrs)
allora, avendosi P _P,>1/27-1, PP, > 1/2"-1 risulta

| F(P,) — F(P;) K +V2[277 4 4/3[27-2) <
<o +2V2 PP, +2V2P.P) <5\V3u(PP).

In ogni caso:

| F(P;) — F(P) | < 5V2 (P ,P)), (4j=1,23,., ).

1N
Abbiamo gia indicato con P, il centro di ¢,, e si & posto F(P,) = ¥ > F(P;)

Segue che per ogni k, (h=1,2,3,..., N),

|F(P) —F P,,>l~—§~zFP)—

1N S, _ _
<3 25V20(P,P,) <5V2w(v/2/271) <20 w(1/27) < 20 (P, P,).
i=1

—5 Srey—rmyy | <
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Conecludendo

|F(P,) - F(P)|<200(P,P,),  (h=1,2,3,.., ).

5. — Sia T, = P,P;Puy, (i =1,2,3,.., N), Py,, = P,, uno qualunque dei
triangoli in cui & diviso ¢,, dai segmenti PyP;, PoPy; ..., P,Py e siano P, P’
due punti qualunque di 7. Sia P quello dei due punti P, P’ che & pitt vicino
alla retta P,P; e, nel caso che siano alla stessa distanza, sia P quello dei due
suddetti punti che & pit vicino a P,. Per P conduciamo la parallela alla retta
P,P; e per P’ la parallela alla retta PPy, e sia ¢ il punto comune a queste
due ultime rette. Il triangolo PQP’ & completamente contenuto in T; e
PQ <P,P, QP <P,P,,. Per essere F(P) lineare in T, risulta

|F(P) —F(@Q)| _ |F(P) —F(P)]
PQ PP,
ossia
rQ Q
| F(P) — F(Q)I“M'—-*II’(PO — F(P) | <200(P,P;) D,
= 200 | 2t <20 :
w( Pq PQ> pop, )
Analogamente
. . P P
[F) — F(Q)] = m— | F(P) = F(Pus) | < 5VE (P o) ——
= (PP 55\ PO <5 i
= 5v2 Ll P <BVZw(P'Q).
v w( g Q> Fp, VRO

Sia M la proiezione ortogonale di P sulla retta QP’, H il punto del segmento
PP’ tale che H/Q\P'z n/4 e K la proiezione ortogonale di H sulla retta QP’.
Si ha intanto PQ <+/2 P <+/2 PP'. Si osservi ora che se i punti M, @, P/,
si seguono in questo ordine, allora QP'< MTP'< PP';se si seguono nell’ordine
Q, M, P' allora K & tra M e P’ e QK =EKH < MP, QP'= QM -+ MP'<
< QK + MP'< MP + JiP'<2PP’. Infine se gli stessi punti si seguono nel-
Tordine @, P/, M allora K si trova ancora tra M e P'e inoltre QK = KH< MP,
QP'<QE< MP<PP' In ogni caso

PO <+2PP', QP<2PP',
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¢ pertanto

| B(P) — F(P) |<| F(P)— F(Q)| + | F(Q) — F(P') | < 200(PQ) + 5v/3 ox(PD) <
‘ <200(V2PP') + 5V202PP') < 532 (4 + 2)0(PP') < 450(PP'),

per ogni coppia di punti P, P’ di 7,.

6. - Siano ora P, P, due punti qualsiansi del quadrato qrs appartenenti
a triangoli diversi: P appartenga al triangolo T;= P,P,P,., e P' al triangolo
T; = P,P;P;,. Supponiamo che sia 1<<j e che P;, P,, appartengano a uno
stesso lato di ¢,, e per fissave le idee sia P’ quello dei due punti P e P’ che &
pin vicino alla retta PP, ; sia poi PQP' il triangolo ottenuto conducendo il
segmento PP e la parallela QP per P’ al lato P.P,.,.

Con. ragionamento analogo a quello tenuto nel n. 5 si trova PO <
<V2PP, PQ<2PP' e, se U, (s=1i-1, i+2,...,9), & il punto in-
tersezione di PP, con QP', allora QP'=— QUi + U, U,y o - U,P,
| F(P) —F(Q)| < 450(PQ), |F(Q) —F(Ussy) | <52 (QUun), | F(U) —F(Uo)| <
< 5’\/:2‘60(?5—[]&1)5 ]F( U;) — B(P') !< 5\/_2_50([7;?’), (s =1i+1, i+ 2y j—1).
Se j=i41, allora |F(Q)—F(P)|<|F(Q) — F(Us) |+ | F(U,) — F(P')| <
<WV2w(QU )+ 52 o(U,P)<5VZw(QP) 572 (QDP") =10vZ (QP7). Ana-
logamente se j = i 4 2 si trova: | F(Q) — F(P")|<15v2w(QP"). Se j> i+ 2,
occorre considerare il triangolo 7'= P,P,,,P; ed osservare che F(P) ¢& lineare
sui due segmenti P,P,.,, P,P,. Definiamo una funzione ausiliare p(P), P& T,
lineare in 7", coincidente con F(P) in Py, Py, P;. Segue che la @{P) coin-
cide con la funzione F(P) in PPy, ein PyP;; ragionando come in precedenza
si trova

| F(Uisa) — F(U)) | = |@(Ussy) — p(Uy) | < WV20(U,,, T)).

Pértanto

| F(Q) — F(P')|<| F(Q) — F(Upiy) |+ | F(Ussy) — F(T,) |+|F(U,)—F(P)|<
<SWV20@QUin) + V2T, T,) + 5vV20(T,P') <15vV20(@P) .
Dungue in tutti i casi :
| F(P)— F(Q)|< 45w(PQ),  |F(Q) — F(P)|<15vZ0(QP").

Segue
| F(P) — F(P')|<|F(P)— F(Q) |+ | F(Q) — F(P") [< ;

< 450(PQ) + 15vV2 w(QP") < 450(v/2 PP7) - 15v/2 w(2PP') <

< (45V2 + 30v2)w(PP') < 107w (PP') .
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Se i punti P, P’ non si trovano nelle condizioni suddette, esiste certamente
sul segmento PP’ un punto P’ tale che i punti P, P’ e cosi pure i punti P, P"
si trovano in condizioni analoghe dei punti P, P’ di cui sopra. Pertanto

| P(P)— F(P)|<|F(P)— F(P'") |+ | F(P") — F(P)) 1
<10Tw(PP") -+ 10Tw(P7P7) <107w(PP’) + 1070(PP’) = 214w(PP') .

Siano ora P, P’ due punti qualunque di §—C, ma appartenenti ad una retta
parallela all’asse @ (o all’asse y). Il segmento PP’ appartiene allora ad un
certo numero finito od infinito di quadrati (e pud contenere altresi punti di C).
Se PP’ appartiene al pitt a tre quadrati, allora esso non contiene punti di ¢
e con ragionamento analogo ai precedenti si trova: |F(P) — F(P')|<
< 3%214m(PP’). Se il numero dei quadrati a cui appartiene PP’ & maggiore
di tre, indichiamo con P;, P, i due punti del segmento PP’ piu vicini a P e P’
e appartenenti alle rette di divisione. Allora se P; € ¢, P.e g,y con v, o
massimi, sard certamente P, P, > 1/21, P, P, >1/2"'~1 ed esistono certi punti
Q., Q, di C, P,e g, P,e 5, tali che

F(P) = f(Q1) F(P,) = (@),
OB <3P, BB <vEpRe,  PE<vVIp, BB <yir,

e percio

| F(P) — F(P,)| < 214w(PP;) < 2140(PP'),

| F(P,) — F(P})|< 214(P, P}) < 14w(\/'/2r) < 2140(1/27Y)
< 2140(P, P,) <

e analogamente
| F(P') — F(P,) |< 214(PP’), |F(P,) — F(P,)| < 214w (PP).
Combinando tali relazioni si ha

| P(P) — F(P")|<|F(P) — F(Py) | + | F(Py) — F(P) |+ | F(P)) — F(P) |+
+ | F(P;) — F(Py) |+ | F(P,) — F(P) | < 4 x2140(PP") + (@) —

e ricordando che |f(Q,) < w(@,Q,) si pud scrivere

| F(P) — F(P') < 856w(PP’) + w(Q,Q,) <
856w(PP) w(Q,P, + P,P, + P,
< 856w(PP') + w(dy/2/27% 4 P, P,)
< 856w(PP') + (8v/2 + 1)w(PP),

2) <
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e in definitiva
| F(P)— F(P')|< 869w(PP').

Tale ragionanento vale, con semplici modificazioni, anche se dei due punti,

P, Pruno ¢ in 8§—C e altro ¢ in C.

Supponiamo ora che i due punti P, P’ siano punti qualungue di S. Con-
siderato il punto @ di S tale che i segmenti PQ, QP' risultino paralleli rispet-
tivamente agli assi # e ¥, si ha

| F(P) — F(P) | <| F(P)— F(Q) |+ | F(Q) — F(P')|<

< 8690(PQ) + 869w(QP') < 8690)(PP’) + 8690(PP’) — 1738w (PP’).

Concludendo;

Se w(t), t>0, ¢ non decrescente, concava verso il basso e lim o(t) =0,
t—> -+ 0

se f(P), Pe (, verifica la relazione [H(P) — f(P")|< w(PP") per ogni coppia
di punti P, P’ di €, allora esiste una funzione P(P), P& 8 coincidente con
f(P) in 0, quasi lineare in § — C e tale che |F(P)— F(P')|< 1738w(PP’) per
ogni coppia di punti P, P’ di S.

In particolare se f(P) & lipschitziana in O, anche F(P) & lipschitziana in 8.

7. - 11 procedimento originale di Lebesgue.

La costruzione originale di LEBESGUE (5) differisce da quella del n. 3 per
il fatto che anziché eseguire la suddivisione di ogni ¢rs in triangoli 7' si pro-
cede come segue. Si definisce anzitutto la F(P) nel contorno di ¢r. In modo
che essa vari linearmente tra i punti P, in cui essa & gia definita e, per
quelli fra questi punti che si trovano sui lati del quadrato ¢ paralleli all’asse y,
si conducono le parallele all’asse delle z; sui segmenti di queste parallele com-
presi nel quadrato, si definisce la F(P) facendola variare linearmente. In tal
modo g, risulta diviso in un numero finito di rettangoli R ¢, sul contorno di
ciascuno di questi rettangoli si ha gia il valore della F(P) ; facendo ora variare
linearmente la F(P) rispetto alla y nell’interno di tutti i rettangoli si ha la
F(P) definita in tutto il quadrato g,,.

Se B =[0,y;1,0] ¢ uno qualunque dei rettangoli considerati di ver-
tici opposti (0,9), (1,0) e r =[e,y;8, 6] & un rettangolo parziale di R
tale che F(P) vari linearmente su ciascuno dei segmenti [a<e<h, ¥y =9I,

(5) Cfr. loc. cit. in (1) e ().
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[a<az<pB, y =24l se Fl@,y) = Az + B, F(w, 8)= Czx + D, allora F(z,y) =
== Aw + B -+ [(C — A)z + (D — B)l(y — )/(6 — ) e. percid F(P) & bilineare e
pon lineare in ciascuno dei rettangoli » di R.

Nelle righe seguenti do un esempio di funzione f(P), P& (, lipschitziana

—elltingieme-~chingo~0-c-8;-tale—ehe-la—funzioneF(P);—P&-S;-definita-eon—if-—
procedimento originale di LEBESGUE ora ricordato riesce non lipschitziana.

Sia I, = 4,B,0,D, il contorno del quadrato, a lati paralleli agli assi = e y,
di centro P (@,, Yn)y Tn = Y = 527271, e lato 21, = 23" 4 3-2-47, e di ver-
tici Ay = (@0 —1lny Yn—0)y, Bo = (@0 F 1oy ¥n—10), Co =@+ Ly ¥+ 1),
D, = (@, —L,, ¥, + 1), (n=1,2,..,). Siano M,, N, punti di I', di coordi-
nate rvispettivamente x,, ¥, — U} Zuy, Yu + L, (0 =1,2,..). Sia P, il punto
di coordinate # =y = 0 e C l'insieme chiuso: C =Py + I3 + I, + I3+ ...
Sia f(P), P& C, la funzione cosi definita: f(Py) = 0, f(P) = 4, = 27 in tutti
i punti del segmento B,C, di I',; f(P) = 0 in tutti i punti deisegmenti M ,4,,
A,D,, DN, di I; {(P) vari linearmente sui segmenti M,B,, N,C, di I, tra
i valori che essa ha negli estremi.

Poniamo o =|f(P)—f(P)| : PP'; P s P'; P, PP€ (. Se P, P'€ I, allora
0 < Ayt ly = 2720272014 3.2-4n—1)-1 < =222l 21 g P=P,, P'€ I, allora
0< 1t 'm‘" = 2-2.0-12(F.2-2n-1__Q-tn—1__3 .2-«;n~1)—1<2—2:z.2f1/2(3 B
=2¥2.31<2:5e PEI,, P& I,y s >1, allora p < 4,:4,C,,, = 2722712
- (5 .2-—211—1 S 2—271—-1 — 3 .2—411—-1 — 5 .2—-271—23-—1 J— 2—211——28—-1 —_ 3 '2“4""43“1)—1< 2-—-27: .
-2-1/2(3.2-2n=1)=1= 21/2.3-1 2, Pertanto risulta p <2, ossia |f(P)—f(P')|<
< 2PP' per ogni coppia di punti P, P’ di C.

Diciamo @, il quadrato concentrico a I, di lato 21, =272 e @,
(t=1,2,3, ..., ta), t, =222+ 221 ¢, quadrati adiacenti a @,, di lato I, = 2-in,
formanti una corona attorno a @,. Tuttii quadrati Q,, ¢, ¢ =1, 2, 3, ..., .3
n=1,2,3,..), sono quadrati della precedente costruzione e la funzione F(P)
risulta definita in tutti i vertici di essi. In particolare la. F(P) ¢ definita nei punti
seguenti con i valori a fianco indicati: F(w,, 4.+ 1) = Flx,—1,, .+ L) =
=F(w,—, Yutl—0) =0, Fla.+1;, y.+L) =F@ -+, g+, —L) =
= 1, = 2-?", Percid definendo F(P) linearmente sul segmento [z, — 1 <z <
<@+, y=y.+4—1], risulta F@,, y.+1l,—1)=2"1 ¢ infine
[F (@, Yo+ la—1) — F(@y Yo+ 1)1 L, = 2-20-1.2in = 22— . | co quando
0 —> oo.

Cid assicura che F(P) non & lipschitziana in 8.

8. — Interpolazione lineare sulla funzione F(P) di MeShane.

Sia {(P), P& C, una funzione soddisfacénte alla relazione |f(P)— f(P')|<
< w(PP') per ogni coppia di punti P, P'€ C, e sia F(P), P& S, la fun-
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zione costruita da MCSHANE (n. 1), allora F(P) = f(P) per ogni Pe(C e
| F(P)— F(P')|< o(PP') per ogni coppia di punti P, P' di S. -

Sia {g,s} la famiglia di tutti i quadrati ¢.,c 8§ — ¢ costruiti nel n. 3 e
per ogni g, sia.{ 7} la famiglia dei tnzmgoh, in numero finito, in cui ab-

biamo—diviso—g;;-nel n:8:PoniamoFy(P) = F(Py=f(P) per oghi punto
Pe ¢ e Fy(P)=F(P) per ogni punto P vertice di triangoli T,&{T.},
Ti€ qrsy 4rs € { s }- Sia ¢,, uno qualunque dei quadrati considerati, P, il centro
di g e Py (1=1,2,3,...,, N), i vertici dei triangoli 7T; che sono sul con-
torno di g,.. Si ha |Fy(P)— Fo(P)|=|F(P)—F(P)|< o(PP); | Fy(Py) —
— Fy(P3)| < o(P,P,).

Definiamo ora Fo(P) su ogni triangolo 7'; stabilendo che F,(P) vari linear-
-mente su ciascun triangolo 7;. In tal modo Fy(P) & definita in tutto S ed
¢ quasi lineare in § — C. I ragionamenti del n. 5 possono essere ripetuti con
ovvie modificazioni e si ha successivamente

IFO( o(Q)I CU(PQ |F0(Q) —‘FU(P’)]< w(Q—Pl)
e infine .

B(P)— (B < a(BT) + oGP < oV EFPY) + olaFF) <
: <@+ ﬁ)w(PP’) < ; w(PP'),

bper ogni coppia di punti P, P’ di- T,. Nello stesso modo POSsoNno essere ripe-
tutti i ragionamenti del n. 6 e si trova, per ogni coppia di punti P, P’ di g5 0

|F(P)— F(Q)| < 0(PQ), | FiQ)— Fu(P)|< 1 w(@P") ,

| BP) = Fo(P)|< o(PQ) + 3 0(@F) < 0(V3 PP') + 1 w(@PP') <
. < (7 +V2)0(PP') < 90(PP')
oppure
| Fy(P)— Fy(P") | < 18w (PP').

Si ha poi
| Fo(P) — Fy(P') |< 20(PP') + (8V2 + 1)o(PP') < 85w (PP’

per ogni coppia di punti P, P'€ §— (, oppure P€ §— C, P' € (, con PP’
parallelo all’asse x o all’asse g, e in definitiva | Fo(P)— F(P') | <1700(PP’)
per ogni coppia di punti P, P’ di S. B cosi dimostrato che se la funzione
f(P), P& C, verifica la relazione | f(P)—f(P")|<w(PP’) per ogni coppia di
punti P, P' di O, allora la funzione Fy(P), P& 8, ora costruita coincide con
: f(P) in C, & quasi lineare in § — C e verifica la relazione [-Fo(P) — Fo(P") | <
- < 170w(PP’) per ogni coppiaidi punti P, P’ di S.



