GIUSEPPE PALAMA (%)

Contributo alla ricerca di relazioni fra classici polinomi. (*%)

Sono noti vari trattati che si occupano di classiche funzioni, ma non ci
risulta vi sia un lavoro con lo studio sistematico delle relazioni fra tali classiche
funzioni. B manifesto I’interesse di un simile studio che consente di trasferire
i risultati rvelativi ad una funzione ad altra funzione e di stabilire cosi per
questa formule o teoremi non ancora conosciuti o di ritrovare pit agevolmente
altri noti. .

Questo lavoro ha appunto lo scopo di dare un contributo a tale studio, per
le funzioni numeriche del secondo ordine di Lucas, per i polinomi di CAUCHY,
per i polinomi ultrasferici, per le funzioni sferiche gemeralizzate studiate dal-
IHOBSON, per i polinomi di GEGENBAUER, di LEGENDRE, di JACOBI, di La-
GUERRE ¢ di HERMITE.

Lavori analoghi a questo nostro sono citati in seguito.

§ 1. - Polinomi di Jacobi, ultrasferici, di Laguerre e di Hermite.

1. — Nella equazione differenziale di GAUss

d2y dy
si ponga
a
@ =, f=—n

e si cambi o in —oa-—n, si ha cosi Pequazione

t—a APy |2 ¥ dy
g2 _ 1 |Z — ) — = 2 e — 24 2
a A2 ' a i —a) a e n+ 1)t d?

— (o -+ n)ny =0,

(*) Indirvizzo: Via Sepoleri Messapici 20, Lecce (Italia).
(**) Ricevuto il 2-VII-1951.
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che, assumendo

1
azmg, Y ==ty

é facen’do‘ ktenc’lere s @ éero, alla sua volf-a diventé,
W' (—t + 1w+ nuw =0 .
Quest’ultima ¢ l'equazione differenziale cui soddisfa
u =L@,

essendo L{(t) il polinomio di LAGUERRE generalizzato.
Ma un integrale particolare di (1) & la funzione ipergeometrica di GAuss,
quindi deve esistere una relazione del tipo

. 1 1
(2) L (4) = can lim F(— n, —o—n, -, .__> ,
E=~0 & &X

con ¢ costante opportuna. Eguagliando i coefficienti dei termini di grado piu
alto in (2), si ha

(____ 1)}1

n!

Pertanto sussiste la notevole formula limite

— 1) 1 1
(3) L @) = =1 " lim F(——n, —_——, -, ————) .

n! £>0 g e
2. - Si noti che
Fo{o, Y, 2) = F(— n, oy Yy X)

sono i polinomi ipergeometrici attribuiti da aleuni Autori a JACOBI che perod
ha studiato i polinomi ()

Fnlos, 77 %) = Fp(a+ n, Vs @).

(1) C. G. J. Jacoe1, Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hypergeo-
metrichen Reihe, J. Reine Angew. Math. 58, 149-175 (1859).
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Va inoltre notato che altri Autori (2) dicono di JACOBI i polinomi definiti
dalla

{4) Iu(@, Ay p) = (@ + 1) He—1)"“Di(@ 4+ 1) (@ — 1),

ove D sta per dr/dam.
L. ToscANO (®) stabilisce le seguenti formule di passaggio:

@) Julws by p) = (— 12+ 1, n)zﬂn<ﬂ Fptn+l, 41, T 1) :

(— 1y
(y, m)2n Ju20—1, y—1, f—y—mn).

(6) Fn(ﬁ? Yy &) =

Noi qui segnaliamo le altre formule seguenti, analoghe a (3),

x-—1
(7 Ju(@y 2y p) = (u + 1, 2)(@ 4+ 1)"F, (—— A—mny, u+1, ;—_ﬁ) )

x4+ 1
8) Jaley Xy p) = (A 4+ 1, n){e—1)"F, (———,u/—vzj, A+1, o 1> ,

l—=
(9) Iu(@, 4y p) = (e + 1, 0)2"F, (Z- +u+n+1, p+1, _“‘2“‘l> .

Dalle (7), (8), (9) si hanno subito rispettivamente queste altre, analoghe
a (6),

‘ (a— 1)» [0 41
Fo (2 py @) = 2, 1) I \/L:- 1’ p—1 'v_‘l_”> s

Fo(2y 1, @)

(1 —a) (1 A4
n

22"(/""71‘7 1__‘,,;?")‘_”7 ﬁt_]‘)’

F.(2 px) = Jo (1 —22, A—p—mn, p—1.

27 (u, 1)

(%) Cfr. L. Toscaxo, Su 4 polinomi ipergeometrici, Boll. Un. Mat. Ital. (2) 1, 224-229
(1939); cfr. pure i lavori richiamati in tale Nota. I1 Toscaxo dice che G. Porya e
G. Szmeo chiamano polinomi di Jacosr i seguenti

1
—(—2—7{)—!—! Jn(ﬂf/, ;., /,L) .

(3) Cfr. loe. cit. in (2).
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La (3) pud pertanto scriversi anche facendosi intervenire al posto degli F,,

ogh&,o0did,.

3. ~ Se nella (3) poniamo « =1/2, ¢ =—1/2 e teniamo presente che &
L@ = — 7w,
" 2ml V2
(="

Lf,_l/?') (LTJ) o

H‘z)z('\/é?ﬂ) 3

2np!

ove H,(x) ¢ il polinomio A’HERMITE per il quale si ha
H (%) = nH,,(2),

si ricavano, rispettivamente, le relazioni limiti

. 1 1 2
Hgn_;_l(([}) = g2+l lim Fn (-—— 5 1, ;, — =1

£=>0

1 1 2
711(3) = .’L'-'” 11111 F 5 — 4)?/, _6.’ -1,

&=>0

che possono fondersi nell’unica

2

Ex=

. nl 1 2
H,(2) = o 11_1)[; F[n/a]((—'l) 5 M T > .

4. - La (3) pud stabilirsi anche pit rapidamente.
Basta infatti che la

I -+ n 4+ 1)gn—m
L(“) —1)» 1 m
(@) = ) mz::o m!(n—m)! Mo+ n—m + 1)
si seriva
(10) L (z) = 1)"2 — m’ — 7y, M)(— n, M)z,
me=0
tenendo presente che &
(o + n - 1) . (— 1)ymn!
P ——— = (—1)"— o — n, m), n—m)! =

per ricavare dalla (10) Ia (3).

{(—n, m)’
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5. — Prima di fare qualche applicazione della (3), ritroviamo qui una for-
mula gid nota, cioe la '
'll/yz — (—-—1)"/‘?/"'*'1]);1"1/”_12,

ove—z-¢&-funzione—di-y-

Percid teniamo presente che & (%)

. ds S1 defly) & [« ds
1-1 ylx — _— . a-r r
(11) Ll =3 550 3 gy

Se in essa assumiamo

1
Yy=-

si ha

H 1 ‘ k T
D30 = 3 1 D f) S 1)) vt

k=0 r=0

ossia, poiché

. — l N
D3,y =Dig~= —r(—7 —1) . (=7 — 8 + L)gr== (—1)ss! ( o ) yre,

8

k
(1) Dj,z=(—1)s! gy Z y’»-lD z ( )( +s—1> 7

ove z sta per f(y).
Ma essendo (%)

W sew)) e,

la (11’) a mezzo della (12) si riduce facilmente alla formula che si voleva sta-
bilire (%).

(4) Per notizie bibliografiche relative alla (11) del testo efr.: A MaMBRIANI, Sulla
derivazione di ordine superiore delle funzioni composte (\Iota II), Boll. Un. Mat. Ital.
(1) 18, 284-288 (1934).

(8) Cfr. A. MaxmBriawt, Sugli sviluppi, dati dallo Schwait, di sec? e tg? 2, Boll.
Tn. Mat. Ital. (1) 10, 17-20 (1931). I1 MaMBRIANI nota perd che la (12) del testo era
stata gid data dallo ScrwarT.

(%) Cfr. loc. cit. in (%) e le notizie bibliografiche contenute in: I.. KOSCHMIEDER,
Beispiele des Gebrauchs gewisser Ableitungsformeln von Liowville, Spitzer und Schlomlich,
Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 6, 240-248 (1946).
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6. - Applichiamo ora la (3) per ritrovare due note formule.
Nella notissima

1s) FalB, 7, @) = s @7 (L )= PH Dlgrini(1 — a7
ponendo
1 12
/3)2—-06—-’)2,, V== B =— -,
e &
si ha
1 t f1—1fe i\ {1/e) +at+on (1 t\-a-n-1je
PR PR B, _ le) +n-1 _
Fn( L e) (1/e, n) (1 + s) Dyt <1 + e>

e quindi la (3), a mezzo di quest’ultima, da subito (7Y

1 (—1 )= e— 1/t
(o) N PSR -2 S RS P TR E b X
L; (t) = t et D} el

Se invece nella (13) poniamo
1 1
ﬁ = e — N y 'y =y o —

€
la (3) e la formula stabilita al n. 5 danno facilmente la notissima

{-a
LP(t) = — eDjte*net . :

7. — Stabiliamo due interessanti relazioni limiti fra i polinomi d’HERMITE
e gli ultrasferici (3) P""(x).
B nota la formula (9)

(—1y

v 2n 41 —
PR = e

3
I'v +n -4 1)2wF,,(w + 041, 5 xa) ,
che, se vi poniamo

1 : —_
v=-—n—1," z=+/¢,
&

(*) Cfr. loc. cit. in (2).

(%) Per tali polinomi cfr.: N. Niersen, Théorie des fonctions métasphérigues, Gau-
thier-Villars, Paris 1911, (viz+212 pp.).

(®) Cfr.'la pag. 94 di loc. cit. in (8),
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diventa

4 1 j ) ~_(~—1)"~n!I’_((l/e)—n—l) (L)) —n — L2041, /=
(14) F,,(g, =) e{v>._ BV P *ew).

~reeMa-daltra-parte-g;-come-e-noto

! 1
e LA () == lim B, <~. c -1, ex),
(O( -+ 1, ;"’) iy ( ) e n \81 o + y &1,

ed essa, per ¢=1/2, a mezzo della corrispondente formula di SzEGo e della (14),
da le relazioni limiti

- 2n 1!

. 1)(!/5)‘-):,211—1 A/ E
15) Hypy(0V/3) = lim (ry/e)

gn—1f2 ¢ ((1/e) —n, 'n/)\/i !

o 2n)! PQis)—n, 2, /T
H,,(2v/2) =2 (zv/€)
o0 ({1/€)—m, n)

i)

La (15) e quest’ultima possono rispettivamente seriversi

9n—1/2 - A /5 P"_7”2”"1(-'1’/’\/E/)
A . 3
{16) G T Hypa(@V/2) = lim T
9n . . Pa-n, 271(:7}/,\/&)
| lrd [ P ¥ 4 2 foessed 1 — .
(17) @n)! Hon(2/2) P (@ —mn, n)

8. — Allo scopo di fare un’applicazione delle (16), (17), richiamiamo una
relazione fra i polinomi di JAcosi e gli ultrasferici che crediamo nota, cioé la

gy @e)dale, v —1/2, v — 1/2)
(18) Pi(m) = (2n)! (v + 172, m) ’

essa per v = 1/2 diventa semplicemente
) Pu(x) = J (2, 0,0),

ove P,(xz) e il polinomio di LEGENDRE.

La (18), a mezzo della (4), di subito la seguente celebre fornula di
JACOBI (1)
(— Dym2r My + )2y 4+ n)

( 1) ) == et A Sl —v+1/z: LT vpn-1/2 .
1 P 2! P2y - 2n) (1—a%) D1 —a%)

(%) Per notizie bibliografiche relative alla (19) del testo- cfr. pag. 101 di loc. cit. in (8).

27 — Rivisla di Matematica.
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Ora se vi cambiamo # in 2n e vi assumiamo poi

t
V=a—n, T = —

va’

otteniamo

[ 20— 2n, 2n)a® 12 —a+nt1/2 12 at+n~1/2
Po-n2al ) . - ( ) - (_ —1 th" -1 y
Ve () (@ —n +1/2, 20)\a a

da cui per la (17), si trae facilmente la nota
H,,(t) = ¢"FDye

In modo analogo, servendosi della (16), si ottiene subito la formula rela-
tiva ad H,,,(1).

9. - L’elegante formuletta che lega i P""(x) con le funzioni trigonometriche:

4n—1
cos 2nf

n

2
(1/2)—2n2n(] t.o _ Y N e B
POz tg ) — gy 1 1 =V—1,

s1 puo ricavare agevolmente.
Difatti lo sviluppo di F,(«, f, #) da subito la seguente relazione

LN o, 3 ) 1
v <——— n, 041, 3 .-7;~> - 2papeF (~ w41, n-1, 3 w-) = F(—— n, n, 57 mﬂ) .
ed essa a mezzo delle (1)

=0T 4w

(20) P ()

. on (— "1l + n)2a 3
(21) P Ypy = )T F(—— w1, v+ n, 3 w~) s
Y (— 1)"I'(y + 2n)(2 sen §)2» 1 1
Pr¥(eos — : M e — ey m — Y e DN
(cos 6) G To) ]!( s —v—n, 1—p Ny o 6) .

(1) Cir. loc. cit. in (8), pp. 94 e 106.



di relazioni fra classici polinomi 3901

se vi assumiamo rispettivamente

1 1
y=1 p =1 =—p—— ¥ ) ==
’ ’ 2 ' senf ’
4,
aa
. 2271—~1‘,»,J.2n . . 1
(22) Puea(z) — g Ph2-1(g) = Plij2)-2nen l 1,
(4»)1 — 1 : x?)’
2n
ossia, ponendovi
& = cos 0

e tenendo presente la ('2)

sen (n - 1)0

Prr(cos 0) = -

sen @ !

dopo elementari trasformazioni, la formuletta che si cereava.
'10. — Altrove abbiamo stabilito la (*3)

ff "L("”ﬁ) YE — S”‘”“_‘i)'_' .
oaf " & n! ?

ora & facile verificare che si ha anche

lim
a—-CO

. o &
lim (— s)"Lﬁf"'“"“(—) =
) €

£e->0

cui puo darsi subito la forma piu generale

. x K- & 3 1
]n:}) (__1)n£7:nL£‘a/a +pfe L +...+x)<;k) — Tﬂ (@ — a)" ,
=3 ‘.

ove k& & un intero positivo arbitrario.

(12) Cfr. loc. cit. in (%), pag. 99.

(13) Cfr. G. ParaMA, Su aleune relazioni limiti relative a classict polinomi, Boll.
Un. Mat. Ttal. (2) 4, 99-109 (1942). Un risulbato analogo (2 me non noto nel 1942) si
trova anche in: G. SzeGO, Orthogonal polynomials, New York 1939; efr. pag. 372.
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11. - Analoghi ai polinomi ultrasferici sono i polinomi A™"(x) di GEGEN-
BAUER (Y). Difatti dalla (%)

) (2v, n) ( n 1—mn 1 w?— 1\
P w) = e\ g Yk g T

.
N \ p<i

e dalla (v)

AM(x) = '\/ 'Tr, (v)z" 7 (w n

]1(117_% ']]2) B

confrontando, si ha

V 2w)22=int
o Yoy N T e .
(23) AT = ey T@)

d’accordo con il NIBLSEN (7).
Invece il TrIcOMI (**) assume per tali polinomi, che indica con C’(z), come
per lo pilt si fa, la seguente definizione:

I'(2y 4 n) 1 1—ua
Pa) = o T 2y n oo
Gt =t P vt g, 257,
ma & (1)
. . T2y +m) 1 t
(24) P (1 —I— t) = W F(*— Ty 2v + My, v -{— 5, —-§> )

e quindi si ha

Ci(z) = P"™™(w) ,

per qualunque » e non soltanto per » = 1/2 come ricava il TrIcOMI (2°).

My Cfr.- loe. cit. in (8), pp. 89 e 90, pp. 193-194. Notizie hibliografiche relative ai
PI P1 )

polinomi di GEGENBAUER si trovano in: P. ApprrL et J. Kanpk pr Fhrier, Fonctions
hypergéométriques et hypersphériques, Polynomes d’Hermite, Paris 1926, cfr. pag. 422,
yperg q ypersy q Y pag ;
F. Tricomi, Trasformazioni funzionali e polinomi orviogonali, in ispecie sferici, Boll.
Un. Mat. Ital. (1) 14, 213-218 (1935); L. GRGENBAUER, Uber die  FPunction O(x),
Sitzungsber. Akad. Wien 100, 745-746 (1891). ‘

) Cir. P. ArpeL et J. Kanrk pE Firier, loe. cit. in (1), vedasi pag. 389, ove

pag v

il simbolo V() sta esattamente per il nostro Pv=, purché perd nelle formule ove ¢’d s
si ponga 2v.

(16) Cfr. loe. cit. in (8), pag. 89.

(") Cfr. loe. ecit. in (8), pag. 194.

(%) Cfr. F. Tricomr, loc. cit. in (M), pag. 218.

(1*) Cfr. loe. cit. in (8), pag. 108.

(?%) Cfr. loc. eit. in (18), :
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A mezzo della (23) e della (19), si trova la

<“V 1)"'\/:::]1(1)) ay—»+1/2 - g\ F—
—————————————————— (1 — )" 2D — g2yt

Ar.n(,’l}) == 2 - -k 1/2)
+ C Ty [

che fa vedere come gli A™"(x) non coincidono completamente con i polinomi
di GEGENBAUER, indicati con P(#, «), e definiti, come fa qualche altro Autore (**),
dalla

P, o) = (1 —a*) DA —2%)**",

perche si ha

oy (= )/EDE) 1
Aw) = W+ n + 1/2) P (m’ ”—é) :

Il confronto di quest’ultima con la (23) d& poi

P ().

o1 . (— Lymnt 22v 1P v + 0 - 1/2)
P\&v—3)= Aal@v +n)

12. - Cerchiamo infine la rvelazione che esiste fra i P""(x) e le funzioni
sferiche generalizzate P™(z) studiate da E. W. Hosso~ (2?). Tali funzioni pos-
sono definirsi con la (%)

(__,‘ 1 )m+n

219

Prw) = (1 — a2)r=D (1 — o),

ed il confronto di essa con la (19) da formalmente

al(2v +

7'3" " —_—
Pri(w) = 212! (v

—) 1 — g2)~ G+ A porillt (o n intero >0
) Ypn—1/2 ’ ’

che coincide con l’analoga data da TRIcomIr ().

(31) Cfr. loc. cit. in (®).

(*2) Cfr. E. W. Hossox, The theory of spherical and ellipsoidal harmonics, Cambridge
1931; ved. pag. 94.

(22") Cfr. loe. cit. in (*2).

(23) Cfr. loc. ecit. in (?8).
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§ 2. - Funzioni numeriche del secondo ordine. Polinomi di Cauchy
e polinomi ultrasferiei.

4

1= "Te-funzioni-numeriche del 20-ordine di TivcAs soddistato alla Tormula
ricorrente (%)

WUp— PUhp—y + ¢ =0 .
Se si assumono le condizioni iniziali
Uy = Uy =0, U = U, =1
Up = Vo =2, u =V, =p,
8i hanno rispettivamente la funzione fondamentale Uulp, q) e la primordiale
Valp, ¢) come le chiama il 1,ucas.

Si noti che se a«, b sono le radici della

e —pr+q=0,

&
a” — bn
(1) V;;(p7 !l) = a" + br ] Un(p: (I) = a—0b
Poicheé (%)
n/2] P — & — 1)1 gon—2k
(2 n — — 4

@) 2 Vul(t, —p) = "’,ZO B (n—2k)
e (%)

[nf2} ¢__ ¥ — !
3) Pira) = 3 (— 1)¥(n )

e (DY 2k
&y kl(n—2k)! (2a) ,

derivando la (2) e confrontando poi con (3), si trae

X
a7 = Qupn/epn—1PLa .
4) ‘ | D2V, (z, p) nprl2gn-1p (%ﬁ’)

(1) Cfr. E. Lucas, Théorie des nombres (b. I), Paris 1891; ved. pp. 308-331. Tali
funzioni sono state ampiamente studiate da G. Caxpvo, Seritti matematicd (raccolti
ed ordinari dai proff. EXga BorrtoLorti e . NanyvEu1), Firenze 1948; ved. pp. 467-577
ove si trovano anche notizie storico-bhibliografiche.

(?%) Cfr. E. Lvcas, loc. cit. in (24),

(6) Cfr. loec. cit. in (8), pag. 94.
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Analogamente partendo dalla

st n( ) 1 [nf2] (_. 1) (m +n—k)! (9 )n 7L o, ¢ >0
) = N e T z)" m intero
. m! & kU (n— 2k) =

si perviene alla
{5) D +rgplnizyem VoV @, p) = m! nalv/2-1pn2Putin (% l/?_) .
P

Se ora teniamo presente la (*7)
{6) D, Vu(x, p) = n U@, p),
¢ si esegue nella (4) la derivazione si trae
- — nfePLa |
{7) Val@, p) + «U,(w, p) = 2p"2P1n (2\ﬁ,>?
che collega le tre funzioni V,, U, e Pbn

Se analogamente si confronta la (33)

— 1)¥{n — k) ! pram—2F
Upi1(2, p) 2 kY (n—2k)! '

con la (3), si ricava
(®) Unia(23, p?) = prPo" (p>

3

che, se forse non & stata data sotto questa forma, pure & contenuta in noti
risultati.

2. - Se nella (7), cioé meglio nella
V2@, p?) + 20U,(2a, p?) = 2pnPhn (;) ,‘
si elimina, mediante 1a (8), U,(2z, p?), si ha
{9) Va2, p?) = —‘)a;p"—lPl:"—1< ) 4 9pn}>1m <p) ,

ove V, & espresso mediante polinomi ultrasferici.

(#7) Cfr. G. Caxpipo, loc. cit. in (),
(28) Cfr. E. Lucas, loe. cit. in (*).
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Inoltre la (6) a meezo della (8), da

DV (x, p?} = npr1PLnr-1 (:> .

Altri risultati analoghi sono i seguenti

_ 1/
(10) D;na;(n/‘l)+m U"_H(\/x’ P) = m! (7){1,‘)"/2})""“’" (5 ]/_;) , m>0,
(11) DXV, p*) = (n—1)! npr—mPrn—m <)Lp> ) n=am, mz0,

2

(12) DI Ui oley p2) = (m—1)! prPma (~) m>1, ¢ intero >0 .

=~

Si noti poi che la (9) a mezzo della (22) del § 1, da

. (2a)2n . . \/77—:7)
Vau(22, p) =TT Faiz-zno =,
< 2n >

in cui V,, & espresso mediante un solo polinomio ultrasferico.

3. — La (8) poi, a mezzo delle (20), (21) del § 1, pud anche scriversi rispet-
tivamente cambiando % in 2n ed in 25 —1

2
3) Uenis(@, p) = (— p)"F, <”/ + 1, 2’ 41’) ’

3 2
U2n(a7> p) = (— p)*nal,_, (n +1, 5 37 11)) .

Dlaltra parte si ottengono facilmente le

(— )"y 4+ n)

(14) Pr2(g) — P g) = Fn<v +n—1, 37 a)2> s

n! I'(v)

. (— I)*2» + 2n— NI + 2) 3

v,2n.+1 e V200, — 5 - 4 2
18y P (z) wP (@) T ol <v+ Ny 5 v) ,
ossia, 1o notiamo incidentalmente, le
(16) P:-,Qn(a,) xP" ,2n — 1(3/) V, n— ]ww P: 12n( ) ,

y—1
2y - 2n

Pl',27t+1(x) 2P ..n(,v) e Pv—l,2n+1(m) ,

+
2(v—1)
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che possono fondersi nell’unica

2v—r n—~2

VRN PV - r—-1mn ).
Prr(x) — aP () ‘)(v ) P (x)
Ma la (15) @ mezzo della (*)
»,2n T e ]1(2 7’")
P (\/1__‘7}2):,.«__)__ (9) 11<v+)7’ V+»)3 {U>
se in entrambe poniamo vy =1, da per la (9)
(17) Varta (2, p?) = (—1)"2p*raPLe "<l/ 1— —>
che & analoga all’ultima del n. 2.
Invece la (15) per la (9), da
‘7.2
(18) If’nnﬂ r, p° ) = (m])n’)p‘m(on + ])mpn(n + -17 )7 273> )

Si noti poi che dal confronto della (22) del § 1 con la (16) per » ==1, si
trae la seguente formula limite .

4n — 1 . 1 ., Y . \/;’ 1
( 2 )-n lim {— P”“"(:I?)} == 28 Tg2e PO/2-2020 <—~»4 ----- ) ,
n T

y->0 |V

dalla quale per @ = cos 0 si ricade alla formula stabilita al n. 9 del § 1, quando
si tenga presente la nota
- 2 cos ng
lim [I()P""(cos 0)] = ——— , n>1,

y>0 n

4. - Stabiliamo ora aleune altre formule limiti.
Poiché a mezzo della

Val'@y) =TI (v+ >"2’ '

si ha
I'(2v 1
fim il =2
v r—>0 I'(v) 2

(29) Cfr. loc. cit. in (8), pag. 106.
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la (24) del § 1 da, se vi poniamo ¢ = —1%/2p,

. n @ 2 1 2
tm [F )P (1 ‘“?)J =5 (’” 5 ;73) )

€ quindi pei' Ta (14) e la (9)'
p . 2,2
(19) Van(22, p) = (~— p)™n lim [I’(v)P"”’ <1 —_— —YTH .
»—=-0
Analogamente dalla (13) e dalla (39)

1 . N I'(2v + 2n -+ 1) 1
v,2n 4l .
'\/—“‘*‘]__._7 _“; Pt ('\/1 - t) — ““‘*‘“"—*'—-—~(2n/ T T@) Fn (’ll + n ~]—~ 1, v + § y t)

si ricava la
1 ' 1y/ a4
Uspir (2, — p) = ;77“1 prH2(2n 4- 1) lim {]’(w)P"’E"“ <§ }/2;)} , A =x21-4p .

10

Si noti poi che la (18), per la (21) del § 1, da
vy—»~0

{20) Vansa (22, p®) = p2n+1(20 4 1) lim if(v)l:""g“+1 <£)J .

Analogamente, con le (14), (9) e (20) del § 1, si trae

(.

Vaoul 22, p?) = p2-25 lim
r»—>0

€ quest’ultima e la (20) danno Inogo all’unica

V.(22, p?) = np lim [ I'(») P (f)} )
3 —>0 p

5. — Ricaviamo qui delle relazioni integrali fra i polinomi di questo para-
grafo.

Le (4), (8) per m = 0, (10) per m =1, (11) per m =1, (12) per m = 2,
danno subito di simili relazioni. Ad es. dalla (14) si ha

x

" Vo(x, p) = 2np»l? [m"“lPl»-" (—»ﬁc—;) de .
(@, p) P 575

(°°) Cir. pag. 107 di loc. cit. in (8).
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8. - Si noi poi la (31)

¥ n I'2v +n 4 1) ; 1 2
Pre(Ragy — mé’; [(m—{—cos (p\/'xz—l)n sen” pde .

0

Essa per » = 1/2, quando si tenga presente la (8), da

.41
%;:1— {(7[:»{—005(;}\/’0 —4p)rsengdy,
J

0

Un+1 (.’E, P) =

a2 mezzo della quale si trae subito poi

%;?T // V, (22, @2sen2q -+ 4p cos?p) sengdyp,

0

("‘1)" l7n+1(_w7 P) + Upisal, p) =

cioe
n 1 3
Ui, p) = Ty / Va(2, a*sen®@ + 4p costp)senpdy,

0

da cui possono ottenersi numerose altre particolarizzando = e-p.
In modo analogo si stabilisce la

E

]U,,(Zm, x?sen® - 4p cos *p) sen 2pdy = 0.

0

7. - La (3%

5T

A/7l'(v) 1—n n 1
n 2v-1 — — - 2
f(l;i:meomp) sen (pd(p (‘1’_{_1/2)1?’ 5 2,,1:—}—2, T
o
di subito quest’altra
d ‘ 2 (v | 1—mn t 1
[Vn(z, 1—az*cos2p) sen” tpdy = \/ﬂ T17) F( 3 n, ———g, v - 3 aﬁ),
o

(31) Cfr. loe. cit. in (8), pag. 201, in cui vi sono perd degli errori.
(32) Cfr. loc. cit. in (8), pag. 192.
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che, per le (%)

1 I'2y + F—n —a :
) .( y ) 7 n' N R 1 o
“n! I'(2y) g’ ! ’

Vi

pud-seriversi

v . . [’5-’(1:)22" n! . 1
21 2, 1—a?cosg) sen® lgde = —te (] — geyeiapra| L
(21) f Va2, 1 —a®cos? p) sen” "' g dg T o TP <\/ o5

0

Se poniamo per es. nella (21) p = 1/2, si ha

T . 1
f Va(2, 1 —a2cos?p)dp = 2a(1l — a2)»/2P, (m) .
: - V12
g .
In modo analogo si stabiliscono altre, per es. le formule
] U.(2, 1 —a*cos?g) sen 2¢ sen” pdp = 0,
[

T

/ Vars1 (20 cos @, a2 cos?p — y2) sen” ' pdp =0,

1]
/ Var(22 cos g, ? cos?p — y?) sen®” " topdp =
0
24/7 I (v)y2* 1 ) : 1 22
=T Pl v 7k

8. ~ Facciamo infine qualche applicazione.
Per es. le serie dei numeri di FIBoNACCI possono rappresentarsi mediante

Prvr Si ha cioé che tali serie sono date da

1 JE—
(— 1)1z pra— <§;> , n=0,1,2,...; i=+ —1);

yn ¢ n 1 ; n- 1
i {ZPL (27) + {PLn-1 <5—L

(33) Cfr. loe. cit. in (8), pag. 108..
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Naturalmente invece delle U, e V, come ha fatto G. CANDIDO (*), pos-
sono applicarsi all’analisi indeterminata di secondo grado, i Pu.

Cosi, per es., se 4, u, (u 0), ¢ la soluzione intera positiva e minima
della

2t — Jy*=1,
con ¢ intero positivo non quadrato, tutte le sue soluzioni son date da

@, = PU(l) — APV R, oy, = uPri(d).

9. — Analoghi ai polinomi studiati precedentemente sono quelli di CAUCHY (*%).
Tali polinomi che indichiamo con ¥,(x) possono essere definiti con le

W, =2, W,=3 Zn@n —s —
oo oo (2n—2s)1 staz " 7

§=0

Tenendo allora presente lo sviluppo di Pb2"(w), si ha subito
=t Phen(iy/ @) = (—1)"221D "W, (%) ,
da cui per la (8)
"1 Uiy 20V @, 1) = {— 1)222=1D 0¥ (%) .
In modo analogo si ottiene la

(22) Veu(2V'm, — ) = (4p)"F, <g> .

10. - Un’altra elegante formula di passaggio dai 7, ai ¥, si ricava tenendo
presente che le formule ricorrenti rispetto all’indice dei ¥, e V, sono rispet-
tivamente

2

1 1 1
YIWH ((D) - ("1" + w) 97,,(1’1)) + é‘; t([jn—l(m) =0, YJO =2 H yll =+ 5 >

VoD, @ — 2Valp, ©) + ¢Ves(p, ) =0, Vo=2, Vi=1p,

(34) Cfr. (. Caxpipo, loc. eit. in (%%).

(35) Cfr. A. Cavcny, Cours d'Analyse de U Jieole Polytechnique (t. 1), Paris 1821;
ved. pag. 350. Cfr. inoltre N. NipLsen, Trailé flémentaire des nombres de Bernoulli,
Paris 1923; ved. pp. 101-105.
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che coincidono per

quindi-é

(23) v, = Vo +3, 21) .

1l confronto di quest’nltima con la (22) da

(24) (417)" n <£I/ +3 27 214> = V2n(2\/2—7—a’:7 —P),

ossia D’elegante formula

22n n (’1 + 2 24) —‘T’an(.?’\/—a;, '—“1)?

che non sembra sia stata ancora notat
La (24) da poi la

Vaunl(@, p) = (—1)22p2" Vo (— Ve, p)/(4p%), 1/2%)

, m intero arbitrario >1.

Y
in cul g = 2m1

11. - Se si vuole qualche altra relazione fra ¥, e P™", basta osservare
per esempio che dagli sviluppi di tali polinomi si ha subito

N S 7.y Prsen
V(= a?) = g im [T0) P ()],

cioé

Y (— cos? §) = (— )"91—”" cos 21 ,
e quindi
Y, (~—sen? §) = 221 cos 2nf .

Per un’applicazione della (23) si noti per es. che dall’equazione differenziale

(@2 — 4p)V, (@, p) + &V, (@, p) — 02V, (z, p) =

cui soddisfa V,(w, p), si trae subite la formula

2a(1 + o)¥, () + 2o + 1)¥,

(@) — 2nW(x) =0,
relativa ai ¥, (x).



