GIORGIO SESTINI (%)

Esistenza di una soluzione
in problemi analoghi a quello di Stefan.

1. - Introduzione.

I problemi di conduzione del calore in corpi che cambiano di stato fisico,
con conseguente assorbimento od emissione di calore (calore. latente), hanno.
- notevole interesse per le pratiche applicazioni.

Rientra in questo tipo di problemi, come & ben noto, lo studio dello stato
termico di un corpe il quale, raggiunta una conveniente temperatura, o cambia
struttura cristallina o, ad es., se solido fonde. Y

Uno dei primi studi sull’argomento & dovuto a STEFAN e si riferisce alla.
ricerca della velocitd di formazione naturale del ghiaceio ([31], [32], [38]) (%).
B questa la ragione della denominazione di problema di STEFAN data a pro-
blemi di questo tipo oggi comunemente usata. .

Subito si paleso la difficoltd, analitica del problema, in quanto le due fasi,
ad es. liquida e solida, restano Separate da una incognita superficie variabile
col tempo, attraverso alla quale si manifesta ’assorbimento o I’emissione di
calore. :

Per quanto siano assai notevoli i contributi specialmente delle Scuole Russa
ed Americana ([2] a [7], [9], [12], [18], [14], [16], [19] a [29]), il problema nella
Sua generalita non & risolto, in quanto tutti gli studi si riferiscono al caso uni-
dimensionale, con particolare rignardo a quello del muro indefinito a faccie.
plane parallele. Lo scopo cui tendono molti dei lavori citati & quello di dare
formule, magari approssimate, per il caleolo, ad un certo istante, e della tem-
peratura in un punto di una delle due fasi e della ascissa del piano di sepa-
razione tra queste. La diversita dei metodi usati dai diversi Autori tende a
dare formule di soluzione atte a rendere il calcolo effeftivo il piu semplice
possibile,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma (Italia).
() T numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta al termine
del lavoro.
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Le moderne macchine caleolatrici permettono oggi 'esecuzione assai rapida
anche di caleoli lunghi e complicati; cosi che pud considerarsi non piltt preva-
lente la preoccupazione di costruire formule approssimate, in ipotesi magari
particolarmente onerose, ma assai maneggevoli per il calcolo della soluzione,
nei confronti delle questioni esistenziali e di unicitd, in ipotesi le pilt generali
possibili, che pertanto acquistano nuovamente di importanza.

Del resto le questioni esistenziali portano il pitt delle volte alla istituzione
di algoritmi di successive approssimazioni, che possono assai bene prestarsi
per il calcolo ‘della ricercata soluzione.

Recentemente il sig. Bvanxs IT [7] ha stabilito un teorema di esistenza ed
unicitd per il problema di STEFAN nel caso del muro indefinito, di spessore 1,
limitato da due piani paralleli, nell’ipotesi che il cambiamento di stato sia
causato da un flusso costante di calore, uniformemente generato su una
delle due faccie, essendo 'altra isolata, quando si supponga inizialmente il

ipotesi una delle due fasi, quella iniziale, si mantiene costantemente alla tem-
peratura critica, che viene supposta uguale a zero. Assunto quale asse delle =
1a retta normale alle faccie del muro e come origine un punto della faccia su
cni viene generato il flusso di calore, ’esistenza e 'unicitd della soluzione del
problema ¢ assicurata, per ogni z in (0, 1), nell’intervalle (0, 1/4) per la varia-
bile adimensionale 7 legata al tempo t. In tale intervallo la soluzione risulta
caleolabile mediante la valutazione dei coefficienti di uno sviluppo in serie,
gsecondo un calcolo gia istituito da Bvawns II, IsaacsoN, MacDowNarp [6].

"~ Lo scopo di questo lavoro &, come vedremo, di dimostrare Pesistenza e
T*unicitd della soluzione del problema di STEFAN, in un caso assai pitt generale
di quello del sig. Evans IT. Un accorgimento mi ha permesso di rendere valida
la dimostrazione per un intervallo di tempo, che, nel caso particolare trattato
dal sig. Bvans II, porta ad assegnare alla variabile v Pintervallo (0, 1-),
aperto a destra, anziché Vintervallo (0, 1/4) richiesto dalla dimostrazione
in [7]. :

- Una limitazione per il tempo non puo sorprendere. Infatti I’esistenza della
soluzione del nostro problema non pud sicuramente essere ricercata al di 1a
del tempo necessario a trasformare tutto il mezzo, cui ci si riferisce, nella fase
opposta a quella iniziale.

“ In un secondo lavoro, che sard pubblicato nel prossimo fascicolo di questa
Rivista, verranno estesi i risultati-di questo e quindi, come caso particolare,
quelli del [7] al problema di STEFAN relativo a campi a pitt dimensioni, dotati
di simmetria.

Una parte di questo seconde lavoro verrd riassunta in una comunicazione
che terrd ad Istanbul, nel corso dell’ottavo Congresso Internazionale di Mecca-

nica pura e applicata.

muro--costituito -da-una. unieca.fase tenuta alla. temperatura eritica.Con-tale
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2. — Posizione del problema. -

- Nell’impostazione del problema e nella, sua trattazione i riferiremo, tanto
per fissare le idee, ad un mezzo omogeneo di densiti Qgg.a'ca-lor'(; specifico ¢y e
di costanti di diffusivitd e di conduzione k, e h, rispettivamente, inizialmente
allo stato solido, ocoup‘mte lo strato mdeﬁmto di spessore a, compreso tra due
piani paralleli.

 Assumeremo come piauno yz di un s1stema di riferimento cartesiano orto-
gonale uno dei due piani limitanti lo strato. L’asse delle x risulta allora nornnle
a1 due piani. Fisseremo tra un momento il verso posmvo di questo asse.

Assegnata la temperatura iniziale del nostro mezzo quale funzione della
sola distanza dal pmno z =0, pensiamo di creare sulla faccia # — 0 una uni-
forme distribuzione dl ‘sorgen iti di calore di rendlmento variabile col tempo,

“atte a creare entro il mezzo un flusso di calor e attraverso alla superficie stessa,

mentre Paltra faccia verra coperta. con un pelfetto isolante. Se la distribuzione
iniziale di temperatura & tale che su @ = 0 si abbia la’ temperatura di fusione
del mezzo, non appena su tale faceia il flusso di calore generato uguaghm
almeno il calore latente di fusmnc del mezzo, ha inizio la fusione e, se il flusso
ai calore (on‘(mua 1la fusione avanza in modo che, ad un certo istante, il mezzo
risulta ¢ omposto di due fasi, una solida ed una liquida, quest’ultima di den-
sitd o, oalore spemﬁoo ¢pe costanti di diffusivita e comluzmne kl e hy nspeLtI-
vamente. -

Assumeremo -d’ora in avanti come vexso -positivo dell’asse. delle z- quello
secondo cui avanza la fusione, o, eid che & lo stesso, quello che va dalla fase
liquida alla solida. Nell’ipotesi in cui ei siamo messi, 1a temperatura al tempo ¢,
in ciascuna delle due. fasi, visulta, funzigne del posto soltanto per trmmte della
dlstanz.t x del ‘punte. conmderqto dal piano. z = 0. S »

Indl(,helemo con u (@, t) -la temperatura della fase - liquida;- uo(w, i) quell‘l
della fase solida, con %, ¢ us; simboli dl_funzmn;‘con derivate prime’ continue;
e con L il calore latente di fusione del mezzo. Sempre in conseguenza delle
ipotesi, la superficie di separazione tra le due fasi ¢, in ogni istante, un
piano parallelo alle faccie dello str ato, di equamone x = or(t) con «f(t) funzione
derivabile da determinarsi.® :

B evidente che non si perde in generalita -a supporre uguale a zero la tem-
peratura eritica del.nostro.mezzo, con che, indicata con. f(x):-la distribuzione
lmz;ale i temperatura, supporremo f(0) = 0. Riterremo. inoltre tmseurablh,
duyrante il fenomeno, le.variazioni- i volume S W : HRREEE

E ben noto' che attraverso.z .= a(f) si ha u1n dlseontlnmm nel ﬂu,sso* di
calqr e (ciod- tra- le. den,v_mte:gpume, rispetto ,@d,fa ~delle temperature delle-due
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fasi), in quanto una parte del calore che attraversa la superticie di separazione
delle due fasi, viene impiegata nel lavoro di fusione, mentre le temperature
delle due fasi risultano, per z = «(t), nguali alla temperatura eritica e quindi
tra loro. .

La discontinuity del flusso & Subito valutata scrivendo I’eQuﬂibrio termico
attraverso a z — «(f), ciod

) o

Assegnate le costanti fisiche del nostro mezzo nelle due fasi, il calore latente
di fusione, la distribuzione iniziale di temperatura f(z) e il flusso H(t), gene-
rato uniformemente al tempo ¢ su #= 0, il problema & quello di determinare,
in ogni istante ed in ogni punto, le temperature U, (%, 1) ed uy(w, t) delle due

fasi e la.legge 2 = a(t)-con cui-avanza il piano-di separazione-tra-quester e

Matematicamente le nostre tre funzioni incognite u, (2, 1), Us(, 1), «(t) de-
vono soddisfare alla (1) e ai due sistemi differenziali alle derivate parziali

- L Oy Dty
. 6211/1 a'll,l . 1(72 _Z;l‘:'{ == g 5 OC(t) <l z<a H
o = V<e<al); (")) f’( )
U, 0) = f(
U N i R (A,) ’ ’
1 oz r=0 o ’ u2[0‘(t)) t] =0, «f0)=0 ’
ur[o(®), 1] =0,  o(0) =0 ; [aaué o
o .

Fatte sulle due funzioni f(») ed H(¢) alcune ipotesi fisicamente plausibili,
o addirittura necessarie, mostreremo che i due sistemi (4A,) e (A;) ammettono
una ed una sola soluzione, per ogni ¢ appartenente ad un conveniente inter-
vallo (0, 7'), che sara successivamente precisato (n. 7).

3. — Ipotesi sulle funzioni f(») e H(%).

Conviene fissare subito le ipotesi sulle due- funzioni f(») e H(t). Suppor-
remo f(w) continua insieme alle sue derivate prima e seconda, soddisfacente
alle condizioni f'(#) <0 e f'()>0 per ogni # in (0,a) e tale da risultare
f(0) =0 e f(a) =0, con che f(z) <0. A queste ipotesi soddisfa, ad es., la
distribuzione della temperatura in una sbarra allo stato di regime, quando
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i due estremi, abbastanza lontani, siano tenuti a diversa temperatura (2). Nella
dimostrazione della esistenza si deve poi supporre valida per f/(0)1a seguente
limitazione ‘ ‘

ah,

(2) , T o< @Jf

B questa una limitazione insita nella natura stessa del fenomeno in studio,
come faremo subito vedere. Osserviamo infatti che, in stato di regime iniziale,
ogni unitd di superficie, parallela alle faccie del muro, viene attraversata in
Iriedia, nell’unitd di tempo, da una quantitd di calore @, espressa dal prodotto
del gradiente termico medio, nel senso delle temperature crescenti, per il coeffi-
ciente di conduzione h,, legato alla diffusivitd k., dalla relazione h, = g,coka.
Sulla faccia # = 0 e per ¢ — 0 tale quantitd di calore uguaglia il flusso creato
inizialmente sulla stessa faccia per unitd di superficie nell’unitd di tempo,

sy
ciot H(0) = —h, {% Jz=0. Indicata con U, la temperatura della faccia z = a,
t=10
essendo zero quella su 2 ==0, si ha (3)
Ou, U,
o h2 [aa; :x:’:-O_— - hrz 7’
t=20
e quindi
haalf7(0)] =
T_:] Ua| 020 = @

La grandezza @ esprime manifestamente la quantith di calore posseduta in
media, per ¢ = 0, dall’unitd di volume del mezzo in esame allo stato solido
per effetto del salto termico |U,|. La limitazione (2) impone quindi che @
risulti minore del calore necessario per fondere U'unitd di volume dello stesso
mezzo, cosa questa necessaria se vogliamo che esista il problema della propa-
gazione della fusione e non ci si trovi, fin dall’inizio, di fronte ad una massa
completamente fusa.

Quanto alla funzione H(f) supporremo che essa sia continua insieme alla
sua derivata prima e non -decrescente. Quest’ultima ipotesi, che come ve-
dremo (n. 9) puo essere sostituita con 1’altra pili generale che H(Z) sia a varia-
zione limitata in (0, 7'), mette al sicuro circa la possibilitd di arresti nell’avan-
zamento della fusione, qualora il flusso H(t), decrescendo, non fosse pilt capace
di fornire alla fase solida almeno la quantitd di calore necessaria per fondere.

(%) Cfr. [17], pp. 627-628.

(?) Cfr. [17], pp. 622-627.
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4. - Relazione fondamentale tra le incognite del problema.

Integriamo, nei due campi piani definiti il primo dalle disuguaglianze
0<r<te 0<a<at) e il secondo dalle disuguaglianze 0 <7 <t e a(t) <
<o < a, rispettivamente le due equazioni

3wy Ou, _ CPuy,  Duy
ToTT s e TIT 5 7(‘, —— s e e s

9
1 pmz a Yoxt A

tenendo conto delle condizioni iniziali e al contorno, fissate per w; ¢ u,. Si
ottiene facilmente

T : i ) : alt) . {
' [ e h " :
] e —— D [{&J T & e Llf‘“l(ﬁ% 1) depes / H(r)dr;
. . Ok [y gty ey I :
) 0 } o
t Ca a ’
. ; " [Bu, d hy [ d by, nd
(") (e / o x:a(;)' T - };; fgfl’) ‘fv“‘kz‘ uz('% )(‘/I’ *
1] ) 0 alt)

Integrando la (1) nell’intervallo (0,%) e tenendo conto di (3) e (4), si ottiene

alty

o I by [
Lg,a(t) jH(r) dr - /f( )dw»—% / uy (2, 1) da —i«j Uo{z, 1) de,
) - . 26 10 _ ) . 2(1(Q .
€ qumch, posto
Ky - : B — 1 [ a B »712 ‘ ]
(O), N v (t) = ol )dz " Tad f(z) dx ,
) f
Ny hy
1 Lk, P Lok,
- . : - * alty a-
6) - - a(t) = F(t) + By— B]fu,’(m,‘t) d.’v——Bgfug(m, t)yda, -

alty .

che & la relazione fondamentale cercata. La dimostrazione del teorema di esi-
stenza ed unicitd consiste in sostanza nell’applicare un conveniente schema
di approssimazioni successive alla (6) e nel mostrare che tale a]gontmo con-
verge verso la ricercata soluzione. ’
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- Relazioni e limitazioni relative alle successive approssimazioni di «(t).

Per evitaré confusioni nel significato degli indici, d’ora in avanti scriveremo
wa, 1), (1==1,2), al posto di w«,1), riservando ’indice in basso per indi-

care D’ordine delle successive approssimazioni.
sceremo l’indicazione delle variabili z e ¢.

Posto

at) = F(t)

assumeremo come ennesima approssimazione-per «(t) la relagione

(8) .

dove u (@,

o,(t) == F(t) -+ By— B / D (e i) dw — B [ u,‘,” Sy 1) da .

@)
i) e u,

T |

0

a -

J
BT

(A;) ed (A,) rispettivamente, sostituendo «(f) con o, (1), cioé.

Iy

A

-1

hy {—w =

pu
=0

ox

Soud )1 ousl
Ow® at

bl

0 < .’I7< Ocu—l 7

—HE),

(U [Oﬂ" l(t t] = O

i22(0) = 0

H

s

T=q

n 1 [OC" -1

tJmO

Spesso, per semplicitd, trala-

{®, 1) sono soluzioni dei sistemi differenziali -ottenuti da

0‘72'—1<a7<a/;

ini(0) =0

Per questi sistemi sono ben noti i teoremi di esistenza ed 11n§citz‘x-, nonché i
metodl per il calcolo delle relative soluzioni (4)
Cominceremo dal mostrare che Ie ‘oc,l(t) sono funzmm monotone non de-
crescenti di t, cioé faremo vedere che s1 ha, ocn(t) > 0 mdlcando, oome & d’uso'
il punto sovrapposto la derivagione 11spett0 ‘al tempo. ‘ i :
Derivando la (8) rispetto a i, tenuto -conto - di - (AP )¢ (A‘"’l), 8i:

(%) Cir.

[8], pp. 287-320.
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ottiene
n-1 o
. 1 oul : ut® '
ou(t) = — H(l) — B " dn-—B, | —2 do =
(t) = — H() / = | 2
L §
. Ayl
1 g " eyt
= — H(t) — Bik, f~ "= do — Byk, / 2y =
0.1 ox J 2
o Uy

0oL ' on

ga

1 B ] F:! [¢}) ) '(2)
= — H(t) — - H(t) — Bk, |20 1 Byk, | n- .
}Il o Ty g =y, g

-

Da questa, ricordando le (5),

: oy,
(9 o (t) = — Bk, {‘u‘ =

om

LB [au&J .
o o p 1

F=ap_y

- Per determinare il segno di «,(f) occorre valutare il segno rispettivamente
di FE&J e di F@‘E} . Per far questo converrd invocare un noto
ox o =ay_y ox ey

teorema sugli estremi delle soluzioni delle equazioni paraboliche (5). Dato che
dovremo pitt volte, nel corso delle successive dimostrazioni, riferirei a questo
teorema, nel seguito lo citeremo con la sigla T. E. Questo teorema, soddisfatte
nel campo di definizione le condizioni di regolarita da parte della soluzione
di una equazione alle derivate parziali del secondo ordine di tipo parabolico,
con assegnate condizioni iniziali e al contorno, e alcune ipotesi sui coefficienti
dell’equazione e sui valori iniziali ed al contorno assegnati alla funzione inco-
gnita, permette di decidere del segno e dei valori estremi della soluzione della
equazione nell’interno del campo, dal segno e dai valori assunti dalla stessa
soluzione sulla frontiera del campo stesso. )

. o . [ou? o e
Cominciamo a studiare il segno di [—B"—‘} . La u® (2,t) eil sistema (A% )
2=0h 3 ’

soddisfano alle ipotesi di T. E.. Per = a,,(¢) si ha ulon—4(8), 8] == 0; la uf",

non pud annullarsi anche per @ = 0; cid infatti per T.E. condurrebbe ad

affermare che u{”, sarebbe nulla in tutto il campo, cosa questa impossibile,
e

n-1

essendo la

non identicamente nulla per # = 0. La % non pud essere

-1
poi negativa per 2 == 0. Questa ipotesi porterebbe infatti all’esistenza di un
minimo negativo di ul, internamente al campo, cosa questa non consentita

da T.E.. Dovendo allora- risultare %®,> 0 su # =0, e quindi internamente
: (O]

. ‘s . |Oun”
al campo, dovrd di necessitd aversi [ - 1} < 0.
=0y

x

(®) Cir. [18], pp. 694-715.
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n—1

Per il segno di [““5 ----- } ragioniamo in questo modo. Ribaltiamo il
T le=a

n—1
campo ove & definita la »'?, attorno alla retta & = a. Nel nuovo campo con-
sideriamo il seguente sistema differenziale

oW oW

sz————&—«o, 0<t<T7 OC,,_1<37<20/—"OC”-—1;

Wlee,—1 (), t] == W[2a — o, (f), t] = 0,

Wiz, 0] = f(z), con J(x)=f») per w<a, fo)=f2a—az) per x3>a.

La sua soluzione W(z,t) in 0 <t < T e a,4(t) <2< a coincide con
1, (2)
n—-1

€,

essendo [ } = 0, soddisfa alle condizioni di regolaritd richieste da T. H..

i
~Risultando1a~W(x, ) <0 sullafrontiera-delcampo; per T B essa-risulta
tale anche internamente al campo. Questo porta a concludere che anche uff_’l

& negativa internamente al campo di definizione ed essendo % [a,,(t), t]== 0,
2 (2}

n—1
ﬁ] <.
2= Gy

he viene di conseguenza

. 5‘1‘1;111
Osserviamo ora che — &y |-

} rappresenta la quantita di calore
Y Jzmogg
che, in o= «,_4(¢), entra nell’unitd di tempo attraverso alla unitdh di super-

. oul
ficie normale ad & nello straterello fondente, mentre — h, [ not

rappre-

(4 T Uy

senta la quantitd di calore uscita dallo stesso straterello, attravel‘sonallla unita
di superficie normale all’asse x nell’unitd di tempo. Dato che vi & stato assor-
bimento di calore per la fusione, in assenza di sorgenti in seno allo strato
fondente, il flusso di calore uscente deve essere minore di quello entrante, con

che, ricordando le (5),
"put out?
— Bk, l__’;% > — Baky |—=2
T jE=anag oz &= Ay
e quindi
(10) o, (t) >0,
cioé, come volevamo :dimostrare, le «,(f) sono funzioni monotone crescenti

di ¢.
Proveremo subito che, qualunque sia », si ha, per ogni ¢ > 0,

(11) : oa(t) < aolt) -
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Posto infatti g(t)= «,(t) — x(t), dalla (8) per le (5), si ha @ O)MO Deri-
vando 1a (p(t) rispetto al tempo procedendo come -abbiamo fatto per stabilire
Ia (9), si ottiene” ‘

. f ) 1
@lt) = ol H(t) — {— fy = .
cu:,n 1 6'11/:,2 1

Come abbiamo sopra osservato [~— Ry —+ ki -:-J rappresenta. il
v - 8 Jy=a,

flusso totale, relativo all’unitd di tempo, che attraversa I'unitd di superficie
normale "all’asse -«, per @ = %—1 (1), nel senso “delle # crescenti, a partire dal-
Pistante ¢. Tale flusso, non essendovi nel mezzo sorgenti di calore, non puo
superare il flusso di calore immesso, a partire dall’istante ¢ nell’unita di tempo
¢ per unitd di superficie normale ad x, nel mezzo, cioé non pud superare H(z).

Si ha quindi <p(t) < O e percm, essendo gp(O) = 0, rp(t) O con ehe, come Vole- ‘

' vamo () < oglt).”
-~ Vogliamo adesso bfﬁblhl’e alcune 181’1710111 tra le successive approssimazioni
di o). : ' C
Siano «, ed «,-; due successive approssimazioni di «(f) e consideriamo le
due precedenti o, € a,-,. Queste ultime.soddisferanno ad una delle due rela-
ZIONi: oty K otyey O 0yg > o1, . Vogliamo far vedere che o, ¢ ®p—y . SOddisfanc- .
alla dzsuquaqlmnza opposta, Dalla (8) Sl hd:

ll

(12) ' oﬁ,,@) oc,‘_l(t) :—B [u ’I’, t) df(,—B / ' (x, ?)d’l}
. R 0 an—l
+ B, / u;}j (2, ) do + B, / @ (@, t)da .
0 . Up_2

Esaminiamo il caso o:,l_o < o,—y I quanto Paltro caso o, > e, si tratta
analogamente, i ) o
Dalla (12) si ha

An—2 Ip—1

(13) o, {t) — otyeq(8) == B, [[(1&,‘1‘_{2——1L;111)(1m / awll dfc} +
0 Uy o
" 2 . fa1 .
| + B, [ / (U, — w? )dfr +- /ufflzde .

e

Occorre valutare il segno delle funzioni integrande dei quattro integrali
del secondo membro di (13). Abbiamo -gid rilevato che in tutto il campo. di
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definizione & %{”, > 0; con la solita riflessione "del campo rispetto ad z= a,
applicando a (A:;’,,) il teorema T. E., si vede subito che & «{,< 0, per ogni ¢

in (0, 7) e per » in (x,-., a). Per le altre due funzioni integrande faccia-
mo le due seguenh posizioni: :

ZW(py 1) = wl, —u, e ZPw,t) = uP,—ud

n n-1"

Essendo le #{" e le u®, (s =n—1, n—2), rispettivamente soluzioni dei
sistemi (A®) e ~(A‘;’), le due funzioni Z%W e Z® soddisfano ai sistemi

EEVARH a/m IO <t<T, D2z PZ® 0 0<t< T,
O, e ey s e ‘12 — o ==
71 om® ot ! 10< < g} on? Lot ’ Gy <0015
' oz . aﬂﬂ

—_ =0, = 0, Z%9(x, 0) =0,
a" =0 ’ ?' 2 =g

z4 [0(,,_;, ﬂ == _'u(ll [an—” ﬂ < O Z(z)[‘xn—ly t] "':‘:‘7'(’:,212[0511—1) t] < 0.

YASY YACH! ) )
Essendo rispettivamente l~» =0 e |- :’ = 0, operiamo una rifles-
2 PN (2 MY

sione del campo relativo a Z® attorno alla retta x=0 e del campo relativo
a Z@® attorno alla retta z = a. Consideriamo le due nuove funzioni Z® ¢ Z®
soddisfacenti rispettivamente ai due sistemi

REVAED a/(o» —0, IO <t < T,
271, ”(1) g o = .
{/-1 oz _9Z® IO 2 at | ctrr << 20—ty ;
w2 1 a,l~,<70<cz,,_r,, S
14 Z¥(x, 0) = 0,
(14) Zu)[_“ gy 1] = _u(i)(a,,_z, 1] <0 - @
{ ~ 2ty 1] = 02 (00, 1) <O,
ZV[oty g, 1] == — U0y, 1) <O
- T ’ , 4(2)[2‘%’“ 0’11 -1 t] - un n(“n—l) t) <0 .

Le due funzioni Z'¥ e Z® coincidono con le funzioni Z®We Z® per 0<t < T
e, rispettivamente, per 0 < << a,—(f) € o, (f) < << a. Potendosi applicare
T. . ai due sistemi (14), si ha ZV(x, t)< 0 e Z®(x,{) <0 nei rispettivi campi
di definizione. Si ha allora per 0 << 7T, ‘

't —u® <0 e w®,—auf

n—2 -1 n--2 n-1

e quindi, dalla (13), come volevamo o, (f)< o, (). Con analogo procedimento
si mostra che, ove sia oo™ ttp—y, & oty << oty Resta quindiprovato il seguente
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Teorema: Due approssimazioni successive per a(t), secondo la (8), sod-
disfano alla disuguaglianza opposta a quella che intercorve tra la coppia di ap-
prossimaziont di indici immediatamente precedents.

Da questo teorema seguono alcune conseguenze assai importanti.

Essendo per (11) oy <o, si ha a > oy e quindi la relazione

o Koty < 0.

Per «, si ha intanto oy <o, <o,. B facile dimostrare che & anche o, > .
Infatti dalla (8) si ha

ag o

o(t) — oy (t) = B, [ [ =y da + 4P aa + B, [/ (U — ) A —
1]

az o1 . g

ay

/ ug dw} .

e, ragionando come per la dimostrazione del precedente teorema, per T. E.
si ha subito cy— oy >0, con che oy > «,. Procedendo per induzione, ammet-
tiamo che sia oy, < o, € proviamo che corrispondentemente si ha

Xon+ > Oon—y -

Ancor qui, scritto dalla (8)

A2n Qop—2
{
Oanta () = Otgn— (t) == B, [ [ (ugln)_z‘“‘ ule:) do 4 'U';l,:,g dm} -+
0 dop

Gop~g

a
+ B [ g, ~ ) do— [ngas]
op—2 Aap

col solito ragionamento, per T. E., si ottiene come volevamo L |
e quindi oyyig 2> ttony - :

Come conseguenza di queste disuguaglianze possiamo concludere: le suc-
cessive approssimazioni, secondo la (8), per «(f) sono tutle minori o uguali di
eto(t)s Le approssimazioni di indice pari formano una successione monotona non.
crescente limitata inferiormente da o (t); le approssimazioni di indice dispari for-
mano una successione monotona non decrescente, limitata superiormente da una
qualungue approssimazione di indice pari.

Quanto precede assicura che ciascuna delle successioni formate dalle appros-
simazioui di «(t), rispettivamente di indice pari o di indice dispari, ammette
limite determinato e finito, per = — co.
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6. — Limitazioni per le funzioni «{(z, ¢) ¢ u®(a, 1).
Conviene ora stabilire le limitazioni cui devono soddisfare le «P(#,1) e
wP(w, t).
Operiame su (A%) il cambiamento di funzione incognita, ponendo

(15) W, 1) = VO(a, t) — 711- wH() .
1

La V®(x,t) soddisfa allora al sistema

221 ' 4L 1.
" [ N . < m p ‘ A
Z R T W yilla/H(t)f 0<?\;1",0<“7<m" 3
X [avm] 0
(A7) 2 o

1

Iﬂ“l.ocny t] = i; (Z,,H(t) .
L

oV

¢
care T. E.. Ricordando le ipotesi fatte su H(t), si ha zH(t) >0 (%) e a,H() >0
¢ quindi per V® la limitazione '

Riflettendo il campo rispetto a 2 == 0, essendo [ } == 0, 8i pud appli-
=0

1
V@@, 1) < 5 0aOH) -
"1

Dalla (15) segue subito per ) la limitazione cercata

(16) 0 <uP(z, 1) < -;_ [oea(t) — 2] H(L) . ,

Per trovare una limitazione per ' operiamo sul sistema (A®) il cambiamento
di funzione

17) —u (@, 1) = V@ (x, 1) — f(@) .

(%) Si osservi che solo in questo punto usiamo ipotesi della non decrescenza di H(¢).
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Ricordando le ipotesi su f(x), la V@ soddisfa al sistema

L@ p e o Lo . S
by —— — = hf'(@), 1<T<T, 120, q,<x<a;

S Ve(z,0) =0,

V@ :
\ {_m o

T = qQ

ox

V®la,, 7] = f(‘xn)"; ’

Ricordando che & kf'(z)>0 e f(x,) <0, fatta una simmetria del campo
attorno ad # =« e applicando T. E., quando si tenga presente che f(w) &
‘funzione decrescente di x men‘me a,(t) & funzione crescente di ¢, si ottiene

subito la hmlmnone B S
VO, 1) < flea(t)]

che, sostituita in (17), ci fornisce la ricercata -limitazione per u®:

(18) — u (@, 1) < floaa(t)] — f(2) .

7. — Dimostrazione della esistenza della soluzione del problema.

Per conseguire la dimostrazione della esistenza della soluzione del nostro
problema cominceremo col mostrare che le due successioni delle successive
" approssimazioni di «(f), rispettivamente di indice pari e di indice dispari for-
mano una coppia di successioni convergenti.

Abbiamo (n. 5) gia constatato Iesistenza dei limiti di {oteni1} € di {orsn}s;
indicati questi limiti con «* e o** rispettivamente, si tratta di mostrare che
si ha o = o®%,

Consideriamo la differenza oy, ~— 6,4, . Ricordando che o, > oy, dalla (8)
si ha

o ’ Qon-1 20
{19) oty tantq = By [[(u‘” ugn_ ) dw + [u“,jdml +

Ayt

a
2 2) P (2) .
Bz[j(u‘;,i—wu% ])du—] on 1 J

Gop 351
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Con considerazioni del tutto analoghe a quelle fatte nel n. 5, applicando
T. K., si ottengono le disuguaglianze

0 < Ul — ud | < Max ty,(otan— , 1) <7 H(t)[cc s~ Gl | s

NI—

0 << ul—ul < Max [—ul)_ (oo, 1)] < fotan—1) — flot2n) -

2n—-1 2n—-1
Dalla (19) si ha allora, per le precedenti, ricordando la (16) e la (18),

[+1) 90

1
Dan — Oyt <7l~ B, H(t) {c(z,,-l(oc27;-<xg,l-l) -+ f(ot om = ) d’v
“+ B‘_’ { (“ - azn) [f(“mz-—l) - f(azn)] "%f [f((xzn—l) - f(:r)]dm } ==

Sy + Clap—g

= (062“ - O"n—l) { 711 BlH(t) _"___,2.._‘_‘.... "!’ Bz(a Lon—1 [—“ 'S)] }

con &an—1 < ‘5 ‘< Xan -
Da questa, ricordando le (5) e la (11) e osservando che — f'(&) <— f(0),
si ha

t

Ht) / H(z) dv + Boalf(0)] }

0

Bik,

Aoy~ Clanty < (aﬂn o a‘zn—l) { 72

Passando al limite per n — oo, si ottiene

BE
(20) o ¥ — oF < (¥ — o) { o T H(1) [H ydr + Baa

o}

Essendo a™* > o*, se a**—a* 520 si dovrd avere

l
by ,
1 <Z;; BIH(t)fH(T) dr + B,al|f'(0)].
1
0

Se quindi ¢

k
(21) = B H(t [H(r dr -+ Bya|f(0)|< 1,

la validita di (20) richiede «™¥ = a® == a(i).

2 — Rivista didMalemalica
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Jon le (B), la (21) si serive

ah,

22) 0 <H(t)fH(1:)d’c<92 Lkl{ ,J!_—_.|f(o [}

\

Questa, ricordando quanto ¢ stato detto nel n. 3 a proposito di (2), fornisce
per il tempo ¢t ’intervallo nel quale si ha la cohvergenza dell’algoritmo delle
successive approssimazioni per ef(?).

Giovera qui osservare che se si ha f(x) costantemente nulla e H(t) =g
costante, come in [7], 1a (22} assegna per il tempo ¢ la limitazione

0<t<< i 12k
che con le posizioni fatte in {7] (*), porta ad assegnare alla variabile adimen-

sionale 7 come campo di variabilitdh Dintervallo, aperto a destra, (0, 1-) al
- posto dell’intervallo (0, 1/4) richiesto dalla dimostrazione del sig. Evans II

D’ora in avanti ci riferiremo per il tempo ¢ all’intervallo (0, T), dove con T’
abbiamo indicato I’estremo superiore dei valori di ¢ per cui é valida la (22).

Si pud ora dimostrare che dall’esistenza e coincidenza dei due Hmiti «*

Saal ; o limiti i (1> — o 1§ [ A— #
e o** segue l'esistenza dei quattro limiti lim «f) , = «0% lim Upppq == UDH,
Hm Q) = g0 1M 42 = 4@%% ¢ Ia oommdenm d1 y % con wVEE o di y@*
con RVHE,

Limiteremo la dimostrazione ai due limiti «‘V* e 4®*%*, potendosi eviden-
temente procedere in modo del tutto analogo per I’altra coppia di limiti.

Poniamo
1)

1) _ [¢3)
,U - u2n+1

@ __ )
o u"(n+v)+1 e ,Uv

== e 2
2n+P)41 2n41 °

Fssendo Kogmipis 5> %onsr, le due funzioni 2’ e v soddisfano rispettivamente
ai due sistemi

oy Ay 0T,
) oo o<i<T, * T e O |
Iy "’“.;”“ ——==0, » Lot X< @3
ox? ot 0 << & << o{2n+1; (:2_)(m O) O
61;;)1) : ) ’ -
I || =0, oo
ox c=0 =g ’
(1) (1) ~, aw z=a
Uy (Cant1y 1) = Uy, g1 (C2nt s 1) > 0; (e )= ( N> o
» \ Lottty om0 2Ot p)+1 9 )=>=0.

Con il procedimento pitt volte usato per ’applicazione di T. E., tenendo
presenti la (16) e la (18), si ottiene

@;U < H(t) (“2(n+v)+1 - O“.‘n«H) 1 '0(2) < f(‘xmrf-l) - f(“z(nvh))ﬂ) .

(") Cfr. [T], pp- 185 ¢ 190.
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Da queste, per la continuitd di H{t) ed f(x), esistendo il limite zx‘—~hm Rontis
per il teorema di CAUCHY, segue, Pesistenza dei due limiti hm u“’ =
e lim 4@ == w®* come vclevamo dimostrare. Come abbmmo sopra aceen-
nato, in ugual modo si prova l’esistenza degli altri due Hmiti hm W = hEx
e hm ’ll/(z) u(")*}“<

Con identico procedimento si mostra che essendo o — oa**, & pure
U = g HE — 1) o q@% o g@kk — 4 por ogni ¢ in (0, T') ed ogni = rispet-
tivamente appartenente all’intervallo (0, o) per il primo limite e («, @) per il
secondo. '

I teorema di esistenza sard provato quando avremo dimostrato che le
due funzioni u”(z,?) e u'¥(x, t) soddisfano in (0, T) ai due sistemi (AW e (A2
con la condizione (1).

Siano w' e w® le soluzioni dei due sistemi (A} e (A®) quando o sia
il valore comune di a* e a**,

Poste

(23) a(t) == F(t) + B,— B, / wde — B, f e dw,
0

sard conseguito il teorema quando avremo provato che &

o(t) == aft)
e quindi
B = g g WD = g2

Sottraiamo da a(t) e,.(t) data da (8). Ricordando che & ey, < o, si ha

agy—1 @
%— dtyy = B, [ / () — ) dar— - | dm]—{—
0 u2n-1
.
4 B, [ / (w2~ w®)da -+ [ U ld'v]
-

a 1

Essendo w® e wgy , funzioni limitate, e LM o, =&, quando % —oco i
secondi integrali che compaiono nelle parentesi quadre del secondo membro
della precedente tendono a zero. Bastera allora studiarve i limiti,

ap—~1
im: ) PYLss) i (2 72(2)
}ll‘}_g / (0, — w) da , }lg{} [ (w2 —u®)de .
0
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Studiando le differenze ulY |, — u e w2~ u® con il procedimento pitt volte
usato, in modc da rendere applicabile il T. E., si conclude agevolmente che
U — W ¢ negativa per 0< 2 <cumy € ¢ in (0, T), e che ha i suoi estremi
SU & == ofy,-y, OVe assume il valore — u (e, , 1). Bssendo la # funzione con-
tinua, il limite di %™ (cy,—y, t) Per n—> oo ¢ zero, essendo uguale a wM(w, t) = 0.

Per la seconda differenza .. — w*’si dimostra che essa & positiva, per
a<Le<Laetin (0, T), e che assume i suoi estremi su x = « ove ha il valore
g (%, 7). BEssendo iMooy, == e M u@ = u® si ha, Hm w2 ()=
=u®Ne, t) = 0. Resta quindi provato che anche gli altri due integrali che
compaiono in (23) hanno, quando % —» oo, per limite zero. Con c¢io risulta
come volevamo,

2

n—>wo

() == Hm a,, (1) = a(t) .

Con metodo diretto, per 1a definizione di derivata, si dimostra la derivabilita

della o(t) rispetto-a-t-e-insieme si-ottiene la-verifica-della (1}. T1-caleolo;-non-

presentando alcuna difficoltd, viene omesso per brevita.

8. — Dimostrazione della uniciti della soluzione.

Siano «(t), w¥(w, ), (v, ) e p@E), yV(x,t), y¥(w, t) due distinte soluzioni
di (A,), (A,) e (1). Si avrd allora

a a

alt) = F() + By~ By [ ut® do— B, [ u do,

v

0 a

8 a
Bt) = F() + By—B, [y do— B, [y da.
0 ]

Supponiamo che ad es. sia o> £, allora avremo

a a a

ﬁ -
0<a—pf=B, {/(y(l)_um)dm_,[um dm] + B, [ ’ (y® —u®) de + /?/(2) dm] .
0 ‘ I @ ' ;

Con le considerazioni piti volte usate, applicando T. ., si vede facilmente
che I'ultimc membro della precedente relazione & negativo o nullo. Ad evitare
I’assurdo dovrd percid aversi ¢=f e quindi V= y® e u® ==y, con che
resta dimostrata 1'unicita.
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9. - Caso di H(!) a varviazione limitata in (0, 7).

Abbiamo fin qui supposto la funzione H(?) continua, positiva e non decre-
scente in (0, 7). L’ipotesi della non decrescenza ha giocato solo per stabilire
(n. 6) la limitazione (16) per le «(z,?).

T facile mostrare che ad una analoga limitazione si giunge sostituendo alla
ipotesi di H{t) non decrescente quella di H(t) a variazione limitata. Infatti

in tale ipotesi la H(t) pud riguardarsi come differenza di due funzioni non
negative, non decrescenti (8).
Posto

(24) H(t) == H,(1) — Ha(t) ,

il sistema (A) del n. 6 diventa

2V aVb . e <Lt <<
W OV k) et [0S
o ot l 0 < &< %ns
A7 P ass
(A") [ J —0,
ox @ =0
]7(1)(0(", 1/) = OC"HI(t) - “nH‘l(t) i

con H,>0 e H,>0. Poniamo
1) . (1) 1
L

Soddisferemo al sistema (A’) scegliendo VP e VI rispettivamente soluzioni
dei due sistemi, per 0 <t < T,

o2V ayy . 22V P 31/"21’ A
ey ——67; — =" aH,, 0<w<o,; e —— o = aH,, 0<o<<on.:
T : VW
1 =0, [_”_E_J =0,
ox om0 . 0% Jy=o
17(11)(05117 t) = anHI; If‘-(ll)(“"’ t) : lx"HQ *

ciascuno dei quali & formalmente identico a (A').

(8) Cfr. [30], pag. 30.
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Con gli stessi ragionamenti del n. 6 si conclude che,per O <<, €t
in (0, 7), le due funzioni VP, 1) e V¥, 1) -risultano. non negative con
V@, 1) < o, () Hy(t). S1 ha allora evidentemente

VO (z, 1) < VT, 1) < ot (8)H,y (1)

e quindi
(25) 0 < uP(w, t) < (o, — @) H, (1) .

B questa la limitazione che sostituisce, nella nuova ipotesi la (16). B paci-
fico che tutti i risultati conseguiti nei numeri precedenti restanc validi nella
nuova ipotesi per H(t), in quanto possono ottenersi da quelli col solo scambio
di H(t) con H,(1).

Nessun cambiamento ¢ poi da apportarsi alla limitazione (22) per il tempo ¢,
Infatti trasformandosi la (22) nella :

0y Lk _ aky,
= en—Tiro],

(31

. t
(26) 0 < H, (1) f H(z)dr <
o
essendo H(f) < H,(t), dalla (26) si ha ancora la (&22).
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