Luiei MURACCHINI (%)
Le varieta V, i cui spazi tangenti ricoprono una varieta W
di dimensione inferiore alla ordinaria. (**)

Pa}rté I1.

§ 4. — V; non sviluppabili la cui W ha dimensione inferiore a dieci. -

6. — Prima di occuparci delle -V di cui si dice nel titolo di questo § 4, vo-
gliamo esaminare quelle varietd V, che soddisfano ad un sistema di equazioni

di"LAPLACE tale che il sistema "delle "quadriclie "associate sia” costituito dalle
quadriche dello Sy, che passano per uno S, con !>1 (*), oppure contenga
un giffatto sistema di quadriche. Ci limiteremo a trattare il caso % =5 5,
1 =2 (?) facendo perd osservare che casi generali si possono trattare sulla
base di considerazioni sostanzialmente eguali a quelle che svolgeremo. Ci accon-
tenteremo di dare gli enunciati relativi ai casi pitt generali.

Come & noto le equazioni di LAPLACE, linearmente indipendenti, a cui sod-
disfa presentemente la V;, sono in numero di 9, 10 od 11. Il caso in cui le
equazioni sono 9 & stato trattato dal TERRACINI [op. cit. in (?), pag..435 della
Parte I] e conduce ad S,-coni proiettanti da una retta una ¥V, generica (non
soddisfacente ciod a nessuna equazione di LAPLACE). Nel caso in cui le equa-
‘zioni sono 10 od 11 si sa intanto che 9 di esse possono seriversi (con una oppor-
tuna scelta dei parametri): :

{ 26 =0, U =0,

. ) :
09 = ;2" - 4z $1=1,2,3,4
) j 3, a + a0, (i=1,2,3,4),
5 LT
l CL— zrbir@‘(” 4+ b, (1=1,2,3)."
1 .

(*) Indirizzo: Istituto Matematico S. PINcHERLE, Universithd, Bologna (Italia).

(**) La Parte I del presente lavoro & apparsa in questa Rivista 2, 435-462 (1951).
(%) Ossia quei sistemi di quadriche il cui sistema apolare duale & costituito di
S;_;-coni con 1I'S,_;-vertice in comune. (Si veda™l n. 3.)

(%) Si ricordi che i casi I =k, I = k —1 danno luogo a varieta banali [cfr. TERRA-
CINI, op. cit. nell’annotazione (%) della Parte I, questa Rivista, 2, 435-462 (1951)]. Il
caso k =5, | = 3 rientra in quelli considerati dal TERRACINI nel lavoro  citato’ ora.
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Ora formiamo le conseguenze delle (59) che si ottengono eguagliando le
derivate terze @ = &%, ({ £ j =1, 2, 8), 4= x4 ed infine pWsd= g,
(¢==1,2,3), e tenendo conto delle (59) stesse. Le forme guadratiche associate
a quelle nuove equazioni sono quelle che si ottengono annullando i minori
delle matrici:

0, 0, 0,
3 3 3
(60) >, 1,0 Db, >, a0, |
1 1
6, 0, 05
t 3 3
(609 Sobe0, 3,00, 3040,
1

ed inoltre le seguenti

(61) Gf[i a,0,] =0, (i =1, 2, 3).

—.Per.cid.-che-riguarda-le-(60),-(60') -osserviamo-che, in-base-a-considerazioni- -

gid svolte nel n. 5 (3), le forme quadratiche (60) svaniscono tutte identica-
mente, oppure due almeno sono indipendenti, come pure le (60’). Quanto alle
(61), la matrice dei loro coefficienti &

Gy Ao 43 0 0 Y
0 Gy 0 G0 gy 0
0 0 gy 0 a5 3 |

e si vede cosi che quelle forme svaniscono tutte oppure sono indipendenti.

Si deve dunque concludere che se le equazioni di LAPLACE Li. sono 10,
quelle 9 fra di esse della forma (59) costituiscono un sistema chiuso e pertanto
Ia V; ¢ attualmente un S,-cono proiettante una V, soddisfacente ad una equa-
zione di LAPLACE. Se le e.d.L.Li. sono 11, cingue fra di esse, e precisamente le

20 =0,
5
25D — Zr @27 + am, (¢ =1,2,3, 4).
1
oppure le
W =0,

5
2D — Zr bopx - b,-af},
1

5
o =3 a5 + ax, (t=1,2,3),
1

. 3 3
(®) Cio¢ considerando le omografie 0] = > a;0,, 6] = > b,0,, (i =1, 2, 3).
1 1
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costituiscono un sistema chiuso. In questo caso la V; é un cono proictianie da
un punto una V, sviluppabile che soddisfa a 6 e.d.L.1i. [dei tipi determinati

in TERRACINI, op. cit . in (%)} ().
Riguardo al caso di k ed ! qualunque ci limiteremo a rilevare che la V,
1 —1
deve soddisfare ad equazioni di LAPLACE fra le quali ve ne sono lk— K 5 )

costituenti un sistema a caratteristica di tipo parabolico [cfr. BOMPLxNI, op. cit.

in (22), Parte I del presente lavoro, pag. 444]. Ragionando come prima si vede

che, se oltre alle predette equazioni, la V, soddisfa ad altre d<<k—I1—1

l—1)
2

e.d.L.li., le Ik— prime costituiscono un sistema chiuso e la V, ¢ allora

un 8,,-cono proiettante una V,_, che soddisfa a equazioni di LAPLACE l.i.
Ora se si tiene presente il teorema del n. 3, si pud concludere:

Le varieta Vi, per le quali la variete W degli spazi tangentt ha dimensione
2k —1 (k—2>1>2) e che rappresentano d equazioot di Laplace linearmente

Wl — W —
{ 2 b, d\l7x—~( 5 )Tk o f e 2gono S izpcond - pro-

“indipendenti con Uk —

iettanti una Vi, che soddisfa a d—1k +1(1—1) equazioni di Laplace Li..
Terminiamo osservando che i metodi del n. 5 si presterebbero, opportuna-

mente completati, ad approfondire lo studio delle V, soddisfacenti a sistemi

di equazioni a caratteristica di tipo parabolico; ma su ¢id qui non insisfo.

7. — Considereremo in questo numero le V; che soddisfano a quei sistemi
di e.d.T. i cui sistemi lineari di quadriche associate hanno per sistema apolare
duale oof, oos 0d oot quadriche dell’S, fra le quali oof, oo od oo? sono 8,;-eoni
col vertice in comune. Si hanno, rispettivamente, in quei casi V; soddisfa-
centi a d =8, 9 oppure 10 e.d.L.lLi.. Incominciamo col considerare il caso
d == 8; conviene distinguere tre possablhta
(a) La generica quadrica del sistema oo® sopradetto ha due punti dxstmm
in comune con 1’S,-vertice degli oot S,-coni del sistema. (b) La generica qua-
drica & tangente all’S;-vertice. (c¢) La generica quadrica contiene 1'8,-vertice
Indicheremo, col TERRACINI, con A, l’operatore differenziale:

0
Ah——z Apr 7 (h=1,2,3,4,5),

ar,

e supporremo sempre che gli operatori A che interverranno in seguito siano
indipendenti (linearmente). Si vede senza difficoltd, che nel caso (a) la V; sod-

() Le verifiche delle proposizioni che enunceremo d’ora in poi si dovranno inten-
dere fatte anche se non lo diremo esplicitamente.
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disfa alle equazioni (5):

A dw + 3 g - g = 0, (=1, 2),

me

©) J 5 |
‘ o 1 Alflmw + z glmra"(” + glmm = 07 (l = 17 2; m = 3? 4‘7 5)’
. 1 . R .«

Nel- caso (b) la ¥, soddisfa alle:
Ay A + zr G118 g1 =0,

5
(63) A Ao + z,. Gr2r' " g =0,
. 1 v

Infine nel caso (¢) la V, slddisfa alle:.

. Ty o ;
| -AZAmw _!L Zr glmrm(” + glmw ZTO ] ) : - . (Z, nm = ];‘, 2),
S ] o
(64) A + ody Age - z,. It + g =0, (2 =1,2; k=4,5),
1. ‘ . . .
A Ay + 000 Ay Ao T g, + g =0
T s 1 . . '

Sulle equazioni dei sistemi (62), (63), (64) si opererd in modo del tutto analogo
a quello usato dal TERRACINT nella Nata II del suo lavoi'o citato nella Parte T
del presente lavoro, annotazione (*). Ricordiamo che si tratta.di formare le
condizioni di integrabilitd per le equazioni dei sistemi seritti sdpra applicando
ad esse Oﬁiidrtuna;mente' gli operatori 4 e confrontando poi i risultati. Dalla
considerazione delle quadriche associate alle nuove equazioni che si otten-
gono, le quali quadriche debbono appartenere al sistema lineare delle qua-
driche associate alle equazioni di partenza (%), si deduce che il sistema

(65) | A6 = Ayo = 0

P

(°) 81 perviene alla formd scritta, per le equazioni a’cuila V', deve soddisfare, con
una opportuna scelta del riferimento, nello 8, del sistema lineare delle quadriche
associate. Questa osservazione valga anche per il seguito. )

(8) 81 ricordi che la V; soddisfa soltanto alle equazioni dei sistemi (62), (63), (64)
ed alle loro combinazioni lineari.

. . 5 y -
AZ-Amw + le*42A-2w +zr glmrm(r) -+ Jun® = 07 (l = 17 2; m = 37 4)5)'
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& completo e quindi si possono prendere come nuovi parametri oy, 6., oy tre
soluzioni indipendenti del sistema (65). I sistemi (62), -(63) si possono cosi
trasformare in altri due che si ottengono egunagliando a zero otto combinazioni
linearmente indipendenti delle x@%, @Y, g6, 5A8 528 268, w‘“’,’ aUs), g%,
delle derivate prime e della @. Il sistema (64) diventa poi ’

w(az) » B4 v 2 » 0,

¥

[
(64") a | ’ { s Qmﬂ’(m) »0, (h=1,2; k — 4, 5),
L@

2 4 0, 29 0 0,

dove, come d’uso, il simbolo v sta ad indicare che il primo membro differisce
dal secondo per una esp1ess1one lineare ed omogenea in « e le sue derivate
prime. » -
Ragionamenti identici a quelli che usa il TERRACINI nel lavoro indicato
“dianzi provane poi che le V, sono dei tipi seguenti: V Tuogo '(li'éés’léd'pe%ﬁéié’
non sviluppabili oppure sviluppabili, situate negli S, di un Sy-cono proiettante
una generica Vi, ¢ Vs luogo di oo® S, dotata di 8, tangente fisso lungo ogni 8.
Neon abbiamo rlpetuto i ragionamenti del TDRRACINI -poiché esm sono ampla,-
mernte svolti nel suo lavoro citato. : k
Veniamo ora ai casi d =9 e d = 10; attualmente vi sono 8 fra le 90 10
equazioni 1.i. che sono della forma (62), (63) oppure (64), distingunendo anche
ora le possibﬂita a), (b), (e). Seowai‘imo ora il segunente piocediménto mco-
minciamo col formare le conseguenze delle equazioni dei sistemi (62), (63) 0 (64)
nello stesso modo di sopra e poi consideriamo le guadriche associate a quelle
conseguenze. Si vede che quelle quadriche o appartengono al sistema lineare
di quelle associate alle equazioni del sistema (62), (63) o (64) oppure ve ne
sono almeno tre di-linearmente indipendenti fra loro e da quelle. Poiché nei
casi che ci mteressano, oltre alle equazioni dei sistemi (62), (63) o (64) la V;
soddisfa soltanto ad una o due altre equazioni l.i. si pub concludere anche ora
che il sistema (65) & completo ed effettuare il cambiamento di parametri. Effet-
tuatolo, si riprenderanno i ragionamenti di prima e si perverrd alle seguenti
conclusioni, che si verificano poi agevolmente. Le V; sono attualmente dei
seguenti tipi: V; luogo di oo® superficie (7) situate negli Sy di un 8,-cono’ proiet-
tante una Vy che soddisfa ad wna oppure a due equazioni di Laplace 1.1.; V; luogo
di oo® superficie situate negli S; di un S,-cono proiettanie una V, ngam svilup-
pabile che soddisfa a 6 equazioni di Laplace 1.i.; V; luogo di oo® piani con S
tangente fisso lungo ogni piano e soddisfacente ad una o due equazioni di Laplace
(indipendenti e non conseguenze di quelle che esprimono la predeita proprietd).

" .(?) Non sviluppabili o sviluppabili.
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Terminiamo questo n. con osservazioni analoghe a quelle con eui termi-
nammo il n. 6, e cio¢ facendo rilevare che i risultati conseguiti potrebbero venir
estesi senza grandi difficoltd a V, (k qualunque) soddisfacenti a sistemi di
equazioni di LAPLACE formalmente analoghi a quelli qui considerati (e si tenga
presente l’osservazione con cui termina il n. 3). Si perverrebbe a ¥, luoghi
di superficie dell’S; o luoghi di S, analoghe alle V; ottenute in questo n..

8. - Esaminiamo qui quelle ¥V, che soddisfano ai sistemi di e.d. L.APLACE
aventi un sistema associato tale che il sistema apolare duale sia:
1) Un sistema oo* di quadriche contenente le oo* coppie di S, di un fascio;
e in tal caso la W relativa alla ¥, ha dimensione 9.
2) Un sistema co® di quadriche contenenti le co® coppie di 83 di un fascm,
e in tal caso la W ha dimensione 8.
Nel caso 1) la V; soddisfa a 10 e.d.L.l.i., ad 11 nel caso 2). Anche ora si
useranno gli stessi metodi del n. precedente. Incominciamo col caso 1); con-

“viene, per rendere pit facili-i-calcoli, distinguere i seguenti sottocasi: (a,) Le

quadriche del sistema segnano sull’S;, base del fascio di S;, un fascio di coniche
Sono da distinguersi in questo sottocaso gli otto tipi di fasci di coniche, proiet-
tivamente distinti. (b;) Le quadriche del sistema segnano sul predetto S, una
conica fissa. Sono da distinguersi ora la conica irriducibile, dalla coppia di
rette distinte e dalla retta doppia. (c,) Le quadriche del sistema passano tutte
per I’S,. In ciascuno dei casi elencati conviene scegliere un opportuno riferi-
mento nell’S, delle quadriche associate e poi scrivere le equazioni di LAPLACE
dei sistemi relativi ad ogni caso. Come esempio seriviamo il sistema relativo
al caso (al),*nell’ipote'si che il fascio di coniche abbia quattro punti base di-
stinti:

[ A Am a0, (1=1,2,3),
(66) | ApA,t + omndi At + Gndydyw o 0 (m=1,2,3; n=4,5),
A1 Ay 4 010 A1 Av + 0134, 450 0 0.

Sui sistemi scritti si opererd poi in modo analogo a quello che abbiamo
indicato nel n. precedente al fine di dimostrare che il sistema

(67) 410 = Ao = Ao =0
¢ completo (8). Ci si riesce in ogni caso ed allora col cambiamento di para-

(®) Ad esempio, per il sistema (66): tenendo sempre presente [cfr. TERRACINI, loc.
cit. in ()] che in ogni equazione si possono scambiare fra loro due operatori 4, 4,,,
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metri ‘0,= 0,(t), 0, = Gx(T); O3 = Ts, Oy == T4, O5 = T;, dOVe 0;; 0, sono due
integrali indipendenti di-(67), i-sistemi di cui 8’¢ detto diventano: nel caso (ar):
dieei combinazioni lineari, linearmente indipendenti delle x'?, delle derivate.
prima e delle @, con (i,§) = (13), (14), (15), (23), (24), (25); (33), (34), (35),-
(44), (45), (55); nel caso (b,), come nel caso (a;), ma cingue delle combinazioni
contengono solo le ultime sei delle derivate seconde seritte prima; nel caso:(cy)
infine il sistema contiene le sei equazioni '

233 n ;3 n @3B o LU o B oy 255 o (.,

Ragionamenti analoghi a quelli che si facevano per i sistemi del n. prece-
dente mostrano che, nei casi (a;) e (b;) le V3, 0, e o, costanti, appartengono
al pin allo ;. Ma nel caso (b,) ¢ facile vedere, formando le condizioni di inte-
grabilita e tenendo conto che il sistema in esame & chiuso, che quelle ¥, sod-
disfano a 5 equazioni di LAPLACE 1i. e quindi‘stanno in S, se non.sono oot

~di~S; sviluppabili-ordinarie: Continuando-poi a-ragionare-come-prima-si-per-"
viene finalmente alle seguenti 00nclusioni, che si verificano - analiticamente
senza difficoltd: Nel caso (2,) la Vy & costituita da oot V, situate negli S; di un
8,-cono proiettante una superficie generica (%); nel caso (by) la Vi & costituita come
prima do Vg oo! di piani smluppabzlv, o7dmmze, oppure ¢ costituita da oo? Ve
sttuate megli S, di un S,-cono proiettante una 'V, sviluppabile che soddisfi
6. cquazioni di Laplace Li. e sia luogo di oo* 8,, oppure negli S, di una Vs,
oco? di 8, con S mnqente fisso lungo ogni Sy; nel caso (¢;) Za V5 é una oo? dz S;

con 8, tangente fisso lungo ogni S,, generica.
Cid che s’e fatto per il caso 1) si pud ripetere, con lievi mod1ﬁemz1on1, 11el

modificando convenientemente i termini del 1°¢ ordine, si operi con A4, sulla 4,4, +
F poydidy + 0 dydy, con Ay su Ayd, + 0y A3 Ay 4 o4ds 4, Le Ay4,4,, A.4,4, pos-
sono venir espresse per mezzo delle A,4,4,, A,4,4, ottenute dalle prime fra le (66).

Dall'ultima si ricava poi d,4,4, che si sostituirh nella relazione ottenuta facendo la
differenza fra le due ricavate prima; si ottiene cosi una nuova equazione di LAPLACE
che deve essere combinazione lineare delle {66). Le quaduche associate alle (66) pas-
sano tutte per la retta 4,0 = 4,0 = 4;0 = 0 e cosi dovrd accadere della quadrica
associata alla ‘nuova equazione: si perviene, tenendo conto di cid, a dimostrare che-
la equazione del 10 ordine - . .

o

5 2 ‘ .
(5 () 90 :
. oy By —~ Oy pp) =— = 0
56 R
¢ combinazione lineare delle A0 = Ao = Ay = 0. E cosi via.

(® 1l sistema lineave delle coniche associate alle equazioni di Larrice 1i. cai-sod-
disfano le V,, ha per sistema apolare duale quello che le quadriche di cui si dice-in
principio del presente n. segnano sull 8, base del relativo fascio di 8. Ana,lonln fatti

per il caso (by).

6 - Riviste di Matematica.



82 ’ L. MuraccHint: Le varieta 'V, © cut spazi tangenti

caso 2); ora si debbono distinguere i sottocasi: (a,) Le quadriche del sistema.
segnano sull’S, base del fascio di §; una conica, che potrd essere irriducibile,
spezzata in due rette distinte o retta doppia. (b,) Tutte le quadriche del
sistema contengono 1°S,. Si perviene ai seguenti dipi di V;: V; formate da
oot V, situate negli S, di un Sy-cono proicttante una superficie generica; Vi, oo*
di S, con S, tangente fisso lungo ogni S,, per altro gencrica.

9. — Ora considereremo i sistemi di d = 9, 10, 11 equazioni di LAPLACE 1.i.,
i cul sistemi di quadriche associate hanno per sxsterm apolari duali rispetti-
vamente:
(a) Il sistema co® delle quadriche di §, passanti per uno 8, ed uno §,,
fra loro sghembi. :
(b) Sistemi oo! contenuti nel sistema (a).
(¢) T sistema oo? di quadriche per due S, (non appaltenentl ad §,).
1. casi (a), (b) forniscono V, per cui la W ha dimensione 9, nel caso (c) la w
~-ha--dimensione-8 o , :
Nel caso (a) 11 qstem'l di equazioni-di LAPLACE a cui soddisfa la V; &

A 4,850, (t,m=1,2),

- (67) , o
A,,LAkm wo, (hy ko = 3, 4, 5),

e la varietd stessa &, come ha (hmosmato il TERRACINI la V‘° di 8y, diC. ‘SEGRE.
Nel caso (b) il sistema contiene le equazioni (67) ed inoltre una equazmne
del tipo:

(68) osdy A5 + 014 d Ay “* 0154, 450 - 00 dodgw 924-‘121‘145174"{‘ O dadsz n 0.
Dimostriamo che [cdme avviene l)er il caso del sistema (67) da solo] i sistemi

Ajo = A0 =0,
(69) '
. Ago = A0 = 450 =10,

sono completi. All’uopo si formino quelle conseguenze delle (67) ¢he occorrono.
a dimostrare la completezza dei sistemi (69); si esprima poi che le quadriche-
associate alle conseguenze ottenute sono combinazioni lineari delle quadriche
associate alle (67) e dell’unica quadrica associata alla (68). Si vedrd cosi che
in quelle combinazioni di quadriche quella associata alla (68) non puo figu-
rare e pelclo si potrd ragionare sulle predette conseguenze come se la (68) non
-l fosse Assumendo p01 come NUOVi pammetu

gy == 0'1(7) ’ 0y == 0u(T) , 03 == 03(1) |
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tre soluzioni indipendenti del primo dei sistemi (69) e
0s = 04(t) , 05 = 05(1),

due soluzioni indipendenti del ‘sVee.ondo sistema (69), le (67) e la (68) diventanc

DAV o £12) ¢ U8 n H22) (o 23D fv(as) »no,
70y - . B oy pABY o pi55) 0, . - :
0138 - g, 4 ]5{1;(15) 4 02322 - Gy,8% 4 g, 225 o (.

Si verifica subito, formando le derivate terze che i sistemi nelle due prime
righe di (70) sono rispettivamente tali che le derivate seconde sono combi-
nazioni lineari di ™, #®, 29, & soltanto e di e 2", ', & soltanto. La Vs &
dunque attualmente luogo di co®S, e di oo*§; (come la V¥ di C. SEGrE); se
si esaming il ragmnamento che conduce il TERRACINI a dimostrare che la V;
soddisfacente a tutte e sole le (67) & la V2 di S,,, si pud concludere che mvece

~lay nostm Vista-in- 855 -Consideriamo poi Lb V’ deﬁmm dalle” ’

Yy = 11776(717 Toy Tay Tqy 775) "i”' Ty

dove 4 "¢ un punto fisso ed « ¢ il punto variabile sulla nostra V;, mentre
To(T1, Tey Tay Tay T5) SOAdisfa alle equazioni del sistema (67) e soltanto a quelle.
Si vede subito che il punto y descrive una Vi di C. SEGRE; concludiamo percid
che la nostra V, ¢ una proiezione di quella varietd in §,,.

Ragionamenti analoghi a quelli svolti sopra permettono di dimostrare la-
seguente proposizione, che completa in un certo senso una proposizione del
TERRACINI. '

Una Vyy con kb =p + q (p, ¢ > 1), che soddisfa ad wn sistema di equaziont
di Laplace tale che il relativo sistema di quadriche associate ha per sistema apolme
duale il sistema delle quadriche di S,,_l che passano per uno S,-; ¢ per uno S,-
fra loro sghembi, oppure wn sistema contenuto in guello (di dimensione k——l
almeno) ¢ la Vyie @i Spprpra di C. Segre oppure una proiezione di quella vametw
N wno spazio di dimensione 2k almeno.

Nel pmmo caso si sa che le equ‘mom Li. del sistema sono in numero di

2p(p 4+ 1) + = q(q . 1) == d nel secondo quel numero & d -4+ o« con

0 < Pg— k
Dobblamo ora esaminare (c) del principio di questo n.. 11 sistema con’mene;
attualmente 11 equazioni Li. che si scrivono come segue :-

Adidwen0, o (1=1;3,3,4;5),
(71) A4 00, ‘ t,m=2,3), -
Ay n0, L (Gm =4, 5),
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Dimostriamo che i sistemi -

1—1;6 = Ao = A3o." — OF,‘:
(72) : B L
Ala = dyo = Asa =0,

sono completi. All’uopo osserviamo (~he le equanom (71} eonfengono il gruppo
di 6 equazioni ., .- s : C i
{(71%) : o o ddmen 0, ; ‘ (3,§=1,2,3),
¢ anche il-gruppo, pure di 6 -equazioni (*°),

(117 o Az 0, o Gi=145)

TFormiamo le conseguenze delle (717) allo stesso modo che per le equazioni della
seconda riga di (67), e cosi pure per le (71"). Considerando le quadriche asso
ciate a quelle conseguenze, che debbono essere combinazioni lineari delle qua-
driche associate alle (71), si vede subito allora che sono soddisfatte le condi-
zioni di completezza dei sistemi. Assumendo i nuovi parametri k

01 :7(‘7_1('5)-7 oy = 0s(7) 4
gioluzio;li del primo sistema ‘(72);
03 = 03(T) 5 . | ;GA‘ = 0y(7),
}soluzi_oni del Sgcondo sistema (72) e 0; =75, le (71) diventano:

I’ ) o B o 5B o 5D o 2B » 0
(73) l $(33) w m(34) v 2 0 ,

B o 2 on 2D s (),

i

Sl verifica facilmente che le equazioni. della prima riga- cosutmsoono un smtemaa
chiuso e pertanto la nostra V ¢ un S, -cono.. La forma delle altre 6 equa-
zioni (73) mostra p01 che la V _e un 8- -CoN0 P owttafntc UNG Ve dell’S, di
C. SEGRE.

.. Anche il precedente risultato pud venir convenientemente esteso.

- - . |

(*0) Avente in'comune lequazione 4;4,2¢» 0 col primo gruppo.
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.10, ~ Lultimo tipo di: V; che ¢i rimane da esaminare ¢ quello-delle V,
che soddisfano a 10 equazioni di LAPLACE Li. (e la cui W ha' dimensione 9),
quelle equazioni essendo tali che il sistema delle quadriche associate ammette
per sistema apolare duale un sistema oo! di quadriche contenente il sistema oo®
delle quadiiche per due S, (non di §;). Conviene distinguere i seguentl casi:

(a) La genenm qu‘tdmc:& del sm‘rema ;00! 1mon passa per il punto comune
ai due S,. \ !

b) Tutte le quadriche del sistema passano per il punto comune ai due S,,
ma una quadrica generica non passa per nessuno degli 8,.

(c) Tutte le quadriche del sistema passano per uno (solo) degli S..

Si formeranno, come nei casi gid visti, i sistemi di equagioni di LAPLACE
rela’uw ai vari casi e conviene distinguere, nel caso (a), sei sottocasi a seconda
che le due coniche sezioni della generica quadrica del sistema con i due S,
sono irriducibili, spezzate in 2 rette distinte, o rette dopple nel caso (b) si
distinguono nove sottocasi, analogamente a quanto ¢ fatto per (a), ma di-
smnOuendo ancora il caso in cui il punto comune ai due 8, ¢ semplice o doppio

per le coniche sezioni; infine nel caso (c) si hanno tre sottocasi. Non svolge-
remo dettagliatamente i c‘llcoh relativi a tutti i diciannove sottocasi e ci limi-
ter enmo a considerare:
L0 1) 11 -easo (a) nell’lpotem di due: oomcho nnduelblh,

? 9) il caso (b): nelld stessa, 1p0tes1

" Per tutti gli altri 0'131 §i procede in modo pu‘fettamente analogo a quello
che esporremo; daremo in ultimo i 1~1sulta‘r1 relativi. Per 1) le 10 equ&zmm Li:
a cm sod(hsfa a- V 8- scrwono : ~

’ L A,AT(/J()
(14)

4 Al.z + oeAl 0 T
'per:i¢~j:‘1,2,3, ed i:2,'3 e poi- i#j:l 4,5 ed i==4,5. Come per
il sistéma(71) si prova che i sistemi (72) sono completl (11) e facendo il cam-~
biamento di pare unetn si perwene al smtem‘m

i 03’"" g8 o3 0
72 0, a9 n0,
(#b). . = W | o
.’I}(”) + gﬁw(SS) w 0 s (’I/, ? o 3,4),

L gm0, (hy & =1, 2),

(11) Si veda anche TErRRrRACINI, loc. cit. in (%), Nota 111, pag.-12; | ,
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le gy, come pure le g, essendo non tutte nulle. Formando le derivate terze
in’ tutti i modi e confrontando si vede che (75) eéssendo chiuso deve ridursi
alla forma seguente: ‘ . '

:» . . » w(ﬁi) ??‘%137(5) , . i . (?’ _.:_3’ 4)’/1
@y oy o .
A : l 2 Q40 = am® 4 b o + ¢ 0%+ dw, (4, §=238, 4)
con altre cinque analoghe per i, j==1, 2.

I1 sistema cortiene dunque le quattro equazioni

(75") - - A ¥V = a2, : (t=1,2,3,4),

dalle quali discende (2) che sulla nostra Vs, le V,, o, = costante, sono tali
che orh S, tangenti alla V5 nei punti di una d1 quelle ¥, passano per il punto
K= o, Deuvando uspetto a o5 le 6 equazioni fra le (75) che contengono m‘“’
e sostltuendo alle’ derivate terze le loro espressioni ricavate dalle (75", elimi-

. nando pm fra.le relanom ottenute Wy @™ g g siobtiene una relazione

del tipo \ )
pY AL ﬂwws) N TC - 0,

che, insieme con le (75”), mostra che il punto X descrive una retta r al variare
dei parametri e che le linee o; della V, sono curve piane () i cui piani pa-
sano-per 7; la V.8 p01, come si vede sub1t0 prmetta,ta, secondo una V, dalla
retta 7. S
Consnienamo le °°2Va7 0y € O, costanm, e le co®V,, o; e o, costanti, trac-
ciate sulla V;; quelle varietd soddisfano a cinque equazioni di LAPLACE 1.i. (75%)
la cui forma assicura ch’esse stanno in 8, (non sono cioé oco! di 8, sviluppa-
bili ordinarie). 8i vede facilmente che i due sistemi ‘co? di 8, formano le v, di
cui 8’¢ detto prima, gli §, passando per r; due 8, di sistema diverso si segano
lungo un piano per », contenente una hnea o; di V;, mentre invece due S,
dello stesso sistema hanno a comune soltanto 7. Semplici ragionamenti per-
mettono infine di /toncludere che la ¥, & un S;-cono proiettante la VEdi 8,
di C. SEGRE. i conclude che: la V; ¢ attualmente luogo di due sistemi oo di
Vs situate negli S, di un 8,-cono proieitante la V¢ @i C. SEGRE.

Passiamo ora a considerare l’eventuahta 2) di prima. Si & condotti al
sistema

ddgno, (i =1,23,4,5),
| 4didw + opdi Aoz n 0
(*?) Si veda: Bomprani, pag. 110 del lavoro citato nella annotazio ne (32) di pag. 444

della Parte I del presente lavoro
(1) Escluse le rette. ‘7 i b
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per h=1, kF=3,4,5 e poi h =2, k=3 ed h =4, k=>5. Come per il
sistema (74), ei si riduce al sistema

[ @69 o 0,
(16 9P b g B 0, (1, =3,4 ed §,§=1,2),
) L 0w 0 0, (T==1,2,38),

le p;; essendo non tutte nulle, come pure le g;.

Il confronto delle derivate terze permette anche ora di constatare che la
prima equazione (76’) contiene solo #%®, x® ed x e si vede cosi che le linee o
sono ora rette. Con una opportuna scelta del parametro oy si pud ridurre
quella prima equazione ad £ = 0, confrontando poi ancora le derivate terze,
calcolate in tutti-i modi possibili dalle (76') si constata che le equazioni della
terza riga di (76’) si riducono alle:

. [ 31 4 0,08 = g 2% + L,
(17) T2 4 0, 21D — 0P + I,

O 4 09 = a4 L .

Considerando poi-il punto X= 2 si vede facilmente ch’esso descrive una
eurva al variare dei parametri e poi, approfittando opportunamente delle (77)
e (76") si vede che quella curva & una retta r. Se si considerano poi le V,,
oy e o, costanti, e le Vg, oy e o, costanti, segue dalle (76') che si tratta di V,
rigate appartenenti allo S;, le cui generatrici si appoggiano ad r. Infine si
conclude, ragionando analogamente a gquanto s’¢ fatto per il caso 1), che:
la Vy é ora formata da due sistemi oo® di V, rigate situate negli S di un S;-cono
proiettate la V5 di C. Segre. -

Descriviamo ora i tipi di:V; che si-ottengono. in coruspondenm ai vari sotto-
casi dei quali s’¢ detto in principio. Nel caso (a) e nei cinque sottocasi in cui
non entrambe le coniche sezioni sono rette doppie si ottengono sempre V;
del tipo di quella descritta prima in 1), le V, dei due sistemi possono pero
essere V, rigate o anche §y-coni o' S;-coni. Se le due coniche sezioni sono Iette
doppie si ottiene invece la V,: : :

(78) z =X + A(s),
dove X & un pﬁnto che descrive la 'V di S, di C. SEGﬁ,E. Si tratta di una ¥,

luogo di oo'V; e tale che le tangenti alle linee ¢, nei punti di una V7§ concor-
rono, mentre gli S, tangenti alle V§ nei punti di una linea o¢; passano per
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wn6°S,. La (78) ¢ anche luogo di due sistemi di V,, S;-coni con gli '8,-vertici
situati nei piavni di una V§. V

Nel caso (b) si ottengono varietd analoghe a quelle cons1dera1e in 2), con
le V' V eventualmente S,-coni o S -¢oni ed fmche, se le- due coniche sezioni
hanno entrambe punto doppm nel punto comune ai due S, varietd dei tipi
considerati nel n. 1 (14); infatti il sistema delle quadriche associate ha per
sistema apolare duale un sistema di coni col vertice in comune.

Nel caso (c) si ottengono V; formate da un sistema di co2§; ed un sistema
oo? di V, dello 8, (ancora situati nei due sistemi di 8, di un §;-cono proiet-
tante la Vidi O SECRF) oppure - varietd rigate svxlupp%blh e coni, dei hpx
eongiderati nel n.

; 11; — Raccogliamo nel seguente enunciato i risultati conseguiti per'le V;:

Se- una Vy rappresenia d equaziont di Laplace 1.1, con b << d <10, (¢ percid
sta in S, con r>10) e tuttavia ¢é tale che i suoi Sy tangenti ricoprono wna varietd
. d’l CZ’L'ﬁ'I'C‘TLS”ZOTer‘g, 88 é: bt e S 5

(a) Un cono proiettante da wn punto una V, che non rappresenta alcuna
equazione di Laplace, oppure -ne rapprescnia 0, con 1 < d < 5.

(b) Una sviluppabile con curva direttrice, gencrica, oppure soddisfacenic a 6
(con 1 < 8 < 2) equazions 'di Laplace 1.1. oltre quelle (in mumero di 8) che assicu-
rano Desistenza di una curva diretirice.

(¢) Una wzluppalnlc con superﬁcw dwethzcc 0 Una V5 luogo dz S tanqentz
ad una superficie. - :

(@) Una V; Tuog go di oo® superficic situate negli S, diun 8,-cono proicttante
wna Vs, generica;-oppure soddisfacente ad wna o due equazioni di Laplace 11.,
le supm ficie degli 8, potendo essere non sviluppabili o sviluppabili.

(e) Vi luogo di oo supeificie, non sviluppabili o sviluppabili, situate neglz
8, di wn 8,-cono proiettante una V, mgata sviluppabile che soddisfa a. 6 ()quazwm
di Laplace.

' () Vs luogo di oo* Vs sztuate negli S d1, un ;8’4 -Cono gmm 10, es*clocse le V3
.smluppabzlz ordinarie: : A
(&) Vs luogo dz 002 Vs, 001 dz piani smluppabzlz ordinarie, situate negli Si
dz “wn - Sy-cono generico.

() Vi luoge di- ‘oot 173, ‘situate negli .Sy di un Sy-cono proietiante una Ve
luogo di oot piani e soddisfacenie a 6 equazioni di Laplace, oppure negli S, di
una V, oo* di S, con S, tangente fisso lungo S,

(1) V; luogo di oo® 8, con S¢ t‘angenie fisso lungo ogni 8,.

(1) Vs luogo di oo* S5 con 8, tangente fisso lungo ogni S .
S ) Vi di S dz G Segw e Sua p?'owzwne i Sm

Pl v adteta hanno perdin partei caratteri delle varietd ottenute nel presente 1:
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m) V; formate da due sistemi oo di Vy situate negli 8y di un S;-cono
protettante la V§ di C. Segre, le V; potendo essere rigate o anche Sy-coni o 8,-coni.

(0) V, formate da oo* 83 ¢ da oo V; situati negli 8y di un S;-cono proiet-
tante la Vi di C. Segre.

(p) Vs luogo di oo' Vi di C. Segre, tali che le tangenti alle linee di un certo
sistema, net puntt di wna Vi, concorrono in un punto.







