Virtorio . BONONCINT (%)

Sugli integrali regolari del Calcolo delle Variazioni
per superficie in forma parametrica. (**)

1. — Recentemente L. CrsArI ha introdotto (1) il concetto di integrale Jg
(nel senso di WEIERSTRASS) per una superficie S, assegnata in forma para-
metrica, continua e di area finita I(8) secondo LEBESGUE. Egli ha dimo-
strato (?) che tale integrale é indipendente dalla rappresentazione parametrica
_della. superficie 8 ¢ che esso gode di notevoli proprietd. Ad esempio (%), se S
es,, (n=1,2,3,..), sono superficie continue e di area finita secondo LE-
BESGUE, se lim 8, = § ¢ lim I(8,) = L(8), alloralim 7s = J. Tnoltre (),
se la rappresentazione z = z(u, v), ¥ = y(u, v), 2 == 2(u, v), (4, v) € Q(0,0;1,1)
che 8i congidera della superficie S ¢ tale che I'area di § sia data dall’integrale

classico

L(8) = || VE; + H;

Q

-4 HE dudw,

allora anche 7, ¢ dato dall’integrale di LEBESGUE

Ty = || Bl@, y, 2 Hyy Hey Hy)dudo,

Q

essendo H, = Hiu,v), (i=:1,2,3), i tre jacobiani generalizzati relativi delle
tre coppie (¥, 2), (2, ), (2, %) e ove per la funzione F(w, y, 2, %y, Us, Ug) che defi-
nisce 7y si fanno.le due ipotesi seguenti: :
12) La funzione F(z, y, &, %1, Us, Ug), dei sei argomenti @, ¥, 2, Uy, %s;s Uy
sia continua, ad un valore, per tutti i punti (#, ¥, 2) di un dato insieme chiusc 4

(*y Indirizzo: Istituto Matematico S. PINCHERLE, University, Bologna (Italia).

(**) Ricevuto il 13-I1-1952.

(Y) L. Cesari, La nozione di integrale sopra une swperficie in forma parametrics,
Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 18, 77-117 (1944); efr. in particolare la pag. 79.

(?) Loec. cit. in ('), pag. 93.

(®) Loe. cit. in (), pag. 101.

(Y Loe. cit. in (*), pag. 107.
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dello spazio (reale) e per cgni terna di numeri reali (u,. u,, ;) non tutti nulli
(vettorl non nulli).

22) La funzione F(e, y, 2, ui, 1, ;) sia positivamente omogenea di grado
uno rispetto alle variabili w;, u., us, vale a dirve soddisfi alla uguaglianze

F( 1/ 2, I‘u17 l.u.,, k) = I.F(a; Yy &5 Uy s Ugy Uy)

per ogni k > 0.

Conveuendo di porre F(z,¥,2, 0,0,0) =0 in ogni punto (x,y,2) ai A
allora F(a,y, 2, 1, %, %) risulta continua [in conseguenza della 23)ipotesi]
anche in ogni punto («, ¥, 2, 0, 0, 0), essendo il punto (x, 7, 2) scelto comunque
in A. :

Nell’ulteriore ipotesi che

32) 1a funzione F(w, y, 2, u;, %, %;) sia continua insieme alle sue derivate

oF
parziali pr]me ;= = ! (% =1, 2, 3) per ogni punto (J, 1/, z) ch A e per ogni

23
fema (ul, Us s 'us) d1 numen 1'eah non tuth nulh,
¢ possibile introdurre (3) la funzione € (di WEIBRSTRASS) che risulta defi-

nita- dall’ugnaglianza

E(0y Uy By Uyy Uy Ugy Wy y Uy, Ug) = T2 Y, 2, Uy Uy, Uy) — 7 W E (2, Yy & Uy y Uy Ug)y

per ogai punte (x, 7, 2} di A, per vgni terna di numeri reali (u,, 4., ;) non tubti
nulli e per ogni altra terna di numeri reali (%,, #@,, w,) pure non tutti nulli.

La funzione € é continua, inoltre, per essere la F e le I, funzioni positi-
ramente omogenee di grado uno e di grado zero rispetto alle u,, (i =1, 2, 3),
essa & positivamente omogenea di erado uno rispetto alle #%,, (i ==1,2,3), -
e di grado zero rispetto alle u,, (i =1, 2, 3).

Ricordiamo le seguenti definizioni (5).

Sia 8, una superficie di area finita secondo LEBESGUE, tutta costituita di
punti di 4; sia {S} una classe di superficie aventi aree finite secondo LE-
BESGUE e tutte costitnite di punti di 4.

Diremo che l'integrale 7s & semicontinuo inferiormente su S, rispetto alla
classe {S} se, ad ogni &> 0 arbitrarvio, si puo fare corrispondere un altro
numero 6 > 0 tale che, per tutte le superficie S della classe {S} per le quali
118, Self <6, risulti Tg> Ts —e. '

(5) L. Cusari, Condizioni sufficienti per la semicontinuita degli inlegrali in forma
parametrica, Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 14, 47-79 (1945); cfr. in particolare
la pag. 51.

(*) Loe. eit. in (%), pp. 60 e 68.
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Direme che Vintegrale J ¢ definito positivo [semidefinito positivo] se per

ogni punto (2, y, 2) d] Ade per og ni terna (u,, %,, 4;) di numeri reali non tutti
nulli, risulta

P, y, Fy Upy sy Us) > 0 [F (2, 9, 2, 2y 5 2y %3) 2> 0] .

Diremo che D'integrale 7 ¢ regolare positivo [quasi regolare positivo] se per
ogni punto (z, ¥, 2) di 4, per ogni terna (wu;, u,, 4,) di numeri reali non tutti
nulli e per ogni altra terna (u,,W,, ;) di numeri reali non tutti nulli (non
proporzionali & ui, s, us), risulta

E (@, Yy 2, Uny Uny Uy Uy Uy Ug) > 0 L€ (2, 4, 2y w0y Uoy Uy Wy, Uy, Tlg) 22 0]

Analogamente si definiscono gli integrali definiti e semidefiniti negativi,

regolari e quasi 1'eoola1‘1 nega’mv
L. Oesarr ha dato condizioni necessarie () e condizioni sufficienti (5) per
la semicontinuitd degli integrali Js. Tra I'altrc, ha dimostrato, in particolare,
che ogni integrale 7 definito positivo ¢ quasi regolare ¢ semicontinuo infe-
riormente nella classe di tutte le superficie parametriche §, continue e di area
finita secondo LEBESGUE. Recentemente, poi, L. CESARI ha stabilito teoremi
esistenziali assai generali per gli integrali 7 nella stessa classe di superficie (9).
In questo lavoro studiamo Uintegrale T nella seguente ulieriore ipotesi:
4%) La funzione F(w,y, 2, u,, 4., ;) sia dotata di derivate parziali se-
or
61& au
per ogni vettore (uy, ., u,;) non nullo [le funzioni F;; sono positivamente cmo-
genee di grado — 1 rispetto alle u,, (i==1,2,3)].
Nel presente seritto, facendo uso di una funzione ¢ analoga alla funzione I,
per integrali su curve (1), si ddnmo teoremi di confronto e di comvergenza analoght
-« noti teoremi per gli integrali sw curve (11). In pm‘ticolc’we, 8t da wna condizione

conde F;; == y (4,4 == 1,2.3), continue per ogni punto (w,y,2) di 4 e

(") L. Cusari, Condizioni necessarie per la semicontinwita degli integrali sopra una
superficie .in forme parametrica, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 29, 199-224 (1949).

(8) Loe. ecit. in (5). ‘

(%) L. Cesar1, dn ewistence theorem of Caleulus of Variations for indegrals on pma-
-melric surfaces, Amer. J. Math. 74, 265-295 (1952).

(19 L. TonsLLi, Fondamenti di Caleolo delle Variazioni, Vol. 1, Zanichelli, Bologna
1921; ecfr. la pag. 209. '

(1) Loc. cit. in (%), pag. 332.

10 ~ Riviste di Alatematica.
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sufficiente affatio generale la quale assicwra che welle condizioni wviste sopre, s¢

lim &, = S ¢ lim Ts, = T,
[ 3] o

>
wlora ¢ anche

Hm L(N,) == L(S) e lim j’ - T

n—>m Nt

sendo J, wn qualunque altro integrale superficiale.

2. — Richiamo di note proprietd formali della funzione
B, §y 2, Ug, Uay Uy) Nelle ipotesi 17), 22), 32y, d4a)
a) Dalla uguaglianza

Fla, y, 2, Buy, kuy, k) = EF(x, 11, 2, 15, Uy Ug) (k> 0),

b

derivando rispetto a k& e ponendo poi & = 1, si ottiene la relazione (di BULERO)

(1) (@, Uy 2y Uy y gy Uy) = S‘ w2, Uy, Uy)
=1
valida per ogni punto (z,y,z) di 4 e per ogni vettore (u;, 1., %;) non nullo.
Dalle relazioni

(s Uy 2y Uy s o Ugy Wy y Uy Ug) = (@, 2, 2, Uy, Usy Us) — Z W, Yy 2y Uy s Uay Us),
“,

F(@, Yy 2, Uy Ugy Ug) =3 2 Uy B (8 Yy 2y Wy, Uay Ug)y

ie=1

sommando membro a membro si trae

B

E (0, Uy 2y Uy Uy Ugy Ty y Uy Wy) ==

w0

== B(&, ¥, & Uy, Uy, U) — P, y, 2, Uy, Uy, Uy) — ? (Tos— )P (2 Yy 2y 2y, Ugy Us) .

it
iw=1

Applicando 1a formula di TAYLOR, arrestata alle derivate seconde, si ha

Bz, y, 2, B, Usy Ug) = B2y Yy 2 Uy, Usy Ug) T

3
2 We— ), Yy 8y Uyy Uay Uy) -

= i

3 g N — N
S By (e —w)(®; — uy),

1 j=1

DO e
Me
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e quindi

13 3
D n s . a a7 37 — 7 T" al
(")") € (= 2V Ys B Uy Uy Ugy Wy Uy, Uy) = 5 z Z F i At U, )(U'i - '"‘J) s
i1 g=1
ove B = Iy, y, 2, U, T, W), essendo (%, ¥,, ¥,) un conveniente punto in-

terno al segmento (finito) s congiungente i punti (u,, s, %), (%, @, ;). La (2)
& valida purché il segmento s non contenga il punto (0, 0, 0) .

b) Dalla formula (), derivando ambo i membri vispetto ad w,, oppure
Uy, Oppure u,, risulta 4

Wiy E el b uFyy == 0,

(3) U gy - oy A gy = 0,

SN NN —

Uy Fyy = Uy 4wy By =0,

Terpertanto”
A= | ]-’121 Fa Foy | == 0,
Py Fh Py
per ogni punto (z,y,2) di A e per ogni vettore (u,, 4., #;) non nullo. Indicati
con A, i complementi algebrici degli elementi F;; del determinante 4 e sup-

posto che A sia di caratteristica due e che i complementi algebrici deovh ele-
menti di nna qualunque riga non siano ftutti nulli, si ha

Wy Dty Uy = Agy ) Agel Ay == Ay | sl Apy = Ay D At Ay,

ossia
Ay =ty , Ay = My, Ayg == mauy,
Agy = Moty ,  Aos = Matly, oy == Moty
Agy = mauy, Ay = mgu,, Ay = mauy,

avendo indicato con m,, Mg, M, opportune espressioni (numer')

Supponnmo per il momexnto che le tre espressioni m,, m,, M, siano non
nulle. Osservando che il determinante 4 & simmetrico [si tenga presente ’ipo-
tesi 42)], si ha A4, = 4,,, Ay = 44, Ay = Ay, e quindi-

My My My Ny Ny g

= s - § LT

Wy Uy Uy Uy Uy Uy
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ny My Mg .
Posto ¢ = — =" =, risulta
"y Uy Uy
Ay = qug . A =gugtts,  Aig = Uity
Ay = oty ,  Age = ui, Aoy == Pulaly

Agy = qugu, Agy == PUyts Agy == (pllg .

€ percio

4) g Ae o da B R
u o wg, WU Wl Uglty Uy UD

Notiamo che tali relazioni definiscono la funzicue @ anche per ogni terna
di numeri reali (u,, %,, #;) in parte nulli, perd non tutti nulli, qualora si con-.
A e

venga di definire ¢ mediante quelle sole fra le espressioni ——, \ 3 aees
ud T ugUy Wy UF

che conservano sensc. Vedremo nel n. 3 una pin precisa discussione circa le
ipotesi fatte per giungere alla (4). In virth delle (4) e dell’ipotesi 43) fatta sulla
funzione F, si pud asserirve che la ¢ & una funzione di o, y, #, u,, u,, u; continua
per ogni punto (z,y,2) di 4 e per ogni vettore non nulle (u,, U, %;); sempre
dalle (4) segue che la ¢ & funzione positivamente omogeunea di grado —4
rispetto alle wu,, (1=-1, 2, 3).

La funzione ¢ & analoga alla nota funzione F; per integrali su curve. B
notevole rilevare che la funzicue ¢, contrariamente alla funzicne F; per curve,
non cambia segrio se si cambia di seguo alla F. Ad esempio, per entrambe le

funzioni

F o= () A+ ul -+ ad)ve, Fo== —{(u) -+ ul + ul)?

risalta g = - (1] - uj -+ uy)"

3. — Dimostrianio che se J, & regolare (positivo o negativo) allora, per ogni
puuto (z,¥,2) di A, Uinsieme I dei punti (u;, uy, 4y) dello spazio (w1, Uay )
ove Fy; =0 non ha punti interni. Analoga affermazione vale per Fu, Fy.
Anzitutto dalla continuity della funzione Fy, si trae che Iinsieme I & chiuso
[ové 8i traseuri il punto (0, 0, 0)]. Dimostriamo che I nen ha punti interni.
Ragioniamo per assurdo supponendo che I abbia punti interni.

In questa ipotesi esiste almeno una sfera ¢ nello spazio (g, 2., uy), o< I
possiamo supporre che ¢ non contenga il punto (0, 0,0). Se (ug, Usy Us)y

;,_,[/11,3,,; 1133 v
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0, #g = %y 520, sono due punti qualsiansi
iy, Uy) del n. 2, a), appartienc 2 ¢ e si ha

(iyy Uy W)y Wy 7 Uyy Up ==
di ¢, allora anche il punto

= Uy
(3,

Fyy(@y g, 2 Uy Uy W) = 0,

5 (T — up)2Fyy (2, 9, 2, %”%2, U) =0,

b}

E (2,4, 2y Uyy Usy Uy, Wyy Wy Ug) =

contro il supposto che 7, sia regolare. Pertante 1’insieme I & prive di punti
interni.

Come corollario abbiamo che, se 7 é regolare allora per ogni punto (z, ¥, 2)
di 4 anche Pinsieme dei punti (u,, #., 4;) ove il determinante A ha gli ele-
menti di una riga (colonna) tutti nulli, ¢ chiuso e senza punti interni. Tale
insieme non é vuoto come mostra l’esempio F = (u —}—u +u )1/" Infatti
“nel punto u, =1, #, = g = 0 risulta F,, — F,, = Py = 0. ‘

Si noti che, per ogni punto (x,y,2) di 4, anche I’insieme degli eventuali
punti (u;, 4., u;) ove 4 ha caratteristica zero ¢ chiuso e senza punti interni.

Enunciamo esplicitamente la seguente ulteriore ipotesi:

52) Per og1i punto (@, y,2) di 4, Pinsieme J dei punti (u,, u., u;) per
cui 4 ha earatteristica uno non ha punti interni.

Dimeostriamo che, nell’ulteriore ipotesi 52) e supposto J regolare, per ogni
punto (v,y,2) di A4, Uinsieme H dei punti (u,, 4, %,;) nei quali 4,, = 4, =
= Ay =0 & chiuso e non ha punti interni. Analoga affermazione vale per
ogni altra riga o colonuna cel determinante aggiunto di 4.

Dalla continuita delle funzioni F,, e 4., (¢, = 1,2, 3), segue che l'in-
sieme H ¢& chiuso [ove si trascuri il punto (0, 0, 0)]. Dimostriamo che H &
privo di punti interni. Ragioniame per assurdo supponendo che H sia dotato
di punti interni. Esiste allora una sfera ¢ nello Spazic (U, %s, U;) con o c H;
possiamo supporre che o non contenga il punto (0, 0, 0) e inoltre si pud sup-
porre che in tutti i punti di ¢ si abbia F,, %0, Fa 520, Fy 5= 0. Infatti
deve esservi almeno un punte di o ove F,; 5= 0 e quindi, per la continuiti
di Fyy, vi & una sfera o’ c o per tutti i punti della quale & F, 5= 0. Ripetendo
il ragionamento per o' e F,, si ottiene una sfera ¢” ove Fy; 520, Fyy 0, e
ripetendo il ragionamento per o’ e Fy, si ottiene una sfera, che diciamo di
BUovo ¢, per i punti della quale si ha F,, 5= 0, Fy 5= 0, Fyy 5= 0. Possiamo
inoltre supporre che A abbia caratteristica due in tutta o. Infatti deve esi-
stere, per ’ipotesi 52),-almeno un punto in ¢ ove la caratteristica & due, ossia
uno almeno dei numiri 4;; & diverso da zero, e poiché 4,; & una funzione con-
tinua di (u,, %, 4g), ripetendo il ragionamento fatto sopra si prova che A ha
caratteristica due in tutta la sfera o.
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Avendo supposto Ay = A, = Ay == 0 in ¢ sard anche 4,; = A, = 0. Da
Ay = 0 segue Fj, == F, F,, e per essere, in o, Iy 20, Fo 50 sard pure
Fip=1F =0 in tutto o. Da d; =0 segue I Fo = Py F.,, onde, es-

. r F, ) F,,
sendo, in ¢, I, 520, Fy 520, sard -0 =2 = ¢. Posto Fy =a, -2 = b,
' Iy By Iy '
‘F33 Iy . . . .
— == d, il determinante A divieune
Fll
a ab ac ;
!
Ady=|{ab ab® abe i, (a=z£0,bz0,ds£0).
' ae abe ad
Come sappiamo gia e come d’altra parte si pud verificare, si ha A, = Ay =

=A== dyy=Agy=0.Sihainoltre A;;= a®b2(d— ¢?), Ayy= A;3== A, = ar(d—— e?).
Pertanto dev’essere d == ¢2 in ‘ru’ffo o dltrlmentl Al avrebbe earat
in qualche punto di . Le equazioni (3) si riduceno alle due seouenh

Wy by ey =0,  cu, - beuy, 4 duy = 0 ;

moltiplicande i due membri della prima equazione per ¢ e sottraendo 2 membro
a membro la nuova equazione ottenuta e la seconda delle precedenti equa-
zioni, si trae (d— ¢®)u, = 0, onde %, = 0 in tutto ¢, cid che & impossibile
essendo ¢ una sfera dello spazio (u,, ., 4;). T cosi dimostrato che Pinsieme H
unon ha punti interni. '

Come corollario abbiamo che, nelle stesse ipotesi [ipotesi 52), 7 regolarel,
per ogni punto (z,y,2) di A, Vinsieme M dei punti (u,, %y, 1;) Ove m, ==
= Au/u, = 0 ¢ chiusc [trascurando i punti (0, u,, 1,)] e non ha punti interni.
La chiusura segue dal fatto che m, ¢ funzione continua di (%15 usy u;) per
#; 5 0. La proprieta di non avere punti interni segue dalla stessa proprietd
per H. Analoghe proprietd hanno gli insiemi dei punti (u,, u., %) ove u, — 0,
oppure g = 0 [trascurande i punti (u,, 0, u,), oppure (1, 1, 0)].

Osserviamo che anche Vinsieme U dei punti (i, 1., ug) 5% (0,0,0), con
Uy =0, %y 50, u; 550, oppure %, = u, = 0, u, = 0, ecc. [piani ed assi coor-
dinati dello spazio (u,, u., u;)], & evidentemente chiuse e ton ha punti interni.
Se poi diciamo K Pinsieme somma degli insiemi I, J, H, M, U introdotti
sopra, anche Vinsieme K risulta chiuso [trascurando (0, 0,0)] ed & prive di
punti interni.

T cosi dimostrato che -nell’ipotesi 52) e supposto Js regolare (positive o
negativo), allora, per ogni punto (z, ¥, 2) di 4, lervelazioni (4) valgono per ogni
punto (u,. u,, 4;) non in K. Poiché le funzioni 4;; sono contirve in tutto
lo spazio ({(w,, ., u;) privato del punto (0, 0,0), allora per ogni punte

evistica uno
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{1y, Ug, %y) € K — U, le (4) seguitano a valere essendo ogni punto di tale in-
sieme limite di punti pon in K. Finalmente per ogni punto di U [diverso da
(0, 0, 0)] delle rélazioni (4) seguitano a valere quelle ¢he non contengono deno:-
minatori nulli.

Si conciude pertante che, nelle ipotesi 12), 218), 33), 43), 53) ¢ supposto T,
regolare (positivo o negativo) la funzione ¢ ¢ definita per ogni punto (w,y, z) di 4
e per ogni ternd (U, U, Ug) 5= 0, 0,0) e ¢ rvisulta una funzione conlinua di
@y Yy By Ups sy Uy PEr ogni puntc (@, y,2) di A e per ogni terna (g, U, Uy) F
# (0,0, 0).

Nei nn. 6 e 7 supporremo che, per ogni punto (z, », 2) di 4 e per ogni vet-
tore (w4, 4, %s) non nullo, risulti ¢ > 0. In tale ipotesi si deve avere 4,, >0
per ogni (g, Us, ), U, 7= 0, (¥ = 1,2,3), onde l'ipotesi 5?) risulta necessa-
riamente verificata, cioé Vipotesi 52) ¢ contenuta nella pit forte ipotesi ¢ > 0.
Per sempliciti, converremo pertanto di non ripetere Uipotesi 5%) ogni qual-
~volta-supporremo-¢ -0 k

4. - Osserviamo che se eseguiame formalmente sul vettore (9, u,. 1,) una
sostituzione ortcgonale e destrorsa

by b byl
3 i
(5) Wy == z I),-,.‘]?r . (’I‘ =1, 2. ‘%): [)__,1 I)22 : ) I;g,"1 ' == 1 .
roe=1 §
by by by |

allora la funzione F{wx, 3y, 2. u,, us, u;) si trasforma in una nueva funzione

3 1 3
G == G Yy 20 Ty ey ) = F2, v, 20 2 by D bo¥p0 3 boyr,
1

7ol e 7=

che soddisfa alle condizioni 12), 22, 32), 42) e inoltre

Py 3 n 3 ates 308 .
Gr == 5’“ = Z I),-,J"; . (")' =1, :., '_';): (7‘,~s:: 3 W z [),'rl)jsl’y,-,-. ('7'. §==1 . 2. 3).
CIA , e, v A A o

Indichiamo con 4° il determinante (analogo al determinante A). delle G,,. ossia

by G Gy
Goy G Gy i

. oo
Gy Ga  Ggy |

é¢’con B, il complemento algebrico di G
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Conveniamo che, dato ur indice gunalsiasi «

) =1, 2, 3, la scrittura (¢, ¢")

stia & denotare la coppia dei valori 1, 2, 3 che manca a ‘completare la terna
¢ b

3 2

r' G &
1, 2, 3, e data una coppia (¢, a"), ¢’'s= o’, (¢’, "= 1, 2, 3), diremo « il valor
1 ? ¥ 1 b 2
X .

2

3

che manca in (a’, a”) per completare la terna 1, 2, 3
Si ha

M“
M
e‘
:\
oS
e}
“
Mw

‘ ' by Fss i
B, = (’— ],)""‘Sl

-,
il
-
.
[}
fut
t
-
Sy
fl
o

@
<«

z z bur’ bus F ur

3 3
z z bur’ bvs”Fuv
w=1 v=1 =1 p=1
SR Dby by
=(=D* 33 > S bide | Ry -
=1 =} u=1 v=1 10, pstt
3 3 3 3
= (=13 > 3> baduwidieby Ty By —
i=1 j=1 u=1 v=1
e o
(=1 S S S S biburbebs U E,
i=1 j=1 u=1 9=1

Seambiando nella seconda sommatoria I’indice » coun l'indice § si ha

3 3 3 3
_'1)7%‘. z 21 z z ar? ur" ;‘z bvs"FuFuz -
i=1 J=1 =1 p=1

3 3

3 3
"']-)r+s z z z Z bir'bur"bjs'bvs"FivIﬂuj ¥

f=1 v=1 u=1 j=1

-

dove nell‘l second& sommatoria si possono eseguire le somme anche nell’or-

dine Z E 2 z Pertanto

i=1 j=1 u=1 v=1

3 3 3 3 Ly r,,
B, = (—1)rts z z z z bir'bur"bis'bus" | P

i=1 =1l =1 p==1

nulli se i =u o j=w.

Denotiamo la coppia (i, #) con (i, "), i'==1i" e la
coppia (f,v) con (j', 7", § == j". Pertanto

Possiamo supporre i 5= u, j v, date che i termini dell’ultima somma sono

R ) l Fz“j' Fz'a”
Bi= (=13 S bubumbyebyme

i
N PR l If ,
i g ogrr ! Py T

1o

ove le sommatorie sono estese a tutte le coppie (i, 1"), i’ 5= 4",
e (3,19

(i',i"=1, 2, 3)
33" 3'5=3" (',1"=1,2,3). Seguendo le precedenti convenzioni diremo
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i [§] Pindice 1, 2,3 mancante alla coppia (¢, ") [(§,7")]. Inoltre dobbiamo

assceiare il termine relativo alla coppia (4/,1") a quello relativo alla coppia
(#", i) e analogamente per la coppia (4, 7). Abbiamo cosi:

3 3
Bro= (=103 S bibsms — bosipbiog) B3l jorgs — By o )— 1)7F94 5

2=1 j=1

ossia

3 3
ro== 3 3 (= 1) s — biombo) = 1y — Diusbyns) dis

im1 je1

¢ poiché la sostituzione (5) é ortogonale e destrorsa, risulta

3 3 )
6 . . : = }: Z,b,lr,bzs‘i,v'i: .
-1

)

Moltiplicando ambo I membri di questa relazione per b,b,, ¢ sommando ri-
spetto ad » e ad s, si oftiene

iMe

3 - 3 3 3 3
2 burbvsBrs == z z burbvx z z bzersA i
8= =1 j=1

1 1 =1 $=1
3 3 3 3
= Z Z 41,, ( Z burbir)( z buebzs) s A—uu 4
i=1 j=1 r=1 §=1
Pertanto
3 3
(7) . ’ A = E z boybooBis
. r=1 §=1

Le relazioni (6) e (7) assicurano che se la funzione F soddisfa all’ipotesi 52)
anche la funzione @ soddisfa alla stessa ipotesi e viceversa. Se ora diciamo
la funzione ¢ relativa alla funzione @, si ha

_Brs 1 3 1 3 3
p== o= 3 Y babdy = Z 2. burbsspuat; =
v VU4 im1 j=1 17 US i=1 j=1
3 3

z z blersq? z bzhvh z bzk Uy ==

7‘811]]_

1 ‘ 3 ) 3 3.
= oD, z z G0V ( Z b, bm)( z by, b.-ik) =3 .

rYs p=1 f=1 o d=1 =1
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Appare quindi che F,, I, ;s A sono controvarianti e che @ eé 1nvar iante (asso-

luto) per sostituzioni ortogonali destrorse. -
Notiamo ancora che, se eseguiamo sulls forma quadratica

3 3 ‘
V(F, @y, 1., &) = z Y waFy;, (t=1,2,3),
=1 jel

la sostituzione ortogonale destrorsa

3
= Zlbz'fr?/rs (7' =1y 27 3)7

si ottiene

3 3 3 3
'V(]j« (Lv Loy = Z z; By ( gbfriyr)( QZ} ’I?J‘s:l/s)"::

2 3

3 3 3 23
= > Uy (2 Eb D) = 3 gy Gee = V (G, 41y Yoy ¥a)

Y
r=1 §=1 i=1 r=1 ‘s—l

cio¢ anche la forma quadratica V(F, x,,,, ;) ¢ un invariante (assoluto) per
sostituzioni ortogonali destrorse.

5. — Dimostriamo il seguente

Lemma: Se a, b, ¢ sono tre numeri tali che 6 = ac—b2> 0, allova

(a 4+ ¢)* > 40 e inoltre per ogni (x,y) si ha

w (@ 2 < aw® - 2boy L ooy < py(a? - y?),

12)[e e+ Vi -—46]

essendo py < st phy, Uy =
Pomhe 6> 0, si ha ac > 0 onde «, ¢ sono dello stesso

Dimostrazione.
segno e inoltre

(@ + ¢)*= dac 4 (@ — ¢)? 2« dac > 4(ac —b?) == 49,

e risulta (a + ¢)?=40 se e solo se ¢« =¢, b = 0.

Posto w*=a+ y*, © >0, 2 =ucosw, y = wusenw, riesce ax®-- 2bxy +
+ ey®= w*[b sen 2w + (a/2)(1 + cos 2w) + (¢/2)(1 — cos 2w)] = ug(w), ove g(w)
e funzione di o (derivabile, periodica di periodo 27 e ¢'(w) == (¢ — a) sen 2 +
+2bcos 20. Se a =¢ b=0, allova ¢'(w) =0, g(w)=a = ¢ = costante.

¢
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In caso contrario risulta (¢ - ¢)2 —40>0 e i massimi e i minimi di g{w) si
hanno in corrispondenza di quei valori di o per cui

S o 2b 2Db
sen 2g == e = e
+ V(e —e2Et 4t LV (a e — 45

a— ¢ a&— ¢

cos 20 = e = rmmm—
+V(@—er+ 4 = V(e + e)? 45

e quindi i massimi e 1 minimi di g(w) sono

2b2 Ia{] ( | ’ [l @ — -
Vietor—4s 2 +V@ror—4asl 20 (@t 48]

H

atc 2H2 . (ar-c)-

B RN NI T e oy SISO e

)2

Segue

2 (1/2) [a L —\/(7;:;3 —46] ax® - 2bxy - oy =

= ug(ew) < u?- [a S \/(a o)- — 46}7

e infine
(@ - y?) <aw® -+ 200y + cy? < (v 4 Yyt .
11 Lemma & dimostrato.
6. - Sussiste il seguente altro

Lemma: Se (x,4,2) ¢ un punto di A, tale che per ogni vettore (uy, s, ;)
non nullo risulti ¢ > 0, posto

W, Yy s Upy Uny Uy, Uy y Uy, Ty) =
Yy~ bi 272 ? b 2

It [’\4 [

3
Z Aty Yy 25 Wy Uy, 1s)T0;
Fe=

esistono due numert py, pa, con 0<uy < oy, oppure py < p1. << 0, tali che, per
ogni coppia di vellori (g, Uy, Uy), (Wy, U, Us) Now nulli ¢ normali (tali cioé che
ut g ol =1, a5 a4 ul=1), sia

o sen 6 < W <y, sen? 6,

ove O é Dangolo dato dalla relazione o8 0 = u, i, -+ UsHo - Uy .-
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Dimostrazione. Fissato un vettore normale (u,, u,, #,) sia 7 la sosti-
tuzioue ortogonale che trasforma il vettore (u,, u,, u;) nel vettore 0,0,1). La
stessa sostituzione 7z trasforma il vettore normale (%,, %,, u;) in un vettore
normale (7, vy, ¥;) e, poicheé "angolo O tra vettori ¢ invariante, si ha

CO8 0 = w1ty - oy + Uglly == 0Ty - 0+ 7, + 1+ = B, .

La sostituzione 7 trasforma la funzione F in una funzione @, della quale
diciamo y = ¢ la corrispondente funzione definita nel n. 4. Poiché la F si
trasforma nella G e quindi le F;; nelle Gy, (4, =1,2,3), le (3), nel caso
attuale, divengono

(}313:0; G%:O, (;3.";:07

e pertanto anche Gy = Gy = 0. Segue-che-soltanto Gy, Gy o= Gyyy - Gys - POS-—-
sono essere diversi da zero. Dalle (4) a sua volta si trae

y):(p:::ias:GuGﬂe ”(1: >0

e, per la forma quadratica W, si ha

3 3 :
W= z z = Guz’f + 2600,V +- Gzz’l?g .

=1 j=1

Poiché 6 = GGy — G >0 risulta: a) G, >0, Gu>0, oppure
b) G, < 0, Gy << 0. Posto

tay o= (1/2) [Grr + oo = V(G + Ga)t — 45],

(0 <<y < p oppure u <, << ),
risulta, in virtu del Lemma dimostrato nel n. 3,

Ul(U -+ 2) Guv + 2G50, 0y + Gy

=1
who

A\

=
[

e infine, per essere 5 =1 —% =1 —cos? ) = sen? 0,
Hysen® 0 < W< u, sen? g,

ove 0 <u; < nel easo a), u, < u, << 0 nel caso b).
11 Lemma & dimostrato.



del Caleolo delle Variazioni per superficie in forma parametrica 145

Un corollario del precedente Lemma & il seguente:
Sotto le stesse ipotesi, la forma W é semidefinita positiva o semidefinita ne-
gativa.

7. — Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

Teorema: Selinsieme A ¢ chiuso e limitato e la funzione F(@, Y, 2, thy, Uy, Us)
soddisfa alle ipotesi 12), 2a), 33), 42), se¢ T ¢ definito positivo e regolare positivo,
se @@y Yy 2y Uy Uy U) >0 per ogni punto (z,y, 2) di A e per ogni wvettore
(14, Uz, Us) RON nullo, allora esistono due costanti positive o ¢ p tali che:

) a) o< F(@, y, 2, Uy, Us, Us) << per ogni punto (@, y,2) di 4 ¢ per ogni
vettore normale (g, Uy, Ug);

b) asen (0/2) < € (@, Y, 2, ty, Uy Wg, Uy, oy Ug) << f5en? (0/2) per ogni punto
(,y,2) & A e per ogni coppia di vettori normali (y, Ua, Us), (U, Wy W) distints,
essendo 0 Uangolo dato da c08 0 = uguy + w0, + UsTy. ‘

T[Llipotesi che T sia definitc positivo si puod sopprimere purché si modi-
fichi in corrispondenza la conclusione a), senza modificare la conelusione b),
Ad esempio, se F; & semidefinito positivo la a) va sostitnita con 0 <
L P, Y, 2y Ugy Usy %)<, 8¢ T, mon ¢ definito la a) va sostituita con
—B < F(w, Y, 2, Uy, Us,y Ug) < f.] ‘

Dimostrazione. La funzione F & continua nell’insieme I, chiuso e
limitato, di tutti i punti (o, ¥, 2, g, U,y 1) cOn (@, ¥, 2) € A, u? + ul + uf =1,
quindi la F' ¢ limitata e dotata di minimo e massimo assoluti in I. Inoltre,
poiché T & definito positivo, risulta # > 0 in I e pertanto esistono due costanti
positive « e B tali che 0 < a<< F << << + oco. Sia J l'insieme di tutti i punti
(B, Yy 2y Uy Uny Ugy Uy, Ty W) CON (B, 9, 2) E A, uj +up +ug =1, @ + g -+
g2 =1, €08 0 == ut; + UsTho + Uy, 72 < O <z La funzione € & countinua
e positiva in J (la continuity della € segue dalla sua definizione e la positivitd
dall’essere 7 regolare positivo): essa & pertanto limitata e dotata di minimo
e massimo assoluti in J, onde :

O<a<< ECP<C + 00

pér opportune costanti o e . Scegliendo convenientemente o e f abbiamo

e

anche

sasent (0/2) < € < f < 2f sent (0/2),

per ogni w2 <O W™ © ~ :
Sia J' ’insieme, definito come J, con 0 < 6 <x/2. La funzione € ¢ dotata
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di massimo assoluto in J' e quindi € < p<< -+ co. Dal n. 2, a), abbiamo

v _ _ ] 3 3 _
E @y Yy 2y Uy Uay Uy Wy y Wy, Ug) = 5> z F(i, — w)(@; —u;),
< g=1 g1
ove B = Fy(n,y, 2, Wy, U, U&,), essendo (%, %, ¥,) un conveniente punto che

& interno al 5emnenio (finito) s congiungente i punti (u,, uy, 1), (W, e, Us).
Questi due ultimi punti appartengono alla sfe & unita, quindi il punto

(%, % U,, ;) & interno a tale sfera, ed essendo 0 < 6 <=z/2, il segmento s non
passa per il punto (0, 0, 0). .
Posto 4, — Uy, (i=1,2,3), diciamo (u}, %}, %)) il punto definito

ponendo u) —= %, — A,;, (1=1,2,3). Segue

./fEi :Tl/i—u,: :‘—'Tl"(/‘- —— 7,6?, (7; :l, 2, 3)7
€ percio
o 138 3 _ N
(8) E (2, ¥y 2 Uy sy Uy, Wy, Uy, Ug) = 3 z z P, —ud)u; — ’lb?) .
“i=1 j=1

11 punto (u) == (uy, u3, #)) & sulla retta congiungente i punti (u;) = (u;, %, Us),
(#:) = (&, Wy, %), ed & esterno al segmento (finito) s: esso & pertanto esterno
alla sfera unita. ;

Indicati con 6 e 0 gli angoli compresi rispettivameute tra i vebtori
(15 Uay 20g)y (g, Uny W) © 1 vetbori (i, %, %), (u?, ul, ud) si ha

608 0 = w1 - Ul -+ U3y , cos 0' = (W,u] -+ Uy + Uyud)/(7mO) ,
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essendo

W= \/?ci WAt 1, md = '\/(ug)"~’+ (1) + (ug)> > 1
i moduli dei vettori (T, %, %), (u>, uy, ul).

Indichiamo con & la lunghezza del segmento congiungente il punto medio
del segmento individuato dai due punti (u,), (%;) con il punto (%) = (¥, %s, Us),
misurata nel senso che va dal punto (%;) al punto (w,). Poniamo o — ¢y == 0’
(per la definizione degli angoli o, «, vedere la figura) ed osserviamo che
0 < §'<< 7. Essendo ‘

cos (B/2)tg oy = & 4-28en (6/2), cos (0/2)tg oy = &,
[—sen (6/2) < & <sen (6/2)],
risnlta

tg oy — b2 o 2 sen (6/2) cos (8/2
te 0 = 2 (o — aty) = o i (6/2) cos (6/2)

ove — sen (0/2) << E<sen (6/2).
T1 massimo dell’ultima espressione, per & variabile nell’intervallo chiuso
(— sen (8/2), sen (0/2), si ha per & = —sen (6/2) e pertanto

oo Zsen(0/2)eos (6/2)
te 0'< cos? (6/2) — sen2 (8/2) tg 0,

onde 0'<< 0.

Si & gid notato che i vetbtori (&, %, Us), (4], 3, 2;) 0N sono normal perché
per i loro moduli si ha # <1, m®>1. Possiamo qui aggiungere, il che: ¢
evidente geometricamente, che % >>cos (0/2) e poiché 0<OH<=/2 si ha
1> @ >1/4/2. Si ha poi manifestamente

1< (m®)2 < cos? (0/2) -+ [max {& + 2sen (6/2)}]°

0ssia

1< (m®)2<C cos® (0/2) + 9sen? (6/2),
¢ infine

1< ('rn°)k,:2’< h
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Diciamo (%) == (%10, Uans Tyn) 1l vettore che si ottiene normalizzando il vet-
tore (i) = (W, U, #,;), ossia (W) = (1/M)(%,;); analogamente sia (ud) ==

n

= (u‘l’“,uz,l ’“3,.) il vettore che si ottiene normalizzando il vettore (u) =

Nel punto (T, Ty us) falgono Ie (1) e quindi

3

S#F, =0, (i=1,23),
i=1 .
¢ di qui moltiplicando i due membri successivamente per «l e %,, si trae
3 3 3 3
) S SuuF,=0, 3 SuuF,=0.

Dalla (8) sviluppando e tenendo conto delle (9) si ricava

E () Yy 2y Ugy Upy Uy, Ty Wy, Uy) ==

1] 3 3 —~ - - ’ -~ 1 3 3
=25 2 2 (W — A — wl - ) By = 3 2 2 upiE,.

i=1 j=1 =1 i=1

Ricordande che le funzioni F;; sono positivamente omooenee di grado —1
rispetto alle variabili «,, wu,, 4, si pud scrivere

Foslwy yy 2, Ty Wany Uy) == Fos(@, Y, 2, Uy [, Uaf W, Uy ) == 00 sy,

¢ pertanto

3 ,
E(x, Yy By Uy, Usy Ugy Uy y Uy Ty) == z 00 US, By (@ Yy 2y Tgpy Uany Wan) -
j=1

-

DO =
nMu

In virth del Lemma dimcstrato nel n. 6, esistono duecostanti s, fe; tali‘che

1(m%? 1 (mf)?
[ ser?® 6 < EC - s sen® 0,
2 m 2 m

e 81 ha 0 <y, < p, oppure pu, < 1, << 0. Essendo T, definite positivo, il secoude
caso dev’essere escluso. :

Nel n. 6 abbiamo dato di u,, u, due espressioni in funzione di ¢ e delle F,;
(2 meno di una sostituzione ortogonale); u, e p, sono pertanto funzioni di
@y, Y, 2 U, U, Uy, continue e positive nellinsieme Q di tutti i punti
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(@, ¥y &, 2y, Uy, Uz) CON (8, ¥, 2) € A, U] + u5 -+ u; = 1. Denotati con wm, M il
minimo e il massimo rispettivamente di u, e g, in 2, si ha

1 (mP)? 1 1 sen g 2( 872 \e .
S e msentf = - (m%?® —m| —) [ ——_| . 4sen?(H/2) .
€ 5 70 sen‘ 0 5 (m®) iﬁ.m< 5 ) <o (0/2)) 4 sen? (6/2) ,

7 2 sen (/2
02 sen02)

1, si pud scrivere
senf =’ 02 ! P

¢, poiche (m®)*>1, @ < 1,

€ > (8/x*) m sen? (0/2) .

Draltra parte

1 (mo)? 1 1 ‘sen 0\2f  6/2 \e ,
< il { ¥ A 20 = ~ (mO2— M| — —— ] 48 2 2
& 5= M sen® @ = 5 (m®) = I( 5 )(sen(6/2)>, 4 sen? (0/2)
1 senf 0/2

e, per essere (m°)* <3, W = 3, risulta

Va0 S e
€ < 30 /2 M sent (6/2) .
Concludendo &
(8/a%)ym sen? (0/2) < € < 302 M sen? (0/2) .

I1 Teorema & cosi dimostrato.

8. — Dimostriamo ora il seguente

Teorema: Selinsieme A ¢é limitato e chiuso ¢ la funzione F(x, y, &, Uy, Us, Us)
soddisfa alle ipotesi 1%), 2a), 33), 43), s¢ T, ¢ definito positivo e regolare positivo,
ed ¢ @@, Y, 2, Uy, Us, Uz) > 0 per ogni punto (x,y,2) di A e per ogni vettore
(s, Uz, Ug) nOR nUllo, s S, (n=1,2,3,...) ¢ una successione di superficie di
area finita secondo Lebesgue, convergente verso wna superficie S pure di area
finita secondo Lebesgue, se infine lim 7, = 7, allora risulta

8
N30 n

Hm 7(8,) = L(8).

Dimostrazione. Nctiamo anzitutto che L(S) & ’integrale che si ottiene

assumendo come funzione F la funzione G =/ ud -+ ul + ul. La funzione @

11 —~ Riviste @i Matemuatica.
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soddista manifestamente alle ipotesi 12), 23), 33), 48), e, se p & la relativa fun-
zione ¢, dopo semplici caleoli si trova

2 2 2y
yo== () - R )R> 0

In virtt del Teorema del n. 7 esistono certe costanti o, §, o, f§,
0 <o <P+ o0, 0o << <+ o0, tali che ‘
al F<f, 2 sen? (0/2) << €, << B sen? (#/2),

o< G B, o sen? (0/2) < &, << p' sen? (§]2).
. f

Indichiame con 7 una costante positiva tale che p'h < «, onde s¢ H==F — W/
& una nuova funzione analoga alle funzioni F e 4 e F ¢& il relativo integrale,
1a H soddisfa alle ipotesi 12), 23), 33), 43) ¢ inoltre si ha .

H>o—hf' >0, Ey = Ep — " Eg> (o — f) sen? (6/2),

onde 7. ¢ al pari di Tsed L(S), definito positivo e regolare positivo. Pertanto
F.. Js, L(S) sono tutti semicontinui inferiormente e si ha

(10) To<tm T, L(S) < lim L(S,),

n—r oo
ossia

Ty — L) < lim [T, —hLS,)],  Te=lim Ty -

n>L

Segue

Ts—hL(8) < Ts—h 1'1)'1}:{ L(8,),
¢, tenendo conto della seconda delle (10),
CTim TS, < L(8) < m IS,

infine

L(8S) = 1im L(S,) .

i S0

I1 Teorema ¢ dimostrato.
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In modo analogo si dimostra il

Teorema: Se Uinsieme A ¢ limitato ¢ chiuso ed F ¢ G sono due funzions
soddisfacentt alle ipotesi 13), 28), 38), 43), se gli integrali T, , J€ ad esse corri-
spondenti sono definiti positivi ¢ regolari positivi, se le funzions @, p relative alle
F e ( sono positive per ogni punto (x,y,2) di A e per ogni vetiore (21, Uy, g)
non wullo, se S, (n=1,2,3,...) ¢ una successione di superficic di area finita
secondo Lebesgue, convergente verso una superficie S pure di aréa finita sccondo
Lebesgue, se infine lim T, = Ty, allora risulia

S,
n—>: n

lim #

X
n—>oe n

= e, .







