BiaNcA MANFREDI (%)

Sopra un problema cilindrico non lineare
di propagazione del ealore. (**)

1. — Introduzione.

Notevole, anche dal punto di vista tecnico, & l'interesse che presenta lo
studio dello scambio- di calore fra un solido e un fluido.

In questo caso coesistono i processi di convezione e di 111agommento in-
sieme a quello di conduzione. Generalmente in tali problemi si assume l’ipo-
tesi che la velocitd di scambio di calore fra gas e solido sia proporzionale alla
differenza fra la temperatura superficiale del solido e quella del gas; sulla
superficie X del solido dovrd essere quindi soddisfatta la condizione

® | E[) =1 0=,

on /x

dove K ed U sono rispettivamente la conduttivitd termica e la temperatura
del solido, U la temperatura del gas, f un fattore di proporzionality, detto
comunemente coefficiente di conducibilita, la derivazione essendo intesa secondo
la normale esterna della superficie del corpo.

Per temperature ordinarie, quando il calore si propaga prmclpalmente per
conduzione e convezione, f pud ritenersi praticamente costante, mentre per
alte temperature, per le quali la propagazione del calore avviene quasi esclu-
sivamente per irraggiamento, f, come l’esperienza insegna, & in ogni istante
funzione anche della temperatura superficiale del solido. La differenza note-
vole fra i due casi consiste nel fatto che mentre la (1) nel primo caso & lineare,
nel secondo caso viene a mancare manifestamente tale linearith. La non linea-
rite della (1) complica notevolmente lo studio del problema dal punto di vista
analitico. Chiameremo nel seguito i due diversi problemi con gli appellativi

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, I_Tniversitz‘»,,Parma (Italia).
(**) Ricevuto il 3-V-1952.
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di lineare il primo e non lineare il secondo. Recentemente [6] (*) i Sigg. R.
MANN e . Worr hanno studiato il problema nmon lneare velativo al semi-
spazio in contatto, attraverso il piano origine, con un gas mantenuto a tem-
peratura costante, nellipotesi che il coefficiente di conducibilith, sia funzione
della sola temperatura superficiale del solido. Assumendo come incognita tale
temperatura, la cui conoscenza, in ogni istante, per il teorema di DUEAMEL
([1], pp. 19-20) determina la temperatura in ogni punto interno al solido, essi
riescono a ricondurre, con impiego della trasformata di LarrACE, il problema
analitico, connesso al problema fisico, alla risoluzione di un’wnica equazione
integrale non lineare del tipo di Volierra nella incognita temperatura superfi-
ciale del solido.

Il lavoro dei Sigg. R. MANN ¢ F. WorLr mi ha suggerito lo studio, fisse le
altre ipotesi, del easo non lineare unidimensionale offerto da un mezzo ocen-
pante, con simmetria assiale, tutto lo spazio esterno ad una superficie cilin-

_drica 7 = a, essendo la cavitd occupata da un gas-tenuto-a-temperatura-co=
stante. Anche in questo caso & possibile ridurre il problema della determina-
zione della temperatura superficiale del nostro mezzo alla risoluzione di un’unica
equazione integrale non lineare di Volterra, alla quale sono giunta con 'uso siste-
matico della trasformata di LAPLACE, rendendo con cid le dimostrazioni assai pit
semplici di quelle del lavoro citato. L’estensione al caso cilindrico del metodo
dei Sigg. R. MANN e F. WoLF mi ha permesso infine di’ conseguire la dimo-
strazione dellesistenza e dellunicitd della soluzione del problema.

2. — Impostazione del problema.

Indichiamo con 8 lo spazio indefinito esterno alla superficie cilindrica di
raggio r = a; entro la cavitd cilindrica circoli un gas mantenuto a tempe-
ratura costante. Non si perde in generalita, supponendo per semplicitd, questa
temperatura uguale ad uno. Con tale ipotesi il coefficiente di conducibility f
¢ funzione soltanto della temperatura superficiale di S. Supporremo 8 occu-
pato, con simmetria rispetto all’asse del cilindro 7 — «, da un mezzo omo-
geneo, isotropo, inizialmente a temperatura nulla; penseremo la temperatura

U= Ula, 1),

in un punto di §, dipendente dal posto solo per tramite della distanza + del
punto considerato dall’asse di simmetria.

(*) T pumeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia ‘posta al termine
del lavoro. . .
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Posto per brevita

olU U oU

~="U., = U,y 5 =Us

¢ noto che, quando si scelgano opportunamente le unita di tempo e di lun-
ghezza in modo da poter considerare unitaria la conduttivith K di S, il pro-
blema di trovare la distribuzione della temperatura in ogni punto di S e in
ogni istante ¢, porta a risolvere il sistema delle seguenti relazioni: k

@) U= U, + - U,, (> a, 1> 0),
(3) [U]tao =0, (r > a),

() UL == DO, (>0),

) < U< M<1, (r>a, t>0),

dove si suppone che

v, U, U., U,
siano funzioni continue delle loro variabili rispettivamente per
r>a, t>0; r>a, t>0, r>a, t>0; r>a, t>0.

11 sistema delle (2), (3), (4), (5) si indicherd brevemente nel seguito con [(2)...(3)].
La funzione '

G( Ula, a, t)) = [(1 — U)f(U)] = (1 — Ula, a, t))f( Ula, q: t)) b

rea
proporzionale al flusso, & la funzione caratteristica del nostro problema, essa
& a priori arbitraria, una volta soddisfatte alcune ipotesi che sorgono spon-
tanee pensando al suo significato fisico. Infatti dall’esperienza ¢ noto che il
calore si propaga con continuitd, che c’¢ flusso di calore solo se i mezzi sono
a diversa temperatura e che infine la velocitd di flusso & una funzione mono-
tona crescente della differenza di temperatura fra i due meszzi; & naturale
percid supporre

a) G(U(a, a, t)) funzione continua di Ul(e, a, 1),
b) G(U(a, a,t)) =0 per Ula,a,t) =1,

e) G(Ula, a,t)) funzione monotona decrescente di U(a, a, ?).
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- Legge di distribuzione della temperatura nel solido
in funzione della temperatura superficiale.

Applichiamo Ila trasforinata di LAPLACE al sistema [(2) .- (8)]. Posto

+ o

u = u(a, r, p) [0 »7 dt,
a

+w
g = g(a, a, p) = PG(Ul(a, a, 1)) = j e Ula, a, 1)) At

a0

con p reale > 0, tale sistema si trasforma nel sistema

1
2" U + — 2ty — pu = 0,
(4) — (), _,=¢,
M 1
(8" I<u<—<~,
‘ p P

avendo posto per breviti

ou 0%

—_— = Y
or T or?

= YUpp .

E noto che la soluzione generale del’equazione (2'), ha I’espressione
(6) w= AlL(s) 4+ BE(sr), (s = VD),

con A e B costanti rispetto ad + e funzioni del parametro p, essendo I, e K,,
le ben note funzioni di Bussern di eugomento immaginario, di ordine

fn, (n=0,1,2,..).
La (5) rlchlede A .identicamente nulla, ‘mentle la (4') assegna per B
l’esplessmne S

g
B =
t sK,(as)
Sostituendo nella (6), dopo aver posto

Ty (s7)
Ki(as)

_— pla, ""73): ’
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si ottiene, per la soluzione del sistema [(2') ... (37)],

1
) u:g';‘P(aa 7y 8) .

15 facile far vedere che la funzione ¢(a, 7, s) & una funzione singolare nel-
Porigine e nulla all’co.
Infatti ricordando ([2], pp. 349-350) gli sviluppi in serie di K, e K, si ha

1o i
Ky(s7) Lim : © 2 ’

e =M gl =8 7w\
I(as) |1g 5 T
dove
y = 0,5772157...
¢ la costante di EULERO e MASCHERONI; e quindi
”
g —
k 1i lim ! ] "o
s.l_for%.‘p(a'aras)zs_gw—“m 1+~——;S—————— =" 0.
lo “2_ + Y

Ricordando ([2], pag. 350) le espressioni asintotiche di K, e K, si ha poi
subito, essendo > a,
im 5_0(@ —

M, plas 7, 8) = M0 7 ag = SR =0,

Le osservazioni precedenti su ¢ ci assicurano ([8], pag. 226; [4], pag. 65) che
essa © antitrasformabile e che la sua antitrasformata soddisfa alla limitazione

L-p(a, 1, 8) < Ae*,

con & costante positiva, fissata comunque piccola.
Allora & possibile serivere ([1], pag. 243)

+w
1

e L] =

0

vl {E—l(p(a, L) 3)}t=u du ;
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quindi, ponendo per brevita
. ,
£t {‘9 P (a, 3)} = Fla, 1),

ed invertendo la (7) mediante il teorema di BOREL (8], pag. 224; [5], pag. 33)
si ottiene la soluzione del sistema [(2) ... (5)] sotto forma di prodotto integrale

(8) U= G(U(a, a, t)) = P(a, r, 1),

0, ¢id che ¢ lo stesso, nella forma

t=u

9) U= | e e ) [ e =D pg(a, v, 5)), du| dr

Questa equazione da la legge di distribuzione della temperatura nel solido
in funzione della sua temperatura superficiale.

4. — Relazione fondamentale per la temperatura superficiale.

Calcoliamo il limite a cui tende la funzione U, data dalla (8), quando 7 - a.
Poiche, per ipotesi, la funzione U & continua per » > a e@ (U(a, a, ) &
indipendente da r, passando al limite in ambo i membri di (8) si ottiene

(10) Ula, a,t) = G(Ul(a, a, t)) * 1im Fla, r, 1) .

D’altra parte risultando la funzione F(a, 7, f) continua rispetto ad », (£ > 0),
si ha

. ) i ! |
Hm Pla, r, t) = lim g1 {E wla, 7, S)J -

1

5 ®la, a, $)| .
Sostituendo nella (10), si ottiene

(11) Ula, a,t) = G(U(a, a,t)) * F(a, a, t)

con

+ o

1
P 12) Fla e t) =2 [Qw(a, 4, 8)

1 :
= Vo e 140 {p-lg(a, a, )}, du,
T
0
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¢ioé
t
G Ula, a,
(13) U((L, @, t) = [ 71(7"?[':“?:517;) l ((l, t*‘*'l') dT
o
con
+ o
(14) ( eI (=g« a, s )}, dae .
H

Possiamo subito mostrare che la funzione %(«, f) positiva e continua &, per
-ogni valore finito di ¢, minore di uno.
Infatti, essendo {£-'gp(a, a, s)}, > 0, si ha evidentemente

7((5, )< h(a, t-}—l)

-Ola, rispetto ad w, c“"“{"”” ¢ una funzione monotona decrescente, mentre
{£7¢(a, a, $)}=u essendo continua & integrabile; cosi per la prima formula
di BonneT ([3], pag. 293) si pud scrivere

ha, t4+1) = f{E*l a, ay 8)},_ Au ,
o

dove £ & una costante qualunque positiva.
Ora ¢
K (as)

1(as)

pla, a, s) = <1 ¢

¢ quindi si ha

{B_I(P(“: a, 3)}¢=u< o(u) ,

essendo per definizione d(u) = 0 per ogni % > », con » > 0 costante arbitraria,
e O(u) = 1f» per u <.
Ne segue

da cui

hla,t)<< 1.

La (13) risulta allora un’equazione integrale di- VourErRA di seconda specie,
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singolare, non lineare nella incognita temperatura superficiale ({91, pp. 89-91),
e rappresenta la relazione fondamentale cui deve soddisfare la temperatura
superficiale del corpo.

5. — Riduzione del problema ad an’equazione integrale non lineare.

Si pud provare il seguente

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione Y(1) possa
rappresentare la funzione temperatura superficiale per il nostro problema, ¢ che
y(t) soddisfi all’equazione integrale non lineare di seconda specie, di Volterra,

12

(15) y(t) = [ Gly()F(a, a, t—17)dr,

i}
dove

1 + o

Fla, a,t) = = { eI (R a, a, 8)},_ du,
o

e che sia
(16) : 0<yl)<<1.

La (15) puo scriversi anche

. y(t) = G(y(0) * F(a, a, 1) .
La detta condizione & necessaria, come discende immediatamente dai risul-
tati del paragrafo precedente. Infatti la funzione U, data dalla (9), come solu-
zione del sistema [(2) ... (5)] deve essere tale da soddisfare all’'uguaglianza

lrl_l;ral U= Ula, a,t),

cioé deve essere necessariamente soddisfatta la (13), la quale coincide con
la (15) quando in essa si legga y(f) al posto di Ula, a, t). Inoltre la (B) prova
la necessarietd della (16).

Per provare che la detta condizione & sufficiente, ammettiamo per ipotesi
che esista una funzione y(f) che soddisfi alle (15) e (16) e dimostriamo che la
funzione definita dalla (8), quando in essa si ponga Ula, a, t) = y(i), cioé

(17) , U= G(y(t)) * Fla, 1),
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con
+ o

Fla,r,t) = ge“/“”{[:’ p(a, 7y 8)},_, du,

\/’d

rappresenta la soluzione del sistema [(2) ... ()]

Osserviamo subito che la funzione U, data dalla (17), soddisfa alle ipotesi
per cui vale il teorema fondamentale della trasformata di LAPLACE ([5], pag- 26;
[4], pag. 152):

(18) 2U,=p2(U)—U,, con U,=1lmU.

Bssa soddisfa inoltre alle ipotesi per cui vale il seguente teorema ([2],
pag. 255):
19) HIQO (pu) = lti_gg U,

P>+
potendosi facilmente verificare, come subito mostreremo,-che- &
lim ¢ =0.
P>t 0

Infatti, essendo G(U(a, a,t)), per ipotesi, positiva, monotona decrescente
quindi limitata, indicando con L Pestremo superiore di &, si ha evidentemente

+

® +
Hm g = lim | ¢t Gdt < hm ertdt = L Hm L 0.
0

[e]

P>+ o p
o

Premesso cid, essendo p = s, dalla (7) discende
A (pu) =0
in modo che, per la (19), si ha

iy U=U=0,

come vuole la (3).
Dalla (18) si ha allora

U,= L7 (pu),
od anche, ricordando V'espressione (7) di u,

U, = gt (g. I, (os))

K, (as)
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. . (rs) .
Se si osserva che la funzione ¢ ——°~~ regolare e nulla alloo ([5], pag. 37),

Iy{as
¢ antitrasformabile, si ha

— IJ 1 1‘“,(2)_ 1.* ~1 I JXO("S 1
e <1r~1<as>)1 SR A Uy | £

= G o o1 fg oS
(20) Ui=6G %P2 {s T

Deriviamo due volte rispetto ad + ambo i membri della (17). Si ottiene

(21) U":G*Fr’ Urr:G*Iﬂrry
dove ([4], pag. 290)
Ho(sr) : Ky(s7)
— -1 0T — p-1
P E Ky(as)’ P" E < Ifl(as)>

avendo indicato con gli apici le derivazioni rispetto all’argomento (sr).
Si ha quindi

1 Ko(st) 1 K(s7)
S A —_ —1 AN - —— L
Urr i r Dr G * E ( ]£1(as) + > I(ﬂas)) ?

od anche ([7], pag. 112)

1
;U,-”—‘G*E"l(

T Ky (sr ))

IL,_((IS)

dove il secondo membro coincide con il secondo membro della (20).
Rimane cosi verificata anche la (2).
Per verificare la (4), dalla prima delle (21) si ha

lim U, = lim {@ % F,} ,

Tt

ossia, essendo G costante rispetto ad 7,

lm U, = -— @ % §(t) .

T

Avendosi, per la definizione di d(f),
"

lim 7, = _hm[ J G(t) dz} — lin(} Git— Oy, (0< 0<1),
v p—>

y—>0
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per la continuita della funzione ¢ si ottiene
im U, = — G() .
con che la (4) e verificata.
Mostriamo infine che é
O< U< M.
Essendo
Fla, a,t) % 0,

Ia (17) pud scriversi

ari)l

— Gl
U—G*IF( T((( a, if

od anche, rimanendo costante il segno delle funzioni F(«, ¢, 1) e G(U(a, a, 1)),

+ _F((l, 7, t— 3
U= T, ZT: - {G ® Fla, a, 1)}, 0< 1, << 7),

con che per la (15)

_ Fla,r t— -rl)
F(a, a, t — 11)

(22)

Yt -

Giova osservare che risulta

Fla,r, t —1y)
2 B e S
(23) O<F(a,a,t—1—1)<

Infatti essendo

Ky(rs) Kn(asz
I, (as) Kl(as)’

¢ anche

Iy (rs) - Ko(as)

~1 [PUUISTUSRN—
0<£ X, (as) Ky (as)’

e percid risulta pure, dalle espressioni di F(a,7,1) e di Fa, a,t),

0 < Fa, r, t) << Fla, a, i)

e quindi la (23).
Sostituendo 1a (23) nella (22), quando si tenga conto della (16), si ha subito,
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come volevamo,

O< U< M1,

Possiamo percid concludere che ogni soluzione dell’equazione integrale non
lineare (15), la quale sia minore di uno, determina attraverso la (17) una solu-
zione del nostro problema cilindrico con condizioni al contorno non lineari.

6. — Esistenza ed unicitd della soluzione del problema.

La dimostrazione dellesistenza ed unicitd della soluzione della (15) con
la (16) pud ottenersi con il metodo seguito dai Sigg. R. MANN e F. Worr,
estendendosi facilmente al nostro caso gli analoghi teoremi del citato lavoro.

Ci limitiamo, per brevitd, a riportare, per il caso cilindrico, la dimostra-
zione del seguente risultato fondamentale.

Sia
t o
(24) J@m):[zméggmhw—ﬂdr,
COon
, [G(y@) per yoy<1,
Gy (1) = |
[0 per y@)>1

ed h(t) data dalla (14), una trasformazione definita per ogni ¢t che varia in un
intervallo chiuso (0, 7'): tale trasformazione muta in se stesso uno spazio Y
di funzioni ¥(t) non negative, limitate, equicontinue, soddisfacenti cioé la di-
suguaglianza

4G,
I?/(tz)"‘“?/(tl)!< ;172 G—0)", (0< <t < T,

dove & Gy = G(y,) = G(0).

Indichiamo infatti con y(t) la funzione trasformata secondo la (24) della
generica funzione y(f) di Y; ricordando che G(y(t)) e quindi G*(y(t)) ¢ una
funzione monotona decrescente di y, si ha subito che se &

0 = %,(t) < y(¥)
¢ pure

JO0) =J) > Jy) =y,
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cioe¢ la funzione trasformata ¢ ancora non negativa e limitata superiormente
da J(0); inoltre, per ¢, >1,, si ha

iy b
Y(t) — Yt) | = ; f 7‘1/62‘(’:(1(’;))1/2 h(t, — ) dT — J ;ﬂ%% h(t, — 1) dz §
0 [
od anche
Ly Al \
ly(t) — y(t) | < Sz J (b — Ty 2R (t, — 1) dr — J’ (t,— 7)~2h(t,— 1) dT ? .
0 o

Avpplichiamo ora il teorema generalizzato della media ([3], pag. 287) ai due
integrali a secondo membro:

fa . L

() — y(t) < (:,n I h(t,——r‘,) [(tg——’r) ‘/’dr — h(tl—rl [ (t,— ‘/“d-c ;
o 0
con
0<<1,<<t, 0< <.
Posto

h—T1>t— 1,
risulta, come abbiamo osservato nel n. 4,

hty— 1) < h{t,—7,) < 1

si ottiene allora

1y i

g;(tZ) - —?}(tl) l< ;IGTIOE z j‘ (b — )12 d—;;_.} (t,— 1)~ dz %
I ) ) |
od anche
[y(t) — t1>!<m/2{H 2 T — (f— 7)) dr | +l tr— 1) 1/2dt!}7

ciod

[

@(tz)—i(tl)'<— {BF 6P — ) | + (et .

a1/2

27 — Rivista di Matematica
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Infine si.verifica facilmente che &
Etrl_;lz‘ """" tile_ (Z'z T f’.l)llg i< (tz“ tl)%/g H

per cul risulta proprio
- — 4G .
[yits) — y(0) | < =5 (1)1

cioé la funzione y appartiene ancora all’insieme Y.
Cosi in perfetta analogia coi Sigg. R. MANN e F. WoLr possiamo sen-

z'altro affermare:

19) Se la funzione caratteristica G(y) soddista alle ipotesi a), b), ¢) del
n. 2, ed ¢ del resto arbitraria, 'equazione (15) ammette sempre almeno una
soluzione minore di uno in ogni intervallo chiuso (0, 7), preso grande a piacere.

20) Se Ia funzione G(y) & inoltre lipschitziana d’ordine uno nell’inter-
vallo chiugo (0,1), tale soluzione & unica ed ¢ rappresentata dal limite cui
converge la successione delle funzioni approssimanti, definite da

Yna = J(?/n)

con Y, = 0. .
3°) Se la funzione G(y) & per di pit analitica in (0, 1), allora tale solu-
zione risulta analitica e monotona crescente.
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