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Biaxca MANFREDI (%)

Soluzioni numeriche

in problemi di flusso lineare di calore. (%%

§ 1. - Introduzione.

Notevole ¢ linteresse che, specialmente in questi 1timi anni, destano i
problemi relativi alla risoluzione numerica di equazioni alle derivate parziali
riguardanti i pitt classici problemi della Fisica Matematica.

Uno dei metodi pit efficaci e oggi pitt studiato & quelio che sostituisce ai
campi continui di definizione delle funzioni incognite dei vari problemi, campi
discreti reticolari e, quindi, alle equazioni alle derivate parziali, traducenti
il problems considerato, equazioni alle differenze parziali.

Ne segue quindi, di necessita, che tale metodo pud avere validita di appros-
simazione del problema differenziale se, e solo se, lo schema alle differenze ¢
comvergente e stabile secondo le usuali definizioni di convergenza ([3], pag. 47) (1
e di stabilita ([1], pag. 223; [10], pag. 333).

Tefficacia di tale metodo di approssimazione dei problemi differenziali
risulta evidente in molti lavori; dei quali ricordiamo i piu significativi: T Sigg.
CoURANT-FRIEDRISH-LEWY [3] trattano della convergenza delle soluzioni alle
differenze relative ai tipi fondamentali di equazioni alle derivate parziali lineari
a coefficienti costanti. La stabilitd di tali soluzioni viene successivamente con-
siderata e discussa dai Sigg. O'BrIEN-Hvman-Kaprax [1].

I Sige. RrcEarDsSON [16], Craxxk-Nicorsox [5], Lewy [13], Eppy [6],
NEUMANN-RIcHTMYER [14], Puccr [15] trattano della convergenza e della
stabilitd dei procedimenti approssimati per la risoluzione di sistemi di equazioni
lineari alle differenze, mentre di problemi non-lineari, iperbolici e parabolici,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universith, Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 30-VII-1955
() I numeri in parentesi quadra si nfeuscono alla Bibliografia al termine del lavoro.
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si occupano i Sigg. RorHE [17], Lassoxey [11], Jonx [8] e i Sigg. CouvranT-
Isascson-Rems [4].

Citiamo infinei lavori dei Sigg. FowLEr [7], LEUTERT [12]ed HiLDEBRAND [9],
tutti relativi alle soluzioni numeriche di alcuni earatteristici problemi wunidi-
mensionali lineari di propagazione del calore.

B noto ([2], pag. 18) come, sotto ipotesi per lo pit verificate, la soluzione .
del generale problema della determinazione della temperatura in un mezzo
continuo termicamente isotropo [in cui la temperatura iniziale sia funzione
assegnata del posto e la temperatura (o il flusso) superficiale sia funzione asse-
gnata del posto e del tempo] s1 ottiene come somma delle due temperature che
competerebbero allo stesso mezzo quando: a) la temperatura (o il flusso) super-
ficiale fosse nulla e la temperatura iniziale funzione del posto; b) 1a temperatura
iniziale fosse nulla e la temperatura (o il flusso) superficiale fosse funzione asse-
gnata del posto e del tempo. ‘ .

La possibilita della riduzione del problema generale ai due. problemi-di tipo-

a) e b) ¢, in sostanza, conseguenza della supposta linearitd delle equazioni che
reggono il problema. Tale riducibilitd resta evidentemente possibile anche
qua»ndoy sl sostibuisca al primitivo problema differenziale un problema alle
differenze.

Soluzioni alle differenze di problemi di tipo a) sono studiate nei lavori [12]
e [9]. Per problemi di tipo b) sono state trovate soluzioni alle differenze sia
nell’ipotesi di temperatura superficiale indipendente dal tempo ([7], pag. 365,
pag. 367), sia nel caso in cui la temperatura superficiale sia funzione polinomiale
del tempo ([7], pag. 366).

I1 presente lavoro, attraverso l’adattamento al metodo delle differenze di un
classico Teorema, il Zeorema di Duhamel ([2], pag. 19), vuole mostrare
come i metodi di calcolo sopra ricordati possono applicarsi a problemi di pro-
pagazione del calore assai pill generali di quelli fino ad oggl trattati. A tale
scopo: 1) dimostreremo (nn. 2 e 3) che per i sistemi alle differenze di problemi
relativi a flusso lineare di calore vale un Teorema analogo a quello di DUHAMEL;
2) applicheremo (n. 4) il Teorema stabilito alla soluzione del generale problema
relativo al semispazio (?), verificando infine i risultati trovati per un espressivo
caso particolare. ‘ )

Una seconda Nota {®) sard dedicata ai problemi pluridimensionali.

(*) 11 problema numerico per lo strato piano sard oggetto di una comunicazione
al 50 Congresso dell’Unione Matematica Italiana.. ‘
" (*) La Nota sard pubblicata in un prossimo fascicolo di questa Rivista (I Redazione).
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§ 2. - Notazioni e considerazioni preliminari.

2:1. — Sia assegnato un mezzo omogeneo e termicamente isotropo, di con-
duttivitd costante, che penseremo possa riempire o tutto lo spazio 4 o parte di
ess0.

In questo lavoro supporremo che le condizioni iniziali e al contorno siano
tali che le superficie isoterme risultino piani paralleli e quindi le linee di flusso
‘termico rette parallele. B classico che in tali condizioni, anche per mezzi iso-
tropi omogenei estesi in pit dimensioni, la temperatura incognita pu® farsi
dipendere dal posto tramite una sola coordinata locale, ad esempio la distanza
da un piano fisso parallelo ai piani ove la temperatura si mantiene costante.
Problemi di questo tipo hanno un’immagine in quello della determinazione,
sotto assegnate condizioni iniziali e agli estremi, della temperatura in una sharra
omogenea, di spessore trascurabile, di lunghezza finita, semiinfinita o infinita,
sui lati termicamente isolata. Diremo in tale caso che si ha fAusso lineure

di~calore:

La dipendenza dal posto tramite una sola coordinata pud aversi anche
in altre ipotesi, ad esempio imponendo alle grandezze caratteristiche del pro-
blema e ai dati iniziali e al contorno speciali condizioni di simmetria. In questo
altro caso diremo che si ha flusso radiale di calore per superficie sferiche con-
centriche o per superficie cilindriche coassiali. Ho intenzione di trattare questo
secondo tipo di problemi unidimensionali in un prossimo lavoro.

Per il problema di cui vogliamo occuparci hanno interesse solo i due. casi di
flusso lineare in mezzi limitati da piani paralleli o da mezzi occupanti un senii-
spazio. Indicheremo nel primo caso con 4’ lo strato spaziale di A limitato da
due piani, 7, e 7;, nel secondo caso con A" uno dei due semispazi in cui lo spazio
A viene diviso dal piano .

Supporremo, nel seguito, che, sia in A’ che in 4", la temperatura dei punti
del piano m, sia variabile col tempo e rappresentata dalla funzione continua
@(t), mentre in 4’ i punti del piano s, siano tenuti a temperatura nulla (*).

2-2. — Il problema differenziale. Qui e in seguito sard conveniente supporre
la conduttivitd unitaria, il che & sempre lecito, e preventivamente rendere
adimensionali tutte le equazioni del problema. Com’¢ evidente, senza perdere
in generalitd, potremo inoltre supporre unitaria la lunghezza della sharra finita,
immagine, come gid abbiamo detto, di A', e pure unitario 'intervallo di tempo
complessivo che viene considerato nel problema.

(1) Osserviamo che in A’ ¢i si pud sempre ricondurre al caso sopra considerato.
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Cid posto, fissiamo il sistema di assi cartesiani ortogonali @, t in guisa che:

19) 11 quadrato @ = {0 <@ <1, 0 <¢{<1} risulti il campo di defi-
nizione della funzione incognita u(z, t) che da la temperatura di un punto P
(di ascissa 2) di 4', all’istante t.

20) La striscia Y = {2 >0, 0 <¢{<1} risulti il campo di definizione
della funzione incognita w(w, t) che da la temperatura di un punto P (di ascissa )
di A" all’istante t. i

I1 problema di determinare u(z, t) in A’ o in 4”, si traduce allora anahmca-
mente nel seguente sistema alle derivate parziali:

[ du Q% . .
% e per (w,t)interno a @ [oppure (2, t) interno a >7],
(u) u =0 per 0 <2 <1 (oppure 2 >0), t =0,
) Uommloooperw ==1,.0.<1 <1 (s0lo.nel caso.di..4%),
{ per # =0, 0 <¢< 1 (in entrambi i casi di 4’ e di A”).

E il Teorema di DUNAMEL, com’¢ noto, ci dd w = wu(x, t) quando si conosca
la soluzione del sistema particolare, che chiameremo sistema associato al sistema
(u), ottenuto da (u) facendo semplicemente g(f) = 1.

Indicheremo con (v) tale sistema associato e con v = v(w, t) la sua soluzione.

2:3. — Reticoli di ¢ (oppure di >). Suddividiamo il lato di @ sull’asse
in un numero finito A di parti uguali e dai punti di divisione mandiamo le
parallele all’asse t; analogamente suddividiamo il lato di @ sull’asse ¢ in un
numero finito N di parti uguali e dai punti di divisione mandiamo le parallele
all’asse x. Bi ottiene cosi nel quadrato @ un reticolo di MN maglie 1’ettanﬂolau
u@uqh, i cui lati hanno rispettivamente le lunghezze

(1 h=1/M e ] =1/N (nﬁmeri razionali),
e i cui vertici sono i punti
(2) Az, t) = (mhynl) = (m/M, nJN) (m=0,1,2,..., H; n=01,2,..,7N),

a coordinate tutte razionali.
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Analogamente costruiamo nella striscia > un revicolo di infinite maglie
rettangolari uguali, aventi le lunghezze dei lati date ancora dalle (1) e i ver-
tiei nei punti '

(3) (@, t) = (mh, nl) = (m/M, n/N) (m=20,1,2,...; =»=01,2,..., N)

a coordinate tubte razionali.

Nella totalith di tutti i reticoli di @ (oppure di ) ci restringiamo a con-
siderare quelli per i quali il rapporto I/h® = M*/N risulta costante; porremo
precisamente

(4) l/hgz ;IQ/AT =%,

essendo y = M2N, con M, e N, interi prefissati. Indicheremo poi con @9

X 0 0 P 7

oppure con S Vinsieme dei vertici del reticolo corrispondente al y fissato
E 7 4

e al valore di J. -

_QOsserveremo.subito che, preso. in. Q un qualungue punto P_a coordinate razio-

3 q

nali esistono sempre infiniti M tali che i corrispondenti insiems Q‘,/‘"’ contengano P.
Invero sia P = (#'/r, 8'/s) un punto qualunque di @ a coordinate razionali.

Posto y = My/N, (con M, N, interi determinati), per (2) e (4) abbiamo:

1 !

r m s 2 nM?

b AN S A T

da cui

M e
m =1 — n =8Ny —
y ! 0 sﬂ[;"

e si vede che affinché m e # siano interi basta prendere. M muiltiplo contempo-
raneamente di 7, s e M.
Detto x il minimo comune multiplo di r,s e M ¥, per

(5) M = ku C (k=1,2,3..)

gli insiemi Q9 contengono tutti il punto P = (' fr, s'[s).
Si ha poi

Qf/:u) c Q(;_u) c Q;s,u) c... ,

¢ Dinsieme imite 1im Q3" non ¢ altro che Vinsieme Q% di tutti i punti di Q a coor-

dinate entrambe razionali.

10. — Rivista di Matematica.
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Analoga affermazione si ha per la striscia >

Nel sequito si considereranno soltanto i reticoli di Q (o di Z) corrispondenti
al valore prefissato y = M:N, e ai valori di M dati da (5).

2-4. — Notazioni. Per semplicita, porremo:
(6) (mh, nl) = [m, 0]

¢ conseguentemente, ad esempio, u(mh, nl) = u[m, n], @(nl) = p[n].
Porremo inoltre

(7) u[m, n]— u[m, n — 1] = wu,[m, n] = u,,

(8) wufm—1, n—1]—2ufm, n —17] +- ufm + 1, n—1] = u,, z[m, n] = Uy i -
~Allora

(9) Un= ) U =

¢ Pequazione alle differenze parziali corrispondente all’equazione alle derivate

parziali dei problemi unidimensionali di flusso lineare di calove. F i due sistemni

() e (v) plecedentl (n. 2:2) si trasformano ordinatamente nei due seguenm ‘
sistemi alle differenze:

Uy = U,z Der [m, n] interno a QP (oppure [m, n] interno a >0,
g u =0 per 0 <<m << M (oppure m >0), u =0,
(1] ] W =0 per m = M, 0 <n< N (solo nel caso di A"y,
( w =g@[n] per m =0, 0 <n< N (inentrambi i casi di 4’ edi 4");
U = YV, 5 Der [m, n] interno a ( 20 (oppure [m, n] interno a 250,
é v =0 per 0 <m < M (oppure m >0), n == 0,
[+] v =0 per m =: M, 0 <<n<< N (solo nel caso di AN,
v =1 pei‘ m=0, 0 <n< N (inentrambiicasi di 4'e di A4").

11 sistema [u] (oppure il sistema [v]) ha una ed una sola soluzione. Cid si vede
facilmente tenendo presente che, per (7), (8) e (9), il valore u[m, n] (oppure
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v[m,n]) ¢ determinato univocamente dai tre valori assunti nei vertici
[m—1, n—1], [m, n—1], [m + 1, n—1]; ciascuno di tali valori ¢ a sua volta
determinato univocamente in modo analogo e cosi via fino ai valori iniziali.

La soluzione di [u]s’indicherd con u™ = u"[m, n] = w(mh, nl) = u""(z, t).
Analogamente la soluzione di [v] s’indichera con "= v""[m, 2] = v*"[mh, nl] ==
. ?,(11)( @, t)

§ 3. — L’analogo del Teorema di Duhamel.

3:1. — Premettiamo la seguente

Definizione. La successione «™(w,t) (M = ku; k==1,2,...) si dird
uniformemente convergente in modo asintotico a w(x,t) in Q% (oppuwre in %),
quando preso un & >>0 & possibile deferminare un intero k, tale che sia

N u D, ) —u(m, t) | < e (M = k)

per ogni k >k, e per ogni (z,1) € @ [oppure per ogni (z,1) € 3 -"].
Cio premesso vale il seguente

Teorema. La soluzione u’® si esprime mediante v"° nel modo seguente:
n
10 w9 m, n)] = v v P [my m—v]—0[m, n—v—1
? b b 3
. y=0

ove si ponga vP[m, —1] = 0. Inoltre: 1°) le due successioni u®", v (M = Fku;
I =1,2,...) sono insieme uniformemente convergenti in modo asintotico in Q%
(oppure in 3 *); 29) le funziont w™, v sono insieme stabili (°).

Conviene sottolineare che la (10), come la classica formula del DUIAMEL,
permette di dedurre (passo-passo) dalla soluzione particolare v*lm, n] la solu-
zione generale u“’[m, n]: per tale ragione, nel seguito, la v™[m, n] si chiamerd
1a soluzione base del nostro problema.

Notiamo che, per (2) e (6), Ia (10) si pud anche scrivere

(107 w P (a Z @l vl 30, t—vl) — 0@, t— (v -+ 1)I) } .

=

(3) O meglio debolmente stabili (cfr. [1], pag. 223), intendendo, con tale affermazione,
che leffetto di ogni errore d’arrotondamento non cresce al crescere del tempo.
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Una formula analoga a (10), o a (107}, pud ottenersi facilmente anche nel
-caso in cui, anziché la temperatura, sia assegnato sul contorno il flusso di ca-
lore quale funzione del tempo.

3°2, — Dimeostrazione. a) Consideriamo i prodotti
(11) e[r] v [m, n—v] (r=10,1,2, ..., n).

Ciascuno di essi gode delle seguenti proprieti: 1°) verifica l’equazione alle
differenze (9) in quanto alla (9) soddisfa la funzione o5 20) glannulla per
0 <m < M (oppure m >0) e n =y, inoltre, soltanto nel caso di A, s’annulla
perm = Men>v; 30 ¢ugualeaqp[r]perm =0en >,

Analoghe affermazioni valgono per i prodotti

) SO q)[w],v(m[m’ ‘71,;1};1]_

Ne segue che la differenza di due prodotti del tipo (11) e (12), corrispondenti
ad uno stesso », gode delle proprieta 1°) e 20); & nulla, per m =0 e n >v ed ugnale
a g[v] per m = 0 e n =». La somma di tali differenze, data dal secondo membro
di (10), soddisfa percio al sistema [u] ed & pertanto la soluzione %<

b) Seriviamo la (10') nella forma

" VI3, £ pl) — 0w, ¢~ pl — ]
(13) w(y 1) = > p(rl) 7

r=0

€ poniamo

| 290z, {— 1) — oD@, ¢ — 9l — ) dv(w, t — vl)

“(Jl)(w7 t—pl) = pl) ) . 5

Se la successione v"(w, 1) (M =ku; k=1,2,...) ¢in @* (oppure i Y *) uni-
formemente convergente in modo asintotico a v(z, 1), (@, t—91) & unifor-
memente convergente in modo asintotico azero ([3], pag. 64), vale a dire preso
ad arbitrio un ¢ >0 esiste un %, >0 tale che sia

(14) |, t —l) | < &,

per ogni k£ >k, e per ogni (w,t—l) di @* (o di >H).
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Ne risulta

n n

<3|l Xi<e

| -
0 ! = y=0

per ogni k >k, e per ogni (w, t—2l) di Q% (0 ai %)
Ma per la (13) si ha:

ov(wm, t — vl)
’N:Ul)(a/’, — E O(HI)Z + Z(p 'VZ ___wt__ 1 ,

y=0 re=0

da cui segue, poiché nel secondo membro I'ultimo termine ¢ uniformemente
convergente a '

1

x ) au(q t—7)
(10) - o / ‘P(T) o dt = u(m, t) ,

0

quanto si doveva dimostrare, essendo la (15) la classica formula che esprime
il Teorema del Duhamel ([2], formula (3) di pag. 20).

¢) L'ultima affermazione del Teorema risulta subito tenendo presente
il eriterio di HILDERRAND () e che, per la (10), le funzioni «“” e " sono rela-

tive ad uno stesso valore della costante y.

§ 4. — 11 problema generale della sharra semiinfinita ().

4-1. - Espressioni della soluzione base v“’[m,n]. Tali espressioni, con
qualche lieve modifica per seguire le nostre notazioni, sono state date dalla
FowrLer ([7], pag. 365), e sono le seguenti:

+

2
(16) v[m, n] =1 — :Cf(l — 2y 4+ 2y cos &)

0

sen mé&

dé,

mh
(3

m+r Pn-i-r(n)'
P -0

(8) Tale criterio apphcato alle w0 e v ¢i dice che « condizione necessaria e suffi-
ciente affinché una di tali funzioni sia stabile & che sia x<1/2» (cfr. [10], pag. 3‘37)
(") Per il problema della sbarra finita vedasi loc. cit. in (?).
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dove ¢
S 1 per m + >0,
Opsr == 0 per m +7r =20,
e ~—1 per m -+ r<<0,

n
secondo

. [ 1
e Pn) & il coefficiente di 27 nello sviluppo di 3 1 -t (7 — 2>z - g2

le potenze di z.

La convergenza dell’integrale L,n @ secondo membro di (16) si pud vedere,
ad esempio, nel modo seguente. Risulta subito Iy = 0 qualunque sia n. I
poi

+ @
sen mé&
Ts :—f e,

[

e si ha, per ogni coppia p, ¢ di numeri positivi fra loro indipendenti, in virty
del secondo teorema della media,

¢ =

P

sen mé&

(18) | / : d& :'}) [sen mé dE&,

»

con ralore conveniente interno all’intervallo e quindi
o s 4)s

“mp

: , 9
(19) gfse11§77bsd§ I <X

da cui segue la convergenza di 1, ,. L’integrale

+
) £
I, = / (1— 2 + 2 cos &) sen&ms

0
s

0

si spezza, a meno di fattori costanti, . nell’integrale I, e nell’integrale

+ 0o

/ gﬁ—%-enmf& d¢. Per quest’ultimo si ha, per ogni coppia p,q di numeri

0
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positivi fra loro indipendenti,

e

g 0
" cos &+ sen mE 1
j *‘:";”*f‘ng:%]COSE-senvizfdg,

P »
con & valore conveniente interno all'intervallo (p, ¢); ed essendo poi
1 . . .
cos &-sen mé = - {sen (m + 1) + sen (m-—1)& }, si pud successivamente

maggiorare conformemente a (19); in definitiva risulta la convergenza anche di
L.,. In modo analogo si ragiona per stabilive la convergenza di Iy Lus, -

1

. 1
tenendo presente che ¢ cos?& - sen mé = 3 {cos & -+sen (m -+ 1)§ +

1
L cos &-sen (m—1)E Y= ~{sen (m + 2)& + 2 sen m& + sen (m — 2)§ 1, e cosi
1 _ s A

via per cos? &-sen mé,

4+2, — Uniforme coynuvergeknki:i in modo asixitbﬁcd, mZ’, della q;“’”[én, n]
alla v(z, ¢). Stabilita di v*’[m,n]. a) Com’¢ noto ([2], pag. 41) si ha

(20) 7 (e, t) = erfe{ #/(2V1) },

ossia ([2], pag. 371)

+

(209 vz, t) =1 —ert{a/(2vT) } =1 ———%je"m

o

sen iz

di.

Qui l'ultimo membro presenta evidenti analogie di. forma con l'espressione
(16) di v“’[m, n]; per accrescere tali analogie ricordiamo che, per le (3) e (4),
a2 . ;
& m = M», n = —t, e poniamo M¢ = 1, allora la (16) diventa
4

sen Az

4
. 9 .
' €27 I D L D /D %ty )
(16" oM@, 1) =1 nf{1 2y -+ 2y cos (A/ M) } —— A2

Notiamo ora che &

lim {1 — 2y - 2y cos (4 M) } ¥ =

M>o
pE M\ e
DY SN © R, |
=2+ Z(l S 2400 >§

. A% A4 ey . 225\ 23ty )
= lim (1 S x > = Jim (1 A) =™,

Mer

M—rwm

- e oeMe T s \T TP
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Per concludere allora che & proprio

h Py Gy, e ayf s

(21) Hm vz, 1) = v(w, 1),

basterd provare che ¢

sen Awx

lim f{l 2y + 2y cos (A/ M) P —— dA=
0

o=}
sen Ax

+
:[}IIim {1 o 2;{ -+ 2% COoS (Z/J[) }Jlgt./z __;__ da ,
0

—

uguaglianza lecita perché: 10) V'integrale I, . ¢ convergente per ogni m e n;
29) la funzione ¢~*Y sen (Az)/2 } & continua rispetto al punto (s, ¢, 1) con 1 > 0;

+ oo
qg o a2 SOTL AT e ; - g P ST
39y Tintegrale f e~ ™" Z_77d2 ¢ uniformemente convergente rispetto ad (, t).
i
0
Invero si ha, per ogni coppia p, ¢ di numeri positivi fra loro indipendenti,
. .

: Sp
T, sen Ax e %
e~ ) = sen Ax-d4,
) P

o
» Pl

con &, valore conveniente interno all’intervallo (p e quindi
? ?

|t

.., Sen Azx 2
fe""" dil < =,
A P

7

dove il secondo membro diventa piccolo a piacere al crescere di p.
b) Infine, come gia abbiamo osservato nel n. 3-2, la »*[m, n] & stabile,
quando la costante y soddisfa la limitazione

(22) . g <1/2.

43. — Espressioni della soluzione generale wPlm, n]. Tali espressioni si
ottengono facilmente sostituendo nella (10) le espressioni di ©v[m, n] date
dalle (16) e (17), una volta assegnato lo spettro di valori g(n). In questo appunto
sta la notevole importanza della formula (10).
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4+4. — Caso particolare di p(t) = ¢. Un simile caso particolare non ci sembra
inutile a chiusura del lavoro.
Da @(t) =t segue, per le nostre llOtd?lOIll, ¢[n] = yn/M?, onde per la (10)

e la (16)

4 0

2, n
u[m, n] = —:‘l/lf (L — 2y + 2y cosé)" D v {(1 —2y + 2y c08 &)7T —
HUA V-:l
0
(1 —2y 4+ 2y cos )" }be—“--"—’i a,
od anche
(23) wm, 'n] =

aé.
1 - cosé & ¢

f (1 — 2y + 2y cos E)n— (1 — 2/ 42y co8 &) (T ="1) senm&
73[2

Applicando invece la (17), la u“[m, n] si esprime nella forma ‘

n—yp—1

(24) UI)[7n7 n’] '][2 Z Vl/n - lzom—H‘ [ 1.LT(/)L 1)_...])

r= —(R—y—1)

n—r

- 'n ” z 07n+r n— ,(n - 1))}

P=s — (N—1)

Per esempio caleoliamo il valore approssimato di u(l /3, 1/36). Fissiamo
4 = 1/3 e quindi (cfr. n. 2:3) M = 6. Quindisi ham = 2, n = 3, p[n] = - (1/108)n.
Per la (24) & allora

' 3 2—v
w9 (1)3, 1/36) = u@[2, 3] = (1/108) 3 »{ (1/3)* " 3 Py, r(2 —¥) —
y==1 r= - {(2—7)
3—7

)3 S Oakr Py 3 —) }

r= —(3—)

ciot eseguendo i calcoli si trova

(25) ‘ w®(1/3,1/36) == 1/97~ = 0,00102 ... .



154 B. MANFREDI

Applicando direttamente la {(10) si trova
w®[2, 3] = (1/108){@(6’[2, 2]—ov®[2, 1] + 2(092, 1]—o®[2, 0]) + 3092, 0]) },

da cul discende subito il risaltato (25) essendo, per la (17), 09[2, 0] = »[2,1] =0
e v®[2, 2] =1/9,
Si ha invece ([2], pag. 45)

1/3 .
(26) u(1/3,1/36) = (1/36)4i2 exfe —1°_ _. 0,00155 ...,
: 2v/1/36 }

da cui risulta che ®(1/3,1/36) approssima il valore dato da (26) a meno di
103 per difetto.
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