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Virrorio 1. p, ONONCINT (%)

Alcuni problemi di massimo per le serie multiple

di Fourier. (*%

1. — Introduzione.

In un suo lavoro Szisz (1) risolve aleuni problemi di massimo nella teoria
delle serie semplici di Fourier, indi fa diverse applicazioni dei risultati ot-
tenuti e infine estende questi ultimi alle serie generalizzate di FoUuriER delle
funzioni quasi periodiche e all’integrale di FOURIER.

Nella, presente Nota vengono estesi alle serie doppie di FouriEr alcuni
dei risultati stabiliti da Szisz nel lavoro sopra ricordato. La limitazione alle
serie doppie di Fourigr é fatta unicamente per semplicith di esposizione,
ma i ragionamenti svolti e i risultati ottenuti si possono estendere, senza dif-
ficoltd, alle serie r-uple di FOURIER con » > 2. TL’argomento in oggetto si pud
riassumere come segue.

Sia f(z, ¥) una funzione reale o complessa delle variabili reali # e y, pe-
riodica di periodo 2z rispetto ad z e y, limitata e sommabile nel quadrato
Q=(—a<e<a, —a<y<a). Si pud sempre supporre, senza ledere la
generalith, che in @ sia

1) | f(@, y)| <1

La serie doppia di FoURrIER della f(z, y) si pud scrivere nella forma

to +o

(w’ :'/) -~ zr Z's ?/r,s'ci.<rm+su)§

- —

(*) Indirizzo: Istituto Matematico S. PixcH®BRLE, Universitd, Bologna, Italia.

(**) Ricevuto il 15-X-1956.

(t) O. Szisz, Some extremum problems in the theory of Fourier series, Amer. J.
Math. 61 (1939), 165-177. .
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ove
n o
. 1 =i (R s ! : ; i
(2) Ve =5 fl@, y)-e Ydr dy = 1 (“r,s“_' dyo—1i (b, + (37',3))
Sa

(ry s =0, £1, 2, ...)(.
Assegnati ad arbitrio (m +1)(n 4 1) numeri reali o complessi p,, (=

=0,1, ..., m; s=0,1, .., n) edueinteri » e &, nel n. 2 si determina il mas-
simo del wvalore assoluto della somma ’

m n
S . == Lr s ) :
L nyh, ke r 3 IL r,s /r+h,s+l.7
0 0 ‘

sotto la condizione (1), e la relativa funzione estremante, indi vengono consi-

derati aleuni casi particolari. Nelle ipotesi che la f(x, ) sia reale, che i nu-.. .

meri u,, verifichino determinate condizioni e che m e n siano pari, nel n. 3
si determinano i massimi di (?)

eh'(Sm ik I:) l? [ gf(’gm nh, k) 17

3 o3t ERRt i

e nel n. 4 1 massimi dei valori assoluti della somma
m n

zr Zs /-Lr,s'ar'i—h,s‘*'k
0 0

e delle altre somme analoghe costruite con i coefficienti b, ,, ¢,,, d,,, nonche
le relative funzioni estremanti. Infine nel n. 5 vengono fatte alcune appli-
cazioni dei risultati ottenuti nel n. 4.

2, — In virtda della (2) si pud scrivere

7T
- =

T ox ‘
1 o m n R
p . e[ Rh Y (s Ry N
Sm’n;h,ls = 4 2] j f(.ﬂ, ?/) ZT zs /'67‘,8 ¢ ! [ A ]d{I, d?/
0 0

(*) I numeri @, , b, s, €,,5, 4, son0 i coefficienti di Fourier della f(a, y). Cfr.
ad esempio: L. ToNELLI, Serie trigonometriche, N. Zanichelli, Bologna 1928, pag. 436.

() Indicando eon R(a) e J(a) rispettivamente la parte reale ed il coefficiente della
parte immaginaria del numero a.
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e da questa, tenuto conto della (1), si trae

T

1 - m
(3) l )91)1)71;711:! < Z‘:l_j I z z lLL, N o -4 (re 4 8y) ‘ da' dJ,

It T
e luguaglianza sussiste se

m n m

ﬂ ‘I/) -z tha+ky) | z Zsurs /—-1 (rad su) — Iz 2 [Urs /~z (h—{—?!/){

essendo 7 un qualsivoglia numero complesso di modulo 1. Segue

m

f(’l‘, J) = T 6’1 (lm+lu/)[ z zs U'rs )—t (Tl-rSJ) z z Hrs e - (T2 +sy) ]1/2
i

ove ﬁ,'s ¢.il.coningato. di- y, -
In particolare, se m ed n sono pari, ossia m =2p e n =2¢q, e se le u,,
sono definite dalla identita

15
=

3

2q » a
(4) P D st W V= (D D Ar gt VY)?
1] 0 o

Nl

(ove le 2, sono p-q numeri reali o complessi scelti ad arbitrio), cioé

[ s
Eh Zk lh,a—ﬂ.&')\'r—h,k per v = O, 1, ceey Py 8§ = 07 15 ey
Y ] ’
r o o2¢—s
zh Zh Zh ek Z-r—*lzs ~atk per ¥ = 07 17 ey P § =q + ]7 "y 2_[[
P,y =
-1 8 g '
zh Dk Armptn st Ap-nre per r=p +1, .., 2p; s=0,1, ..., ¢q
0 0

2p~7T g~ 8 .
\ zh zk lr—'p-’«h,q—k.)&])—‘h,s—(l—*—k per r =7p e 1, ceey 2]); § =4q -+ l, ceey 2(],
] 0

posto u = ¢, v = ¢~#, dalle {3) e (4) si ottiene

i » q
| Sanpane | < 2o 2| Are |?
0

Y
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e l'uguaglianza vale se

r  aq rq
]‘(.’15, !/) — G~10,01.(IL40+1;!/)_ I 21‘ zs lr’s.e-z.(rm-}ﬂsy) g/(zr ZS Ar'scui-(rm-!-sy))g e
0 [ 0 0

» @ ) 7 q .
— (3"18 i-(he +29) z zs }9r,‘s'91.(rx+sy)>/(zr ZS zr . vt~(ra¢+sy))’
0 1] 0 0

essendo 0 un numero reale arbitrario e Z,_s il coniugato di 4,,.

Se nella (3) in luogo di u,, si pone u, & ([&| =|n| =1), risulta:
%) Iz z Py E 0 Y pn sin | < 472/ | D Dsptrsre” U] A dy,
. 0 0

T'uguaglianza valendo se
m n
Uf(ﬂ/',;,jlj),‘-“—z ()~16 i (’ll+’J)[ z z urs 5 n—s ()l (71+311) Z z Hrss® é:r ?7 c*l(Tl+3J))]
Se, in particolare, le u, , sono definite dalle (4), la (5) assume la forma

2p 2

» g
(6) | zr zs ,L‘r,a'fr N Y rin, sk I < Zr zs )vr s
[ 0 0 0

laddove 1'uguaglianza sussiste se
f( I/) - i0 z Mt Etar], é_-_p
Yy
» q - . . » q X i
(zr zs er,sgr ns'ab(rx-i—szl))/(zr zs ;*)-,sfr_]’ nqu_ez[(p-—r)r-%(qw S)y])-
[ 0 0 0
Casi particolari.
a) A,,=1 (r=0,1, ..., p; s =0, 1, ..., ).
‘Dalla (6) si trae

» [ 4 P 2¢
|2 2600 1) (8 +1)E 9 Yrnane + 2r 2.0 +1) (2g—s +1)&y
[ 0 6 ¢+1
2p  q
Yrtn st + Zr za (21"*‘7‘ + 1) (s + 1)'§T ns'yr-*'h,t-l-h +
p+1" 0
2p 2

+ 22 @p—r £ 1)(2g—5 + 1) Enyrmen | < (p +1)(q + 1)

p+1 g+1
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e D'ugnaglianza si ha se

f(."lf, y) =" 16, pi -1+ mat-ita] N s

by A, = (j’) (f) (rm 0, 1, ey P38 =0, 1, orry )

In tale caso si ha

20\ (2
firs = (f ) (;’) (r=—0,1, ., 2p; s=0, 1, ..., 2¢)

¢ dalla (6) discende

7

2p  2¢ 21\ (2
l Zr zs ( ! ) (:’) Er 773“)/r+h,s+k
0 L] ©

b q 7) 2 q 2
<2 2 (o) (s)’

0 0

Vugunaglianza valendo per

f(fl?, ) = e'—z’(),0i-[(_7«+mn:+(k+a)y]§‘p .

Se di pitt & & =% =1, risulta

2n 2¢ 2]} 2q
Zr zs ( | ) ( ) C VY rtn, st
0 o ¥ &

e Dugunaglianza sussiste se

<3307

0

f(m, y) — e——v‘G_ei-[(h-*.p)m-}-(k-i‘a).’/].

3. — Nell'ipotesi che f(z, ¥) sia reale, dalla (2) segue
Y—m—n== 5;111,717 Y—man == 5;7;1'—71 (;; == Conhlgart() di ‘}/)
€ dalla (4) si ricava

T T
1 2p  2¢ ) A )
(7) 8217,20;"”‘ = Z;j fﬂw7 ?/)Zr zslu'r.s'e—z‘(r+m£e_l CER dg dy =

0 0
B ]

FUa 4
1 A ; ;
— i "f fﬂfv’ ?/)()/—ihme—iky(zr zs )hr’s.e—lr.te—uy)?. de dy =
i [

—T T

7 @ )
1 . . LA P Ttn /2y — . -
— 4n2f fﬂm’ y)_e—z(k+1')ave—-z(h+a)u(zr zs lr,s'ei [t/ —rle, o[ s]y)g dcy dy .
o 0

- —T

18. — Rivista di Matematica.
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Se inoltre
;’{J)“T,fi"’s ==l (r=0,1,.,p;s=0,1, .., 1,

risulta
v

» o« q
R 5 T2y —rl2 3 T(al2) — = i —plr - g -
(8) zr zs Ar,s@l [n/2) r]xgz [ -y _ 27‘ zs /Lr.se i-[tp/2) r]wlz i[(a/2) s]?’
0 0 0 0

onde la somma a primo membro ¢ reale e la (7) da
T T
v 1 Lo$ 1 [wf2y —rle i [(@2)— sluya
(9) 6:zp,:zq;h,k = Z’zé f(il’/', :I/) (zr zs )»,‘S‘B i e )“‘
14

0
— -7

feos{ (k + p)a} -cos{ (k + q)y }—sen{ (b + p)a } -sen{ (k + q)y } —

| —-1, (sen{(h + p)x} .;C(,);S{(k + @)y} + cos{ (b -+ p)w } -sen{ (k + ¢y })]dw dy;

pertanto, tenuto conto anche della (4),

| | R (Sanpap) | <
1 3 12” 2 Pp—1)E ie(g~§
<EZ[ [ZO Eosur,se @onm gta= | eos { (b +plo + (b + q)y }| de dy,
(10) e
gi(Szp,?q;lt,k) l <
1 '1 ,?Zp 2q . o
| < 4:12] / 20’ y_;sﬂr,s RRC e 6“"’””""] Sen{ (h+ple -+ (& + @)y } I de dy,

ove i primi membri sono i moduli, rispettivamente della parte reale e del
coefficiente dell’immaginario, del primo membro della (9).
Osservato che (%)

2 ke cos(2vt)1
— —39
Isentl_ﬁn{l ;, el
(11) 5 2 1)1
p 2 , €08 (201
Icost}:; 1—2 ;,.(_1) |

(%) Si veda ad esempio: Cu. J. pE LA VaLLir PoussiN, Legons sur Papproxi-
mation des fonctions d’une variable réelle, Gauthier-Villars, Paris 1919, pag. 36.
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e supposto che valga una delle seguenti guattro coppie di disuguaglianze
[ 2(h 4+ p)>p, 2k + @) > q;
’ 2(h 4+ p) > p, 2(k +¢) <—uy;
] 20 4+ p)y<—p, 2k +q>q
L2 ) <—p, 2+ <—¢

dalle (10) si trae, integrando termine a termine,

34

2
léR(-SSp,‘_'a;h,k) i < - Hp,q == :{

9

(13) ¢

]
91w

o
Q',(S%"zq;h’k) ! < - Hpq ==

2

e P'ugunaglianza vale nella prima se

flw, y) = +sgneos{ (b +plz + (b +y },
nella seconda se

flw, y) = £ sgnsen{ (h + p)z + (k + )y }-

Relativamente alla funzione f(z -+ », ¥ - v) si ha

ks T

1 o .

Vr,s('u’, v) = 172 [ ff('/v 4+ Y+ ’U)'e_l‘(m’*‘sy) do d’_’/ =
472

x =@
- 'Lz j‘ /‘f(’)?, g/)'e”i'(”")'s")ei'(m'*'sv) dz d:l/ - yr’s,ei-(ru-% sv)
47‘-.1 )
e dalle (13) si deduce
2p 2q R . 2 b a
@CR(EO:T %V"r,s”}’rﬂ,sﬂ;'31-”“’)“'01‘(”@”) l <;z ;T %s l}’T,s %

2p 2 2 ¥ a

I A IR A L
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e, per ogni assegnata coppia di numeri reali v e », 'nguaglianza sussiste nella
prima se

flw 4+ w, y +9) = Lsgncos{(h + p)a + (k + qy },

nella seconda se

fx 4w, y +v) = dsgnsen{(h + pla + (k + )y }.

4. — Sempre nell’ipotesi che f(z, y) sia reale, risulta

2p 2q
(14) r zsﬂr,s'a'r—}-h,ﬂ-k ==
0 0
e o , .
= :L:j j fay, ¥) 20 Do ptryscos{ (r -+ hya} -cos{ (s + k) y }dz dy =
A C o
1 F 2 2q ) - b
= / j F@y Y) D D phrgre TN Qg Ay =
4a® o o ’

v [ w2 : ,
e / / F@y, 9)- 20 Do pr gm0 Qg Qy =
a? o :

1 S 2p  2¢ A ; .
- 4_72f [f(wy ?/)zr ZS ;ufr,s'G—ZA(thM'er(s‘*.k)u dw dy =
7T

[N
- —a

T n
2p 2
i 7:( 2 ) 3 Lo iR (8 Ry de d
s @y Y) Dr Doyl e @ dy
v N 0

Qo
—JT =3

e, per la (4),

T F3
2p  2¢ N 3 .
f f H@, 9)0 30 Dty gn 0 OO @y
of o 0

-5 —

£ T
:[ ff(m, 1 ),6:{::'~(h+17)r.6i Loy, (if qu Ars_0;i.[(p/2)—r]x,e;i.[(q/g)_s]y)2 dz d’l,

0 0
—T -
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4 Fi1
;" 2
. pe
/f‘_ z z gy €T TR 4y gy
M

T B
) RN .
- [ ff(:l’, ) R AT A I Y IR R L A e L Ca LY TP (7

0 0
— =T

ove si corripondono i segni inferiori e i segni superiori.
Ammesso inoltre che

Xﬂ—r,q"s == ir,q—s == 21)—7,3 == lr’s ‘ (7“ = 0, 1, ey Py S = O, 1, veey q)

gi  ha manifestamente

- - s S T
— i[nf2)— et — — i [(pf2)— . — 5]y
z z )»” e i) —rle, P [ta/2y—sly — Zr zs 7\vr‘s'(} i-[(n/2) r]x.cz [ta/2)—2]v —
0 0

»  a
, Z. z /2y rla et [a/n—sly _ Z’ ZS ;;r,s'ez'[<p/2)~r]$'Gi'[(qlz)_s]y,

»
=2
0

cMn

sicche le somme, sotto il segno d’integrale, negli ultimi quattro membri della
(14) sono fra loro uguali e per la (8) reali e positive. Dalla (14) si ricava allora

I3

4

2g
(15) Zr zs Hors” Qptn stps =
0 ¢
T T
1 ) 2p 20 ) )
= f f((l}, Z/) ) ZT ZS Mrs® 01'[(7)/2)_—”'“ . 61‘[«1/2)_5]1’*
7 0 o ’
S i

ceos{ (b + p)z} -cos{ & + q)y }dw dy
e conseguentemente

2p

p

2g
Z r 3 ar-Hz stk l
0

* 2 2
<—1 / fzpr Zas ¢i e g o cos{ o+ pa} || eos{(k+ qy}| d» dy,
N [} 0
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da cui, per la seconda delle (11) e 1nteglando termine a termine sotto una delle
condizioni (12,

16 2

q
Mrs’ Qrin, STk ‘ ::; Zr Es

0. o

Zr,s 27

) 2p
(16,) 4 | >
. i}

,?M:?

che si riduce a una 11g11&glianza se
f, y) = +sgn (cos{ (b + p)a }-cos{ (k + q)y }).

In modo analogo si prova che

20 2q

. . 16
a6) 3 Bt br e < :,—ZZMH

con l'uguaglianza se
flz, y) = = sgn (sen{ (h+ p)a‘} -COS{ (& 4+ "qw }) ’

Ragionando alla stessa maniera o, pitt rapidamente, dalla (9), tenendo
conto della (1 5) e della formula analoga per b, ,, si deduce

2p 20 16 2 aq

(163) lz z Hrs cr—rh stk \ Z Zs I;‘-r,s

[

2

)

16 .

2 20 » a
(16,) ‘ zr zs ,u’r,s'dr-i-h's—!-kl < ry zr Zs i lr’s b
0 [ 0 0

)
e l'uguaglianza sussiste nella (16;) se
f(z, ) = £ sgn (cos{ (b + p)a} -sen{ (& + q)y }),
nella (16,) se
f@, y) = =& (sgnsen{ (b + pu} -sen{ (k + q)y }).
Per la funzione fle + u, y +v) si ha

1 I n
@,y ) == [ f fz 4 1, y + )-cos (rm)- cos (sy)de dy =

T —T

- j ff(fv ) cos{) (@ —mu)} -cos{s (3 -v-w)}dmdj- :

1
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= a,.,{,-cos('ru-)-cos(sv) + b, o-sen(ru) - cos(sv) +
4+ ¢y, cos(ru) -sen(sv) + d, - sen(ru) -sen(sv)
¢ analogamente
by o, 0) = b, ¢+ co8(ru)-cos(sv) — @y 5+ Sen(rw) - COs(sv) +
+ d, ;- cos(ru) - sen(sv) — ¢, - sen(ru)- sen(sv),
Cp ity V) = €y ¢+ COS(1U) * COS(5D) 4 d,,s-sen(vru)-cos(sv)——
— Gy, 5" COS(11) -sen(sv) —-b, , sen(ru)- sen(mf),
Ay, (U, ©) = d,}s-cos(m)-co‘s(sv) m(:,,s'sen(ru)-eos(sv) ——m
| — b cOS(P2) - sen(se} -+ a,‘s~$e11(-7'14) - Sen(80). ..

Dalle (16,), (16,), (165), (16,) si desume rispettivamente

2p  2¢

(17, DD ;cr.g(a,ﬂ,,sﬂ;-cos{ (r -+ h)u}-cos{ (s + kyw} +

0

+ brangrcsen{ (r + By} -cos{ (s + ko } +

+ e g cos{ (r + B} -sen{ (s + k) } +

+ dr+h,s+k'sen{ (7‘ + h)’ll/} 'Sen{ (3 '{_ k)@})l < l:é‘ er QZS ‘}“r,s\z)
T8 0

2p

(A7) | 2 Zq fr,s* (brin, s cos { (0 + Byu} -cos{ (s + k) }—

¢
— a,ﬂ,s%rsen{ (r + h)u} -cos{ (s + k)v} -+

+ Qpansinc0s { (o + B } -sen{ (s + &y }—

16 2, &
— Crangrrsen{ (r + hu} -sen{ (s + ko)l < = S S Ay
M 0 .

(17,) | S St (erinsncos { (r + Wyu} -cos{ (s + B0} +

+ i ot SEN { (r + h)“’ltb} -cos{ (s + kpw}—
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— pingr €08 { (1 + Ryu} -sen{ (s + K 1—

16 2 &
_br+k,s+k'sen{ (‘7' + h)“} 'Sen{ (S "’f‘ 7&3)7) }) I < ; zr zs I)H"s !27
b 0 0

2p 2
(174) z z Hrs® ( rHh, T COS{ ’ll/} COS{ }
[ 0

— CpnstrSen{ (r + B)u} - oos{ (8 =+ k)

b=
— brn,err 008 { (r ++ h)u } -sen{ (s + kv } +

. 16 2, 2
+ arenesen{ (- Rpu Jsen{ (s + Mo} | <= 3 3| 22,
M o 0

e, per ogni assegnata coppia di numeri reali « e v, I'nguaglianza vale nella (17,)
se .

f('c —l—-u, y -{-@) == - sgn ( cos{ 3 —{—p)w} cos{ k +QJ}
nella \172) 5@

fle +u, y +v) = Lsgn (sen{ (b + p)a}-cos{(k + )y }),
nella (17;) se

f@ + w, y +v) = sgn (cos{ (b + p)z } -sen{ (& + ¢)y D,
- e infine nella (17,) se

flto +u, y +v) = L sgn (sen{ (b + p)s} -sen{ (& + q)y }).

5. - Faccio ora alcune appheazmnl delle formule (17,), (17,), (17,),
(17,).

Se A, == (r=0,1, .., p; $=:0,1, ..., ¢)y h="k =1, ponendo
p —1, ¢—1 rispettivamente in luogo di p, g, le (17,), (17,), (17,), (17,) diven-
gono ordinatamente

(18) - l{Z 2 15 b S, S (20 —s) - 3 S, @p— s +
1 g+1 »+1 1

2p  2¢

+ 3 3. 2p—1)2g—s) }- AP, v)| <

P41 g+1

Pq (7 = 17 2, 3’ 4)7

Lla
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ove AP(u, v) per j =1, 2, 3, 4 & dato ordinatamente da
@, o+ COS(ru) - cos(sv) -+ b, s-sen(ru)- cos(sv) -+
+ ¢, - cos(ru)- sen(sv) -+ d, - sen(ru)-sen(sv),
b, o+ COS(r®) * COS(SD) — @, ;" Sen(ru) - cos(sv) +
+ d, 5 cos(ru) - sen(sv) — ¢, ;- sen(ru) - sen(sv),
€, 5+ COS(rw) - co8(sv) + d, i sen(ru)- cos(sv) —

— @ 5+ COS(ru) - sen(sv) — b, .- sen(ru) -sen(sv),

d, o* cos(ru) - cos(sv) — ¢, ;- sen(ru) cos(sv) -—

— b, ;- cos(ru) sen(sv) - @, o-sen{ru) -sen(sv).
Denotati con s (@, y) la ridotta di indici p, ¢ della serie di FOURIER
della f(2, ¥) e con cr“’ (@, y) il polinomio trigonometrico di FEsEr d’ordine
(p—1, ¢—1) relativo alla f(x, ), cioé
<1) . 1 1 N
al@ Y) =7 oo+ 3 Zr(aro cos (rz) + b, sen (1) } +

»

l q
+3 fq,{ o5+ COS (8) + o0 Sen (sy) } -+ X, 2 AT, ¥),
1 1

1
1 L3 (1)
aon(®@ y) = }:r 2 Sps(®y Y),
[
risulta
(1 o (1) SRR
oz Y) = 0o Y)— Opg@, ) + aylw, ¥) = 2 Es s+
47)(1 1
D 2¢ . 2y aq 2n  2q b
-+ Zr zs '(29 " S) + Zr ZS (217— ")8 + ZS (217 - 7 2Q - ) } "4:-;({175 y) -
1 g1 2+1 1 p+1 g+1

Dalle limitazioni (18), e con evidente significato dei simboli, segue (*)

. 4 . ,
| 0mea(@s ¥) — 05, ) — O ) + oy )| <= (G=1,2,3 4.
(%) Circa le tre serie coniugate della serie di Fourier della f(z, y) vedasi: L. CESARY,

Sulle serie di Fourier delle funzioni lipsehitziane di piv wnabah, Ann. Scuola Norm.
Super. Pisa (2) 7 (1938), 279-205. In particolare cfr. pag. 281.
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Supposto inoltre d, , >0 (r =1
discende

y 2y oy 8 =21, 2, 000), dall’ultima delle (18)

»

(19) 3,

16
> s T80l s < g Pq,

HM‘Q

la quale per p = ¢ =1 fornisce d,, <16/=* e 'uguaglianza vale se

flz, ) = 4 sgn (sen x-sen y),

ciot se

6 2 & sen {(2r— 1)z} -sen { (25 — 1)y}
1@, y) ; ; D@ =1 :

Quest’ultimo risultato si pud anche ottenere dalla stessa deﬁmzlonc del coef-
_ficiente d,, .
Posto

pley ) = {1 ) — f—m, ) — @, —) + f—w, —9)} ~

~ 3, 3.l sosen (rw)-sen (sy),
1 1
dalla (19) segue

» Q@ 16
| > 25 red, s sen(rz) -sen(sy) | < — py,
1 1 ’ a”

»q 16
| 2+ 2. 8°d, o sen (ra)-sen (sy) | < = P
1 1 J

»q 16
| 2 2, 7s-dy,sen (ra)-sen (sy) | < — pq.
101 : 24
Mediante l'applicazione del primo teorema della media all’integrale di
FEIER (%) relativo alla o(®, y), ove si ricordi la (1), si ha poi

aq

| 20 2 (p—1)(g — $)-dy, - sen (ra)-sen (su) | < g,
1 ~

1

(%) Loe. cit. in (?), pag. 487.
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siccheé, dall’identita

n q ] r q l b4 aq
z"‘ 2 "~ Zr zé P —r (Q"“ ‘S) ur s + = Zr Zs ')"’Zl/,-’, -
T 1 Pe T 1 P T T
1 D Q 1 b3 a
A5 S s e,

e ponendo 1, , = d,,-sen (rz)-sen (sy), si ottiene

v a . 16
(20) | S, S, d;prsen (i) -sen (sy) | <1+ (1 4+ p +¢) 1—2’
1 1 7

0VVero
” q
e ey grsen (rx)-sen (sy) = O(p +.¢) .
1 1
Si osservi che se d,, >0 (r==1,2, .., M;s=1,2,.. N) allora le (19)

e (20) valgono soltanto per p < 17 2, ¢ <{ N;2. Risultali analoghi si hanno
supponendo d,,<0,






