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Problemi di propagazione del calore

con econvezione forzata. (°

1. - Introduzione.

Tn una comunicazione al 3¢ Congresso della « Unione Matemstica Ita-
liana» [1](}) richiamai 'attenzione sull’efficaciadel metodo classico di LEVI-
Guvrey ([2], [3]) per la soluzione, nel caso unidimensionale, di problemi rela-
tivi alla determinazione dello stato termico in un mezzo omogenco e termica-
mente isotropo, che'si muove con assegnata velocitd funzione del posto e del
tempo (convezione forzata). In quella comunicazione misi in rilieve I'impor-
tanza della risoluzione di problemi del genere anche dal punto di vista Lu'm( 0,
giustificandosi” con c¢io il rinnovato interesse al loro studio. ’

Nel caso particolare -di problema unidimensionale con velocita costante
([4], [5]) o con velocitd funzione molto particolare del posto [6] & stata ottenuta
in forma esplicita la soluzione del problema, ricorrendo o alla tmsformata di
LAPLACE o a particolari artifizi atti a ridurre il problema considerato ad altro
noto in assenza di convezione. L’efficacia perd di questi ‘procedimenti’ risiede

(*) Professore o. della Universitd di Firenze. Indirizzo: Istituto )‘[&tematico
U. Dixi della Universitd, Via Alfani 81, Firenze, Italia. .
(**%) Questa Nota fu riassunta in una comunicazione al « 4° Obienclchbchu \I‘Lthe-
ll\d;tllx(}-l]x()ll"‘leqb », Vienna 17-22 settembre 1956.
_ () I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Blblxovmﬁm poxta al telnlme
della Nota.
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proprio ¢ solamente nella particolaritdy del problema unidimensionale affron-
tato.

I1 metodo classico sopra ricordato permette al contravio di costruire la solu-
zione di generali problemi, anche non unidimensionali, del tipo Sopra accen-
nato, soddisfatte alcune naturali ipotesi di regolarity ed onestd per i dati, non
appena si conosca, col metodo della funzione di GREEN, la soluzione dell’analogo
problema in assenza di convezione.

In questa Nota, impostato il problema in forma generale e scritta la equa-
zione integrodifferenziale con un limite rariabile, che ne permette la risolu-
zione con il metodo delle approssimazioni successive, equazione che nei casi
interessanti le pratiche applicazioni si riduce di regola ad una equazione inte-
grale, elencherd la vasta classe di problemi che per questa via trovano solu-
zione, accennando anche all’avviamento del calcolo numerico della soluzione
stessa in problemi relativi al semispazio.

2. - Impostazione del problema e formula risolvente.

Con riferimento all’intervallo (0, T') per il tempo t, se con § indichiamo 1a
regione di spazio, finita o no, occupata dal mezzo omogeneo, termicamente
isotropo, di costante (?iﬁzcsivit(l k, in moto con assegnata velocitd, v(P, t), la
determinazione della temperatura del mezzo U(P, t), note per U(P, t) le con-
dizioni iniziali e sulla frontiera §§ di § supposta regolare, dipende, come &
noto, dalla risoluzione di un sistema differenziale del tipo:

: (P, 1 ,
[ %4 U(P,t)—v(P,t) xgrad U(P, t) = —%I—l F AL, )+ e(Py0) - U(P, 1)
v in 8 t>0;
@ U(P, 0) = f(P) in §;
P, t
—a}—(a;}-—) +0-UP, 1) =q@(P, 1) su FS, t>0

(@, b costanti positive; n normale a &9 interna a S),

nella incognita funzione U = U(P, 1), dove A(P, t) (interpretabile come ren-
dimento specifico di una assegnata distribuzione di sorgenti in seno al mezzo),
HP); @(P, t) e ¢(P, t) sono, insieme a v(P, t), funzioni note dei loro argomenti.

Osserveremo che in molti problemi si ha ¢(P, t) = 0; ma ¢ risulta sicura-
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mente diverso da zero in tutti i problemi relativi ad esempio a piastre (pro-
blemi bidimensionali) nei quali, scrivendo in un dato istante l'equazione del-
I’equilibrio termico in un punto occorre tener conto del calore che dalla piastra
passa nel mezzo circostante attraverso alla superficie della piastra stessa, rite-
nendo valida la legge di NEwToN. Giovera pol osservare che, nel caso di pro-
blemi relativi a sistemi estendentisi a distanza infinita, oceorrerd imporre alla
ricercata soluzione e sue derivate, oltre che ai dati, condizioni di regolarity
o di comportamento all’infinito atte ad assicurave l'esistenza e l'unicita della
soluzione [7].

In ipotesi molto larghe, ampiamente verificate nei casi interessanti le pra-
tiche applicazioni, continuitd dei dati e loro lipschitzianita di ordine p (con
0 < u <1), resta provata, con procedimento del tutto analogo a quello seguito
per il caso bidimensionale nella citata Memoria del GEVREY, Pesistenza e la
unicith della soluzione del sistema (1), che pud essere poi effettivamente cal-
colata col metodo delle approssimazioni successive, come subito vedremo accen-
nando al procedimento risolutivo del sistema (1).

Tndichiamo con W(P, t) la soluzione del sistema ridotto associato al sistema (1):

: oW (P, t
k- AW(P, t)— ——(al;-—l =40 in S, t> 0;
(2) WP, 0) = f(P) in S;
oI (P, t
« ——(—67—2 4+ b WP, 1) = p(P,t) su &9, t>0.

Assumiamo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, i, j, k nel
gquale siano:

v, = v{P, 1) xi, v, =v(P, 1) XJ, v, =v(P, 1) xk

le componenti di v(P, t); @, ¥, # le coordinate del punto P e & n £ quelle di
un generico punto @ di §. Fissato in (0, T) un istante t << T, sia v < un gene-
vico istante e si indichi con G(P, Q;t,7) la funzione di GREEN relativa al
sistema (2). Questa funzione rappresenta manifestamente [9] la temperatura
nel punto P di § e nell’istante ¢ dovuta ad una sorgente di portata unitaria
generata nel punto @ di § all’istante <, essendo nulla la temperatura iniziale
di & e pure nulla la temperatura del mezzo che circonda §.

Associando all’equazione (1,) l'aggiunta dell’equazione (2,), con il solito
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procedimento che permette di applicare la formula di GREEN, si ottiene per
Pincognita funzione U(P, ¢) la seguente equazione integrodifferenziale:
ted b o b

(3) : UP, t) — W(P, 1) —
— f J;[v((t), 7) xgrad U(Q, 1) + «(Q, ©) U(Q, 7) + A0, © )]-G(P, Q; 1, 7) dS dr.
08

Questa, ove le componenti di »(P, t) siano derivabili rispetto alle coordi-
nate di P, con facile calcolo, si trasforma nell’equazione integrale:
(4) U(P, 1) =W(P, t) +

t

¢ ) '
+ ; Jf U- [leGv—w(*] — AG }(Q p A8 dr + ; [ UGv xn do dv.

e} 3‘_.5‘“

La (3), ovvero la (4), si risolve con un procedimento di approssimazioni
successive, ponendo rispettivamente per la (3):

Ul)(P: t) - I'V(Pv t)y
t
(5) ‘ WPy 1) = [ J [vxgradU,_, + ¢U,_, + A]-@ as dr,
e per la (4):
Uo(P, t) = W(P, 1),

U(P, 1) j [{Uner [divGo — 6] — 4G a8 dr + j [ UG xn do dr.
oS 0 Fs

Le ipotesi sui dati assicurano [2] I'uniforme e assoluta convergenza della serie:

5

UP; ) = UolP, 1) + UiP, 1) + oo + TP, 1) +

che -esprime la ricercata soluzione del problema.
8i puod pertanto concludere che la (3); ovvero la (4), stabilisce un teorema di
riduzione del problema. - termico comn. convezione forzata. ad’ altro ‘analogo in
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assenza di convezione, tutte le volte che per quest™ultimo sia nota la funzione
di GrEEN ¢ di conseguenza la soluzione W(P. 1). Questo fatto si verifica per i
principali campi interessanti le pratiche applicazioni, nelle usuali condizioni
di stato termico iniziale e al contorno, quali il semispazio, lo strato piano: lo
spazio esterno o interno ad un cilindro rotondo, lo strato cilindrico: lo spazio
interno od esterno ad una sfera, lo strato sferico, oltre ad altri casi particolari
pure di notevole interesse applicativo (cfr., ad esempio, [9], Cap. XIII).

© Giovery infine osservare che nell’espressione della funzione di GREEN per
i campi sopra ricordati entrano funzioni ben note e studiate quali la funzione
degli errori e sue iterate, le funzioni di BesseL di vavio tipo, le funzioni sferiche;
¢id facilita notevolmente il calcolo della soluzione di (2) e quindi di (1), quando,
per particolari espressioni dei- dati (coefficienti, valori iniziali e al contorno,
veloeitd del mezzo), non si arrivi addirvittura a funzioni gia -tabellate.

3. — Applicazioni.

Aceenneremo ora, quale esempio, alla risoluzione di due problemi relativi al
semispazio, uno dei guali pluridimensionale, che generalizzano risultati noti.
Per 1a trattazione di questi casi penseremo in (1) nulli e(P, t) e A(P, 1); circa la
supposta mancanza di A(P, ?) osserveremo che la sua presenza porterebbe
soltanto al calcolo di un termine noto nella valutazione di U(P, ).

a) Caso unidimensionale.

11 procedimento usato ad esempio dal sig. BENFIELD, fondato sulla trasfor-
mata di LAPLACE, non risulta conveniente nel caso in cui la velocitd v risulti
funzione anche del tempo.

Noi considereremo qui il problema unidimensionale relativo ad un mezzo
omogeneo e termicamente isotropo, occupante un semispazio, che assumeremo
come semispazio delle 2 >0 in un riferimento cartesiaho ortogonale, la cui
velocitd, normale al piano x = 0, v(x, t) supporremo funzione continua e deri-
vabile di # e ¢ con derivate limitate. Come in [4], specializzeremo le funzioni
f(P) e g(P, t) che compaiono in (1), rispettivamente in — 4z e —it.

Il sistema da risolvere & pertanto: ‘ ' ‘

e AT B ;
e (>0, = t>0)
Tz, 0) =— Az (x>0

A T, )=—2M : e =0, t>0-
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11 sistema associato ¢ allora:

, 2U et
v 2 - ot ('7> 05 > O))
/ U@, 0) =— A (x> 0),
Vo U@, t) =—At (¢ =0, t > 0),
la cui soluzione é:
Ulz, 1) = — do— 42 Perfe —’—:. ,
. 21kt
4 V
iterfe @ = f in~terfe £ dé, - ferfer =erfca.

Ed

Essendo in questo caso la funzione di GREEN espressa da [9]:
Gla, & 1, 1) = [ak-(t —7)] " Pgl@, & 1—1)2,

con
& 1—7) = exp |— (-'"“EV],_ ! [(w+5)2 }
ple, & t—1) = exp e Realas v i

la (3) si pud allora scrivere

+

t
1 dr VA
ZV(.’Z”, 1) = (JT(.’IZ', t) ——§ f l/:;—]:—&—:.r) /(p?f —a—‘f' d§ =
o TN T .

i + o 4
1 dr C B(ve) ) 1 [ e, &, 1)
= U(a, t) + - [ e / T df = Ulw, 1 i / — (T
@ 1) T2 ) Y = o o & 1 2 ) Ykt — 1)
0 0

¢, posto T'y= U(x, t), per avere le successive approssimazioni 7, non resta che
procedere al caleolo dei vari integral, magari facendo uso di procedimenti
numerici di cui ¢ agevole il controllo dell’errore (cfr., ad esempio, [10],
pp- B70-572). ’ ,

Noi daremo D’espressione di 7, nel caso in cui sia v(x, 1) = m(z)-p(t), con
m e p simboli di funzioni continue con derivate limitate.
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In questo caso, posto Ty = U(x, 1), si ha
A 3 ?

23
Py == ['}('[) . (}1[1—— /,lTIZ),

. Vk
econ
o
I = } m(&) - dE, I, = [ (&)@ jerfe —— k.
J 2 kr
0 0

Applicando il teorema degli accrescimenti finiti alla m(x), a calcoll fatti si
ottiene:
o

Il == 2"7[76' (1 — 'L') { 7"({0) 'el'fCW_._.m_) —:—
Zfl{t —7T

e
+ (y — M)z erfe e

| _,y; - ”/k-(‘[v—'r) S
b (B — M) ] a {1 T eXDp W:T)

- m, z-erfc } = 2]"757\:- (t—7) I,

okt —1)

ove T, e M, sono convenienti valori compresi tra Pestremo inferiore e Pestremo
superiore dei valori assunti dalla derivata di m(z) rispettivamente in (0, a) e
(@, -+o0). Ricordando (cfr., ad esempio, [9], p. 373) che 0 <ierfca <C0,T,
gqualunque sia #, essendo > 0 la funzione integranda di I,, si ha I, = »l,, con
0 <n<0,7 e quindi

-/
wlz, &, T) =p(T) - (: — 2;/';— 7;) I;.

Si ha allora

T, =

1 ¢ —
1 [ ™ f ( 2/ >._
= e AT = n(t) (A ——— ]I, dr.
2 / Vak-(t — 7) P y V& 1)
[} 1]
11 caleolo di T,, come si vede facilmente, vieme ricondotto a quello di inte- -
grali del tipo
+ w

; Y . _;,gl—‘.lm . 2 ;
Top(@) = [ u™ "™ du = e

e — |
2m —1 2m 1

xz
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? — v . - . .. - - >
con Jy(x) = (1/2)fz erfex. Come esempio prenderemo in  considerazione i
due seguenti integrali:

t : e

0<I; = / p(t)-erf ~:i-l:_~_ dr, 0TI, = / l;-p(r)-erf _—LIM dr <|t-1,.
J t— = J Jt —

0 0

Per I, applicando successivamente il teorema degli accrescimenti finiti
alla p(t) e il teorema della media, si ha a calcoli fatti:
2

— |2 «
—p’ [_—)-erf ‘-: =+

essendo p’ un conveniente valore compreso tra gli estremi inferiore e superiore
della derivata di p(t) in (0, ). S
Per I, con analogo procedimento, si ottiene:

a

dr =1 I,— I,

+ i

L:ﬁ@~}li;wmw

?-‘.“ l”'T t—T

con

ove con p si ¢ indicato un numero compreso tra [ e 2L, essendo I ed L gl estremi
inferiore e superiore di p(f) in (0, 1).

b) Caso tridimensionale.

Sempre con riferimento allo stesso mezzo, occupante il semispazio delle
2 > 0 e mobile con velocitd v(a, t) normale al piano 2 = 0, fissa la. condizione
per x = 0, supporremo la temperatura iniziale funzione lineare delle tre coor-
dinate. 11 sistema da risolvere & percid il seguente:

(o oT T _
kAT — v(x, t)--a; =3 - (>0, t > 0),
TP, 0) = Az 4+ By + Cz o {x2>0),

con k, A, 4, B, C costanti.

TP, 1) =— M ‘ (z =0, t>0),
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11 sistema ridotto associato

. ol
oAU = *a‘i“ (z >0, t > 0),
U(P, 0) = Aw + By + Cz (@ >0),
U(P, ty =—xn (¢ =0, t>0)

ha come soluzione:

) ‘ @ i
U(P, 1) = Az - (By + C2)-erf —— — = (2t + 2?)-erfe —= -+
« oyt 2 o) kt
A 2 ) By - (%)-ert @
o~ exp —— =alz, 1) + (By + C2)-er .
i - e‘\p Al (l( 3 i ( y ! e 2'/1:;

Tssendo per questo caso la funzione di GREEN espressa da [9]

—(y—nr—(—0)?
dk-{t — 1)

G(P, Q, t, T) = = [ak-(t —7)]7** exp @, & t—1),

1
8
sostituendo in (5), si ha per il sistema di approssimazioni successive:

To(P, t) = U(P, 1),

T.(P, t) =
! o Fe . o fe
- 8(;&)3/2 / ( —(-114-)3»'2 / / oxp - . :1:7')(-11(;”)_ = dop 45 [ T1msl@: ) a_(a%@ a-
8 Co e .
Per la prima approssimazione T4, avendosi
+o 4w \ ,
f { exp = Zk)])(t : (:)MC) dn 47 = dkx- (i —7),

B =]
. V. ox =y == 0 Ak (By 4 C2)(f —
f / (By + 00-exp — LT B an dr — ke (By + G2t — ),

- — @
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si ottiene

t + z +
1 T dt 3 (re) By ~ ¢z | a ) & A
T, = 7:/ i / al, 1) (aT ag + L7 [ I / et —— P g
2) Ak Vt—= s 2} ak P &
0

0

J ]t —T,
0 o

e il calcolo ¢ ricondotto a quello di integrali analoghi o uguali a quelli consi-
derati nel precedente caso, ove si faceia v(z, 1) = m(xz)-p(l), con le solite ipo-
tesi sulle funzioni m(z) e p(2).
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