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Al Prof. Bruro CALDONAZZO

TRISTANO MANACORDA (%)

Sul comportamento mececanico

di una classe di corpi naturali. (**)

1. — Nella presente Nota mi occuperd del comportamento meccanico dei
solidi di KuLvin-Voier (*) soggetti a trasformazioni finite (%).

TLe ricerche sul comportamento meccanico dei pitt diversi mezzi continui
hanno messo in evidenza che lo stato di ogni particella del mezzo ¢ general-
mente individuato (oltre che da un certo numero di scalari, quali la tempera-
tura, Pentropia, ecc.) dalla determinazione, particella per particella, di quattro
tensori. Questi, nel caso di trasformazioni infinitesime, sono:

a) il tensore linearizzato di deformazione, e;
b) il suo derivato rispetto al tempo, ¢;

o) il tensore euleriano degli sforzi, f;

d il suo derivato rispetto al tempo, B..

(*) Professore str. della Universith di Parma. Indirizzo: Istituto di Matematica,
Universitd, Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 25-XI1-1956.

(1) Per la definizione nell’ambito della teoria delle deformazioni infinitesime, e per
alcuni esempi di corpi naturali il eui comportamento meccanico & convenientemente
rappresentato dallo schema dei mezzi di Keovis-Voier, cfr. M. Reixer, Twelve
Lectures on theoretical Rheology, North-Holland Publishing Company, Amsterdam
1949, Lect. virr. Cfr. anche C. TrUESDELL, The Mechanical Foundations of Elasticity
and Fluid Dynamics, J. Rat. Mech. Anal. 1 (1952), 125-800, Cap. vi, anche per la bi-
bliografia. '

(%) Per quanto riguarda le trasformazioni finite di un mezzo continuo, oltre al lavoro
di TrUESDELL gid citato, rimando alla fondamentale Memoria di A. SieyoriNi, Tra-
sformazioni termoelastiche finile (Mem. 1), Ann. Mat. Pura Appl. (4) 22 (1943), 33-143.
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Volendo passare alle trasformazioni finite, non si puo trascurare, ad esempio,
la rotazione locale. Ai quattro tensori sopra indicati si possono allora sostituire
i seguenti:

a') il tensore di trasformazione, «;

b’) il tensore di velocitd di deformazione definito, in funzione della
velocita euleriana della generica particella P mnella configurazione attuale, da

. do
1.1 ‘ d =D——;
(1.1) ar’
¢) il tensore euleriano degli sforzi, f§;
d’) un tensore, f§, formato con 8, B e con lintervento delle compo-

n nti di do/dP ().

Questi quattro tensori devono intendersi, sia nel caso di trasformazioni infi-
nitesime che finite, legati tra di loro da una relazione che pud dirsi brevemente
equazione reologica di stalo (). Non ¢ escluso, naturalmente, che in tale equa-
zione figuri soltanto qualecuno dei tensori sopra indicati, come accade ad esempio
per i solidi elastici o per i fluidi perfettamente viscosi. Comungque, ’equazione
reologica di stato, insieme a qualche conveniente ipotesi sullo stato di riferi-
mento, riesce a rendere determinato il problema, almeno per vaste classi di tra-
sformazioni.

Disgraziatamente nella maggior parte dei casi, la forma di tale equazione
non puo essere dedotta in modo rigoroso da principi generali, ma & suggerita
. da considerazioni empiriche.

E anche per tale ragione che ricorrerd qui a considerazioni di carat-
tere intuitivo per stabilire la forma della equazione reologica di stato
per i mezzi di KrrLvin-Voigr, volendo indicare, con tale denominazione ab-
breviata, quei mezzi continui il cui stato meccanico resti individuato, parti-
cella per particella, oltre che da un certo numero di scalari, dai valori attuali
dei tre tensori « (misurato a partire da una conveniente configurazione di ri-
ferimento), d e f. Mi limiterd anzi (cfr. n. seguente) a mezzi isotropi e che sod-
disfano ad un principio di sevrapposizione.

(3) Cfr.: C. TruespeLL, Correclions and Additions {o the Mechanical Foundaiions
of Elasticily and Fluid Dynamics, J. Rat. Mech. Anal. 2 (1953), 593-612; n. 55 bis.
(%) Cfr.: M. REINER, loc. cit. in (1), Leect. II. : o .
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Prescelta una terna ortogonale di riferimento &= 0, ¢, ¢, ¢;, nel seguito
indicherd sempre, com’® ormai abituale, con C; e C rispettivamente la confi-
gurazione di riferimento e guella assunta nel generico istante dal mezzo, con
P. = (Y1, Yoy ¥s) un punto di C., e con P = (z,, &, @) il suo corrispondente
in €. Sard inoltre indicata con «, la rotazione locale, ponendo

(1.2) o =, a5, of = Ko ey
e con s lo spostamento,
(1.3) s=P—P,.

2, — Per determinare la forma dell’equazione reologica di stato per i
mezzi di KELVIN-VoIieT, comincerd con l'adottare le due ipotesi seguenti:

1) il tensore degli sforzi, 8, si possa intendere somma di due tensori f,
e f., dei quali il primo resti univocamente determinato quale funzione di «,
¢ il secondo quale funzione di d;

11) il mezzo sia isotropo, col che intendo che ’immagine sulla configura-
razione attuale della terna principale di deformagzione sia terna principale di
B1; ed insieme che le terne principali di f, e di d coincidano.

Converra nel seguito introdurre, al posto dei tensori f, e f,, d ed
e = (Karoc—1)/2 1 rispettivi deviatori ponendo, in corripondenza ad ogni
scelta degli scalari q,, ¢., do € &, '

2.1) fr = 4 + T, B: = ¢ + 7o, d =dy + 9, €= & 1
e perciod
(2.2) f=q+7 W=0+ T=1+7),

Naturalmente non & detto che ¢, ¢., d, e & debbano necessariamente coinei-
dere con (1/3)I,6,, (1/3)If., (1/3)1,d, (1/3)I,e rispettivamente. Conviene anzi
lasciar loro la pitt completa arbitrarieta.

3. — Per precisare la forma della relazione tra f§; ed «, e di quella tra fg,
e d, svolgerd qui delle considerazioni di carattere meccanicc-gcometrico che
mi sembra suggeriscano delle ipotesi di carattere fisicamente intuitivo.

2. — Rivista di Matematica.
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Quanto alla relazione tra 5, ed «, le considerazioni svolte in altro lavoro (%)
permettono anche qui di concludere, indipendentemente da ogni ipotesi di
reversibilith della trasformazione, clie, sfruttando eventualmente Uarbitravieta
di‘g, (o di &), si pud ammettere sia del tipo

(3.1) 7, = An, + By,
con
(3.2) N, =%, n o,

ed 4 e B funzioni, per ogni particella, degli invarianti principali di deforma-
zione.

Per stabilire la relazione tra f8, e d, comincio con 'osservare che in corri-
spondenza ad ogni versore u uscente dal generico punto P del mezzo nella con-
figurazione attuale, la velocitd normale di deformazione uxdu & indipen-
dente da u quando e solo quando uw appartiene ad una delle sezioni cicliche

.. della_quadrica indicatrice E, di d relativa a P. In_corrispondenza. a tutti.....

questi versori, anzi, du appartiene al piano di u e della normale a =, in P.

Bi consideri poi la trasformazione ¢ — (' che porta dalla configurazione ¢
assunta dal mezzo all’istante ¢ a quella assunta in un generico istante t' >1.
Siano allora a e b due versori ortogonali uscenti da P e dp I'angolo infinitesimo
formato da a col vettore a + dg-b, ed infine d¢’ Pangolo formato dai vettori
corrispondenti in ¢’. Indico per un momento con & il tensore di deforma-
zione inerente alla trasformazione ¢ — €. Per lo scorrimento mutuo specifico ()
relativo ad a e b, ed alla trasformazione C — ¢’ si ha allora:

. 4 ’ L ! 2 ¢ —
(33) . Gap = [1 + 26aa + ?‘gbb + 4(6aa Epp ™ ‘c"ai)]ll~ (1 + 28!"1) !
(800 = @ Xea, Eap = a X eb),

per cui la derivata rispetto al tempo di o,,, calcolata nell’istante ¢, resta sem-
plicemente espressa da

. ot .y
Ogp == & — &gy »

.« . N Y] ; .7 . .
Draltra parte nelle condizioni attuali ¢ e, = du,, &, = dy,, onde si ottiene per
la welocita di scorrimento mutuo specifico di a secondo b: :

(3.4) o = Uy — Ay
(¢) T. MaxACORDA, Sul legame sforzi-deformuzione nelle trasformazioni finite di un

mezzo  continao isotropo, Riv. Mat. Univ. Parma 4 (1953), 31-42.
(8) Cfr. loc. cit. in (3), n. 3. :
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Questa mette bene in evidenza che condizione necessaria e sufficiente perche,
per qualunque a e b, $ia 6, =0 ¢ che a ¢ b appartengano ad wna delle sezioni
cieliche della quadrica indicatrice di d relativa a P.

Draltra canto (7) per ogni u appartenente ad una delle sezioni circolari della
quadrica indicatrice di f, relativa a P & costante lo sforzo normale uXxf, u,
mentre lo sforzo di taglio é perpendicolare al piano della sezione stessa.

Queste semplici osservazioni e il loro significato fisico giustificano ’ammis-
sione di una terza ipotesi da aggiungere a quelle indicate nel n. 2, e cio¢ che:

i) per i mezzi di KBLVIN-VOIGT qui presi in esame coincidano, per ogni
particella ed in ogni istante, non solo le terne unite di §, e d lefr. ipotesi 11)],
ma anche i plani delle sezioni circolari delle loro quadriche indicatrici.

I’ipotesi ora accennata si traduce analiticamente, sfruttando anche qui
eventualmente D’arbitravietd di ¢, (o dy), nella relazione tra 7, e J:

(3.5) Ty == 2ud

con u funzione, per ogni particella, degli invarianti principali della velocitd
di deformazione. .

Raccogliendo i risultati (3.1) e (3.53) si arriva cosi alla relazione
(3.6) T = An, + Bn, —2p0,

od anche [cfr. (2.2)]

(3.7)

=

=p + 2me, + ne, — 2ud,

con P =q + g— A& + Beg' 4+ 2ud, funzione degli invarianti principali
di B, e e d, e [cfr. (3.2)] ¢, = a,ex’. La (3.6) [0 (3.7)] viene a costituire, nelle
ipotesi ammesse, la pilt generale equazione reologica di stato per i mezzi di
Kervin-VoigT del tipo qui preso in esame.

Osservazione I. La (3.6) [o (3.7)] non precisa completamente il
legame tra f, « e d. Per completare tale relazione occorre almeno dare la forma
della dipendenza di p dagli invarianti di ¢ e d. T evidente che le considera-
zioni qui svolte non possono fornire tale relazione, la quale, del resto, sard
caratteristica di ogni particolare classe di mezzi di KELVIN-VOIGT.

(*y Cfr. loc. cit. in (%), n. 4.
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Osservazione II. Se nella (3.6) [nella (3.7)] si esprime 7, [¢,] in fun-

zione isotropa analitica (8) di un qualunque altro tensore atto a rappresen-

tare la deformagzione del mezzo, la (3.6) [la (3.7)] non cambia di forma. In

particolare, introducendo 'omografia di deformazione inversa z, legata ad e,

da )

(3.8) 14 2e=(1+2¢)7,

resta acquisita per p una espressione del tipo

2me +ne—2ud (%)

-}

(3.7.1) B=p -

4. — Dalla (3.6) si pud naturalmente dedurre come caso particolare 1’equa-
zione reologica di stato dei mezzi di KELVIN-VoicT per il caso di deformazioni

“linearizzate.  Tensiamo infatti ¢he 1o trasformiazione “dipendainrmodorer

golare (1°) da un parametro ¢, con la condizione che al valore # = 0 corrisponda

(®) Cir. ad esempio: M. REINER, 4 mathematical Theory of Dilalancy, Amer. J.
Math. 67 (1945), 350-362.

(®) Nel caso particolare di ¢ si pud dedurre direttamente la (3.7.1) dalla (3.7) sfrut-
tando sempre la nota identith, valida per una qualunque omografia v,
Iy + Lyy—Iy =0
La (3.7) si pud infatti serivere nell@ forma
B =P 4+ M- (14 2¢) + N-(1 + 239)2‘—* 2ud,
cioé, per la (3.8),
B=P 4+ M- (1 +2%1 4 N-(1+ 27%)2—2pud
Daltro eanto, dalla idenbith sopra richiamata si ﬂcawa
yr={r—Lyy+ Ly}l
Basta allora identificare y con 1 - 2 e, © sostituire nella espressione di f. Sfruttando
ancora la stessa identitd per esprimerc (1 4 2 )% e (1 4 2 ¢)* in funzione di 1 4 2 € e

di (1 + 27%)?, si perviene proprio ad una espressione del tipo (3.7.1).
(1) Cfr.: A. Sienorini, Memoria cit. in (3), Cap. I, n.18.
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la configurazione di riferimento. Pongo poi, per un qualunque scalare o ten-
sore @ funzione di 0, :

an(lj
poOY . (p b — (___ .
(1) PO = (@) o = (%5), .

N

Suppongo infine che la configurazione di riferimento sia di equilibrio naturale.
Derivando allora la (3.6) rispetto a 9, e poi ponendo 9 =0, si perviene alla

relazione

(4.2) T = 2, 'Y — 2, 07,

n

con 2u, = A®, u, = p indipendenti dalla trasformazione, e dove 1" non

difterisce dal deviatore del tensore linearizzato di deformazione relativo allo

spostamento s'".

A temp'()'”s”’cesso,“1)e‘nsiamo”‘di"identiﬁcare”s“’ con-—(1{3)Iy-€P-e—dg—con—.

¢
(1/3)I, d®.  Con cid dalla (£.2) si ha I, 7V =0, c¢id che implica [cfr. (2.2)]
g = (1/3)I, . Alla (4.2) siopud quindi aggiungere la relazione, ottenuta
da (3.7),

(+.3) P =P+ (2/3)mOL, &P — (2/3)u T, AT

Basta a questo punto ricordare che ¢ AW = ¢, e tener presente la supposta
dipendenza di p dagli invarianti di deformazione e di velocitd di deformazione
anche per il tramite degli invarianti degli sforzi (e che la configurazione di ri-
ferimento ¢ di equilibrio naturale) per poter scrivere le equazioni cercate nella
forma ' '

(44) ,L_(l) . Q‘L(,e 77(1) . Q,UU 77(1)’ q(l) s g ]‘.c 11 8(1) e k’v Il 8(1)’

in cui ¢, (come k, e k,) ¢ al pit funzione, per ogni particella, della temperatura
e di altri eventuali scalari, ma non degli invarianti di ¥ e d*.

Te (4.4) mettono bene in evidenza che, per deformazioni linearizzate, i
mezzi di KELVIN-VoIGT possono pensarsi ottenuti dalla sovrapposizione di
un mezzo perfettamente elastico con un fluido perfettamente viscoso. Anche
la teoria svolta in questa Nota ¢ una teoria di sovrapposizione, ma giova forse
ancora ricordare che nel dedurre la (3.1) non si & fatto ricorso ad alcuna ipotesi
di reversibilita. '
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5. — Mi occuperd ora brevemente della propagazione di onde ordinarie di
discontinuitdh in un mezzo linearizzato di KrrLvin-Voigr.

G. LAMPARIELLO ha da tempo dimostrato (11) I'impossibilith della propaga-
zione di tali onde in un fluido perfettamente viscoso. Poiché uno dei compo-
nenti di un mezzo linearizzato di Kervin-Voier & appunto un fluido viscoso,
¢ presumibile che tale impossibilita sussista anche nel caso in esame. Lo proverod
rapidamente ricorrendo al consueto metodo delle caratteristiche (*2).

Le equazioni indefinite di Cavcny, riportate a forma lagrangiana, senza
alcuna restrizione per 'ampiezza della trasformazione, si serivono (1#), ove si
indichi con ¢ la densitd attuale e con p, quella nello stato di riferimento,

(5.1) o (F—a) = grad, »,
con
(5.2) # = fRu, Ou=pl .

Si faccia ora intervenire un parametro moltiplicativo 9 per le forze di massa,
cio che implica una dipendenza della trasformazione anche da 9. Con cio,
nella ipotesi che lo stato di riferimento sia stato di equilibrio naturale [B” = 0],
le equazioni di Cavcumy linearizzate sono

(53) ’ . 0s (F_ a(l)) — grad,,* /3(1),

nientre, allo stesso tempd, f® resta espresso [cfr. (4.4)] da

(3.4) B =qo— A I, ¥ —2u, &V — 2, I, 4% — 2, AV,
con
(5.5) Ro= ko (2B ey Ay = ky— (2/3)t0 -

(**) G. Lasparierro, Sull'impossibilita di propagazioni ondose nei fluidi wiscosi,
Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (6) 13 (1931), 688-691.

(**) T. Levr Civira, Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa,
N. Zanichelli, Bologna 1931.

(18) Cfr.: A. SieNoriNt, Memoria cit. in (2), Cap. II, n. 3.
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Con «id, indicando, ormai senza possibilita di equivoei, brevemente con
s e v lo spostamento e la velocita linearizzati, le (5.3) si trasformano natural-

mente in (*):

a°s i
(5.6) 0. F — 04 P grad ¢, — (%, + 1) grad divs —

— (A 4+ ) grad div o — p,- 4, s—u,d,v.

A queste va infine aggiunta I'equazione di continuita, che scrivero nella forma

do
(5.7) aTa—odnv_.()

11 sistema (5. 6) (5. ;) si presenta sotto forma nolmale rispetto alle derivate

tempomh. Si pensi ora di effettuare un cambiamento di variabili ponendo
(5.8) Y5 =@z, 2, %2y %)y t =12, 21, %, %)

e si voglia stabilire la condizione perche il sistema trasformato possa ancora
porsi in forma normale rispetto a z. Posto per brevita

0z
Yo =1, Pr = e (h =0, 1, 2, 3),
Jh

si-ha separatamente, mettendo in evidenza solo i termini che contengono le
derivate di ordine massimo in gz,

s , s
— == P = e
otz Po FIC
, g 3, s
grad divs = Z, Py € Z,‘ Prgm e Ays = 20 PR 4,
, - »
. 3 3 a3sh 3 aS
grad dive = p, > . P € ou Pu = 4y, Ayv = z, pE— e e
1 1 o

() Ormai senza pericolo di confusione sopprimo Tindice P,
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Posto allora per semplicitd

3 .
(5.9) P = (3 p) we= /P (=1, 2, 3),

1
poiche il sistema (5.6) si trasforma in

3o
s 9 S

3 3
(5.10) fo Do P2 o e b (Ao o ) o gl; P € D 5 Ao =0,

1

la condizione perché esistano onde reali si riduce a quella che si annulli
il determinante

o + & Sy Oy oy Oy i
(5.11) A= +upPpiPs| a0 ok 4k Oy g g
| o oy O o+ k ’
con
(5.12) ko= u,f(A, + 1) .

Poich¢ si ha

A = piPe (A, + ) k2 (1 4+ k),

la condizione per l'esistenza di caratteristichie reali variabili col tempo equi-
vale a quella che sia k¥ = 0 oppure k¥ = — 1, condizioni queste ambedue assurde
perche, per essere w, >0, 31, + 2u,>0, & certo k >0.

6. — Do ora un esempio di applicazione dei risultati conseguiti nei nn.
precedenti ad un caso particolarmente semplice ma espressivo. Per maggiore
sempiiﬁcazione supporrd che il mezzo si riduca ad omogeneo in €, ed insieme
che p ed i coefficienti m, n, w che figurano nella (3.7.1) non dipendano esplici-
tamente da P, . ‘

Si consideri allora la trasformazione definita da

(6’-1 ) 2y =y 4+ AQ) -y, Ty = Y, Xy == Y3 .
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Per essa si ha

dyy = dy = 4, dyy = dyy = dyy == dyy == dyy = 0,

&y =y = — (1/2)4, &y = En = &y = e = & =0,

per cui si ottiene [cfr. (3.7.1)]

4 0| 420 0 o 4 of

| i | |

63) pf=p—m, 0 0 ‘x + (n4) 1) 0 A* 0 |—pu | A 0 0
l i i i

f i

0 0| | oo o 10 0 0

Avendosi I, & =1I, =0, I,d=1I,d =0, i coefficienti m, n, p risultano

funzioni_solo di 4% e A2, e percid solo del tempo. Nel caso di trasformazioni

linearizzate si avrebbe invece [cfr. (4.4)]:

(6.4) TR = —pu, A—p. A4, T = =1y =0, q? =P, -

1’influenza della non linearitd si manifesta percid in due modi differenti (**):
a) con la presenza in f di una parte isotropa, p, in generale non nulla, funzione
degli invarianti ¢ e d; b) con la presenza di sforzi normali aggiuntivi,
Xy —p = Xpp—p = nA?4, funzioni solo di A=

Come si vede, la (3.7.1) non consente nel caso in esame che questi ultimi
sforzi dipendano anche dalla velocitd di deformazione. Tale particolariti &
dovuta al fatto che la (3.7.1) si presenta, nei rignardi di d, come quasi lineare.
Cid non sembra tuttavia inaccettabile.

(18) Cfr.: C. TruespeLL, loc. cit. in (}), n. 10.






