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Dionisto GALLARATI (%)

Una proprietd caratteristica della varieta di C. Segre

prodotto di una retta per un §,. (*¥)

1. — In questa Nota estendo un risultato ottenuto in un mio precedente
lavoro (1), dimostrando il seguente teorema: Se una V,y, differenziabile apparte-
nente allo spazio S,, con r>2p + 1, non & un cono e non si compone di spazi
lineari Spiq, € S¢ © suoi S,y tangenii sono incidenti a p -+ 2 rette congiunte @
p+1ap+1daun Sy, gli Spry tangenti di V., incontrano cov relte, ed anzi
Vot & la 8,— VI razionale normale che al modo di C. Segre rappresenta le
coppie di punti estratti da una retta e de un S,, e ciod il luogo delle rette che
congiungono le coppie di punti corrispondenti in una omografia tra due S,
sghembi.

2, — Sia dapprima V4, una varieth differenziabile, non cono e non com-
posta di spazi lineari 8,:,, appartenente allo spazio proiettivo Sp,+, € non ad
uno spazio inferiore, avente tutti gli S,y tangenti appoggiati a p + 2 vette
@gy Gy ..ny Gpiy cOngiunte a p +1 a p +1 da un Sppyy -

L’ipotesi che V,i; non sia un cono implica che queste rette appartengano
all’S,,+; che contiene V,i,: in caso contrario, infatti, una almeno di esse
avrebbe in comune con I’S,,., contenente V4, soltanto un punto; e per questo
punto passerebbero tutti gli §,., tangenti di V4, .

(*) Indirizzo: Istituto Matematico della Universita, Genova, Italia.

(**) Ricevuto il 15-XI-1958.

(*) D. GALLARATI, Una proprieta caralleristica della variela cubica aire dimensioni
dello spazio S;, Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino 17 (1957-58), 1-14.
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Assumiamo il (2p -+ 2)-edro 4,, 44, ..., 4,,.; di riferimento per le coordinate
proiettive ed omogenee x; dei punti di S,,4, in modo tale che a; = 4,,4,,4,
(1= 0,1, .., p); e supponiamo che L(Ay, Ay, ...y Aoprs) €d H{ptg, ttay oy Hopis)
siano due punti di a,4; . Si vede subito che & lecito supporre A, = oy = 1,
Aoty == e =0 (1 =0, 1, ..., p). Per cid basta osservare che l'ipotesi che
@y1, Sia sghemba con1’8,,—; che contiene le rette ay, @y, ..., @y, Gipyy ..., @, assicura
che A; = Ayipts i1 — Ainattas = 0, ed operare ’omografia non degenere:

1
S 0 By == (Harty Bas — HUa; Bai3a) /A

I
( 0 Pypy = — (Rosrs Bos— Aoy Woitn) /A

. L (p+1 . .
Ciascuno dei ' Sopmzs Tos = Tojppy = Ta; == Tpje; = 0 & segato da ogni
2 e 2 >
Syt tangente di V1, secondo un 8,-,; e quindi il cono che proietta ¥, da uno
di questi §,,-; ha dimensione 2p (?). Pertanto, se V,4, & data mediante le equa-
zioni parametriche:

(1) @@yl i ®gpry =1 ttg Oa(ttey Wyy woey W)l oeel Oupia(Uoy Uyy wony W),

con 0y(ug, Uy, ..., %,) funzioni continue insieme alle derivate prime in un campo
assegnato, dovranno le quattro funzioni 0,;, iy, 0,5, 0.0 (per ogni coppia
di indici 1 >0, §>0; 0, =1, 0, = %,) essere proporzionali a quattro funzioni
di due soli parametri essenziali.

In particolare 1, w,, 0., 0,;4q (¢>1) devono essere proporzionali a fun-
zioni di due soli parametri; e cio® u%,, 0y, 0,:4+; devono essere funzioni di due
parametri. Sono allora possibili due casi:

1°) una delle due funzioni 0,;, 0,.4; & funzione di u, e dell’altra; ad
esempio Oq,qy = Oyppi(tty, 05:);

20) una delle due funzioni 0,;, 0,,4, dipende solamente da %,; ad esempio
O = 05:(10) .

(*) F. BuvErt e B. SEGrE, Linviluppo di un sislema pii volle infinilo di curve piane,
Ann. Mab. Pura Appl. (4) 8 (1930), 173-19). D. GaLtarari, Adleune osservazioni sopra le
varietd i cui spazi tangenti si appoggiano irregolarmente a spazi assegnatr, Atti Accad.
Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 20 (1956), 193-199.



[3] UNA PROPRIETA CARATTERISTICA DELLA VARIETA DI C. SEGRL ... 23

Possiamo supporre che per i primi & valori dell’indice 4 si verifichi il 2¢ caso,
per gli altri il 10 caso. V., potrd essere rappresentata con equazioni della
forma:

(2) By o @y o oee s Bopyy =
=1 0u(to) O on ? OorUo) * Oartn & Ouia t Oniea(thoy Oora) © v o Osp o Oapia (o, 0,,) -

1 secondi membri delle (2) dipendono soltanto da ., 0z, 05, ..oy Oarsa,
Ositay .., Op; e pertanto queste funzioni, che sono esattamente p + 1, de-
vono essere funzionalmente indipendenti, perché altrimenti le (2) rappresente-
rebbero una ¥, con ¢ < p . Potremo allora assumere u,, 05, 0;, ..., Ositry Dortans
..y By, come nuovi parametri — che seguiteremo a chiamare uy, %1, ..., %y —
e scrivere le equazioni di V,;;, nella forma:

Dot Byt oot apry =1 0 g - Oalabg) 2ty Ox(te) » Ut oon X Ogrltg) T 2y
DUty o Oorsa(Uoy Wpts) T een - Uy - Oapra(Uoy )

Se k> 1 queste equazioni rappresentano un cono di vertice A 4; ... Au4;
sard dunque k =0, e Vi

(3) Lo I %y L ee [ Wppiy =
=1 Ui Uyt Oty )t tbel O5(ty ) Done DD Oapaa (o, i) Deee iyl Oopta(toy Us) -

8i vede facilmente che gli S, tangenti di una V4, rappresentabile con equa-
zioni della forma (3) incontrano le rette A,:d,;1; (7> 1): infatti le coordinate
By, Tyy eeey Baicay Baitay -ory Lopry SoONO funzioni dei parametri g, g, ...y %,
Uitry --ry Uy © ci0e di p parametri soltanto, sicché ¢ solo p -+ 2 la dimensione
del cono che proietta V., dalla retta A, 4,4, .

Resta ancora da imporre che gli S,., tangenti di V,., si appoggino alle
rette A,4, ed LM .

3. — La condizione necessaria e sufficiente affinché tutti gli 8,4, tangenti
della V4, di equazioni (3) si appoggino alla retta 4,4, & che le funzioni 0,(u,, %),
O5(thgy Us)y wvey Onirr(Ugy %)y -oey Oapea(tho, Uy) siano integrali di un’equazione dif-
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ferenziale della forma:

!4 kd X 20X
4) 0ty gy oory W) tX — D e + o(they Uy o.ny Up) P 0
1 3 0

nella funzione incognita X (¢ e o funzioni non entrambe identicamente nulle) .
Esaminiamo dapprima il easo po = 0. Se ofthyy Uy, ..oy %) = 0, la (4) si
riduce a 0X/ou, = 0; e V,y:

(5) Bo i@yl ewe Ilopty = 1 1% 0 %y D Os(tg) s O5(Us) & eve sy 2 Oppa(a0,)

»
Se oy, Uy, .uny %) =0, la (4) diventa X — Yu; (0X/2u,) =0, e quindi

. 1
Osit1(t9, w;) & un integrale dell’equazione differenziale X — ;- (0X]0u;) =0,

che da subito Oyry = % @osry(0); € Vipsy:

(6) ol i@y =1 Ul Paltho) © Us I Us @s(Uo) I .o D Uy L Uy o1 (o)

¢ una serie semplicemente infinita di spazi 8, incidenti alle rette (oy Ay oeey Ay s
Sia ora go £ 0. La (4), ponendovi X = BOy4y(1t, %), da:

ani+1 \ aeziﬂ
+ O(Ugy Uyy eeny Up) =
ou;

(7) 0ty Uyy voey Up) |Opena(tte, ;) — u;

(it=1, 2, .., p).
Non pud essere, per qualche valore di 4,

agoi+1 ag"H—l
. ) — : - e 0 )
Oseta(®o, Us) — w0, E ou, !

in tal caso, infatti, si avrebbe Oy44(%,, u,) = ku; (con %, costante) e V., appar-
terrebbe all’S,, di equazione @, = k, 4,;, contro le ipotesi. La (7) implica.
pertanto che la funzione v = —o/p sia funzione delle sole due variabili u,,
% (1 =1, 2, ..., p), e cioé addirittura della sola variabile u,. Ne segue che le
p funzioni 6,,.,(u,, %) sono integrali dell’equazione differenziale

X 20X
X—wa :T(u")éﬂ—o’
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il cui integrale generale & X = xQ[ M(u,)/x], ove 2 & simbolo di funzione ar-

bitraria ed M (u,) = exp f 7Y uy) du,. Si ha dungue per V,., la rappresen-
tazione:

Lo L @y 0 eee I ppyq =
=1ty 5 Uy o Qe[ M (o) [us] 2 g T Qs M (o) ftts] 2 oo s Uy & U Qo [ M (200) 205
od anche, ponendo u,/M(u,) = u¥ (¢ =0, 1, ..., p),
. . . . . * . 3 By [ . &
Dot Wyl By = (2 ) % Lty LU Qa(L/)7) Lo Dy L Qo (10,
e cio¢ una rappresentazione della forma:
(3) By L @y e I Bappy = Uo L Ex(Ug) T2y T E(2tg) Tent DU Enpia(Uy)
~ Poicheé le (5) rientrano come caso speciale nelle (8) si ha intanto che: esi-
stono in Syt due famiglie di Vi, non coni e non composte di spazi lineari S,4,,
aventi gli S, tangenti appoggiati @ p -+ 1 rette indipendenti ay, a4, ..., a,. Una
prima famiglia, dipendente da p funzioni arbitrarie di wna sola variabile, é costi-
twita da tutie le serie semplicemente infinite di spazi S, incidenti alle vette ag;

una seconda famiglia, dipendente da p + 1 funzioni arbitrarie di una sola varia-
bile, & costituita dalle Vi, delle forma (8).

4. — Cerchiamo ora la condizione cui devono soddisfare le funzioni 6,, 0,,
vy Oppry affinehe la Vo, di equazioni (1) abbia tutti gli spazi S,+, tangenti ap-
poggiati alla retta LI, ove L(1, 0, 1, 0, ..., 1, 0), A0, 1,0,1, ..., 0,1).

Operiamo in 8S,,4+ 1’omografia non degenere di equazioni: ®

D. % Xl Lee X2p+1:

=W i Wy i By— Ly L Wg— By L een D By~ Lo s Pogty — By o v @ Top— B L Lopiy — B,y

ES
che trasforma V4, nella V5 ,:
Kot Xyt Xpppy =

=1 U 0 —1 05— ty: e Opi—1 0 Bosrg— g s oen t Ogp— 1 0 Oppy — Ug,

ed I, M nei punti L*(1, 0, 0, ..., 0) M*(0, 1, 0, ..., 0).
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Si vede subito che affinche gli 8,, tangenti di V), , siano tutti incidenti
alla retta L*M*, e cio¢ affinche tutti gli 8,4+, tangenti di V,, siano incidenti
alla retta LA, ¢ necessario e sufficiente che le funzioni 6,,— 1, 0,0 — 4
(t=1, 2, ..., p) siano 2p integrali (linearmente indipendenti) di un’equazione
differenziale della forma:

0X

15~
duy

fo 3

X

P
o,

X
(9) AX+205;+/1 +..+2 =0,
0

Se V.4, ha equazioni della forma (6), risulta: 0, = w4;, Oyuq= 2%; @yri1(1he);
e la (9), ponendovi X =u;—1 fornisce A-(u;—1)-+1, =0 (i =1, ..., p). Ne
segue che affinche gli 8,4, tangenti di V,:, siano tutti appoggiati alla retta
@y = LM & necessario e sufficiente che le p funzioni w; @uu,(u,) — %, siano
integrali di un equazione differenziale della forma

L oX

(10)0(thgy Uyy eeny Up) | X — > (2;—1) e

1

oX
=0...

O Uy Mgy ney by o, =

Ponendo, nella (10), X = u; @y4, (%) — %y, si ha:

(11) Q[" Ug+ ¢2i+1(“o)] + 0o

Uy

de,;
EPora 1] =0.
datg

Poiche i coefficienti g, o che compaiono nella (11) non sono entrambi nulli,
risulta, per ogni coppia di indici 4, § (¢ 1, §>>1):

Uy — P i+1(Up) Uy Ay fdu,) — 1
— O’
Uy — Pajt1(Up) ;e (A sy fdagy) — 1
ossia:
dpyiay dp, 51

[@oisatto) — @aras(ttg)]— u; (2o — . #1(%o)] +u; [0 — %iﬂ(uo)] =0,

du, datg

uguaglianza che deve sussistere identicamente rigspetto ad wu,, %;, %;. Deve
allora essere @a;i(Ue) == @g;11(ty) = o3 € Viyiy:

Do @y eel@opry == 171 U0 0 Uy ) Uglly o Us . Uglly | onn t Uy & Uglly

¢ la varieta di C. Segre: Vo = 8;%X8,.
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5. — In modo simile si riconosce che condizione necessaria e sufficiente af-
fincheé tutti gli S,4+, tangenti di unal,, di equazioni (8) si appoggino alla retta
LM, & che le p funzioni &yuqy(u) — &1(u,) siano integrali di un’equazione diffe-
renziale della forma:

( EooX

1 a.«(
(12) oty Uy, -oey Up) | X — D (U — ) 5«»} - 0(thyy Upy weey Up) Dgo— = 0.
5 1 5 Ou;

Ponendo, nella (12), X = &a(u;) — &,(%,), si ottiene:

I Adoira) | d&yey 45
Qlfziﬂ(’u‘i)““fl(“o)““(ui“—u’o) au, | g au, —dvu,o =

e perché o e ¢ non sono entrambi nulli si ha, per ogni coppia di indici i, 7> 1,

Eqeay(the) — 10 d§2i+1_ £, (1) — 3 d52i+1_ ds,
&Sogpp (U)o F Udi(,l.y = Gyl ) =2y d’llro . S~ d”ll«;« N Cll'lb‘
0,
d&p50q dg ] A&, 4g
g () — ;e VE (1) — U — S
§2y+1( J) i du; 51( o) 0 daty au, du,
ossia:
1 1 1
ag, ds;0q A&y
dag, du; da, =0,
3 w ag, 3 " Aypeq 3 . A&y 144
1 1 T, 2i+1 *du, 2541 ! ",

Ma quest’identitd pud sussistere solamente in due casi (°):

10) se sono nulli tutti i complementi algebrici di una delle tre colonne
del determinante primo membro;

20) se esistono tre costanti 7,, 7., T, tali che le tre funzioni & (), Eosra(2)
&,q(®) siano integrali dell’equazione differenziale

d
(13) rl_{—Tg’g’{"Tg'(w—wg‘(B):O.
dx

dax

(3) Cfr. loc. ¢it. in (*), n. 3.
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Nel primo caso, supposto ad esempio

j‘ 1 dg&/du, £ — 1o+ (A&, /duy)
=0,
; 1 A&,y /du; Enipy— ;- (d&yi4a/Au;) ‘{

e cioe df,/duy = d&pita/dus, & — Up* (A&/AUg) = &yppy — s (Ayiay/due,), esistono
due costanti I, m tali che &(u,) = lu, + m, &uq(u,) = lu; + m, e V,., appar-
tiene all’S,, di equazione @, — sy = 1+ (o — ;) .

Nel secondo caso, se 7, =0 si ha subito &) = huy + ky, Epiralws) =
= ht; 4 kiy E3501(%;) = hu; + k; con by Ky, k., k; costanti, e V., appartiene al-
P8y di equazioni (m;, — hao)/ky == (@pi0y — htas) i = (@osey — hitv;) [ Bes.

Se 7, 7 0 la (13) fornisce w(®@) = b+ { @ — (5/75) } — (14/v5), con k costante;
e quindi ancora V,i, appartiene ad un §,,.

6. — Per giungere al teorema enunciato basta osservare che una V,., con
gli S, tangenti appoggiati a p + 2 rette a,, ay, ..., @,+; congiunte a p + 1 a
P + 1 da un Sy, 12 quale non sia composta di spazi lineari S8,., né di
coni, appartiene ad un 8,,,, contenente a,, a,, ..., a,.

Che lo spazio S, in cui V,., & immersa contenga le p - 2 rette a; & conse-
guenza immediata dell’ipotesi che V,.; non sia composta di coni; riesce dunque
r>2p +1. Ma non pud essere » > 2p + 1, perché altrimenti la proiezione
di V,+; da un generico 8,.,,—, di S, sopra un 8,,.,; sarebbe una Vfﬂ di Sopis
avente tutti gli S, tangenti appoggiati a p 4 2 rette generiche; onde V, A
e quindi la stessa V,4;, sarebbe la varietd di C. SEGRE prodotto di una retta
per un §,.



