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Maria AxroNierra BAraTTA (%)

Effetto della rotazione terresire sul moto

attorno al baricentro per un solido di massa variabile. (*¥

1. — Introduzione.

In questa nota mi occupo del moto, attorno al suo centro di massa G di un
solido, di massa variabile, a struttura giroscopica, nel caso che sia trascurabile
il momento rispetto a G di tutte le forze, ad eccezione di quelle apparenti do-
vute alla rotazione terrestre.

In tali condizioni vengono scritte le equazioni di moto, stabilendo 1’esi-
stenza di un solo integrale primo, contrariamente a quanto accade per i solidi
di massa costante [1] (1).

Non ostante questa circostanza sfavorevole, si riesce a dimostrare 'esi-
stenza di una classe di precessioni regolari, che possono anche degenerare in
rotazioni uniformi. ‘

2. Impostazione del problema.

Sia 8 un solido a struttura giroscopica di massa m variabile nel tempo, in
modo perd tale da non alterarne la configurazione giroscopica.

Sia 8 soggetto, oltre che alla forza peso, alle forze aerodinamiche, alle forze
dovute all’emissione di massa, anche alle forze apparenti dovute alla rotazione
terrestre.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Rieevuto il 17-2-1960. '

(*) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta alla fine del
Javoro. S ‘
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Indico con:
@, il centro di massa del solido §;

i, j, &, 1 versori di una terna B, centrale principale d’inerzia, con k versore
dell’asse giroscopisco;

o, la velocith di rotazione di § rispetto a una terna di riferimento so-
lidale con la terra;

p, ¢, 7, le componenti di w rispetto a G,;
o, la velocitd di rotazione terrestre supposta costante;
&,, @ i momenti principali d’inerzia equatoriale ed assiale del sistema:
0 02 3

iy (2 =1, 2, 3,) le componenti in B, del momento risultante rispetto
a G delle forze dovute alla variazione di massa;

Olo;, (i =1, 2, 3,) le componenti in B, del momento risultante rispetto
a G delle forze aerodinamiche;

My, (3=1,2,3,) ]e componenti in B, del. momento.delle. forze apparenti
dovute alla rotazione terrestre, anch’esso calcolato rispetto a G.

Non ostante la variabilita della massa, ’equazione dei momenti assume la
forma (analoga a quella delle equazioni di Eurero) ([2], pp. 361-373)

Ay p— (To— Co)pr = Moy — iy + M,

1) o q + (Ay— Cp)gr = DNoy— u, + M,
( Cot = Moy — us + M, .

Nei numeri seguenti verra studiata, in particolare, 'influenza della rota-
zione terrestre, sul moto di S, trascurando, in questo primo approccio, il mo-
mento delle forze aerodinamiche e quello delle forze di gefto, rispetto a @,
essendo nullo rispetto a tale punto il momento delle forze peso. I1 momento
delle forze di getto ¢ effettivamente trascurabile, ogni volta che il getto avviene
con simmetria.

3. — Il momento risultante M delle forze dovute alla rotazione
terrestre.

Avendo supposto la massa di S variabile col tempo, non si possono pil rite-
nere, a priori, validi i calcoli relativi a corpi di massa costante ed & necessario,
percio, stabilire di nuovo la forma del momento M rispetto a @ delle forze ap-
parenti.

Sia X,, il campo occupato dalla massa di 8, all’istante ¢, P un punto
generico di 2, e g(P) la densitd materiale.
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Sioavrd:

(2) Mzwzfo(P»-G)/\(a/\P)dz.

>4

R

Introdotta ora una terna di riferimento B, solidale con § di origine O, ap-
partenente a k e parallela a B, e detta G, la velocitd di G relativamente a Tp &:

(3) P=G—G,+oA(P—G@) =v, +ohP—G).

Ne risulta quindi:

@) M=—2{]oP—G)A(GAv) AL+

+ [oP—&) A[oAlo A (P—G)]AL}.

___Essendo o e v, due vettori indipendenti da P, il primo integrale della (4) e
nullo e si ha:

(5) M=2[oP—@A[@AP—@]Acdl.

Per la supposta simmetria di S rispetto a Gz, tenendo conto delle ben note
espressioni di &, e @, si ottiene, in fine, per M la seguente espressione vet-
.
toriale

6) M = )@ A 6 + 2[dy(t) = €®)]w A (6 X K)k.

4. - Studio del moto di § attorno a G nel caso di p= = 0.

Passo quindi a considerare il moto del solido S, attorno a & nel caso, in cui
I'unico momento non nullo rispetto a tale punto, delle forze agenti sul sistema
sia quello dovuto alle forze apparenti della rotazione terrestre.

Tssendo w =k A k + vk ([1], pag. 2) e M espresso dalla (6) il sistema (1)
si traduce in:

M Gk AE A+ Coh + Sk = G A 0 + 2% —Cw A (6 % k),

che non differisce dall’analoga equazione per un solido di massa costante se non
per la variabilitd, col tempo, di &, e &, ([1], pag. 7).
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Moltiplicando la (7) scalarmente per k e tenendo presente che & x k — 0,
si ha subito, non ostante la attuale variabilitah di &,, @,

(8) r=—a % k,

cio che implica, per la supposta costanza di ¢, la validitd dell’integrale primo

(9) : o =rg—0 X (k— k), (7o, Ky, costanti).
Moltiplicando, poi, scalarmente per k Ak si ottiene

Aol A k) X (kA k) = @k A 0) x (kA k)

e quindi

£

Atk A k) dr?
0 g, — e
(10) o dt O

Posto «(t) %onao poiche & (k A k) = k2 1a (10) equivale a

' ak)? art
(1) dt =) -’

Se «(t) si riducesse a costante senza che tali divenissero € e @, la (11) for-
nirebbe un ulteriore integrale primo della (7), come per il caso di solidi di massa
costante ([1], pag. 8). In generale invece eid non accade. '

Se, infine, si moltiplica la (6) scalarmente per il vettore costante o si ottiene
la relazione:

(12) Aok A E) X 0 -+ @k + 1K) X 6 = 2(8y— C)(6 X K)o x k)

da cui

gft[(k Nk X 6— (6 X Bkl < o :~o:(t)f(}t[7'k + (6 X k)k]x o

.1 . d
(13) { (C—[ [k N E— (o X Bk] -+ aft) T

[7’k—§~(o><k)k]} X o == 0.

Pud darsi che quest’ultima relazione non sia indipendente dalla (12) e dalla
(9). Perché cid si verifichi occorre e basta che per ogni ¢ si abbia

(14) EARNE) X 6=0.
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Infatti le (9), (12), (13) sono state ottenute moltiplicando la (6) scalarmente

per k, kE Ak, e o ¢ la (14) esprime proprio la complanarith dei tre vettori.
Valida la (14), la (13) si riduee a

o x k=0,

da cui ¢ X k = cost e quindi, per la (9), » = cost.

4. -~ Precessioni regolari e rotazioni uniformi per S.

Cerco ora, se per il solido & di massa variabile, a struttura giroscopica, sog-
getto esclusivamente alle forze apparenti dovute alla rotazione terrestre, sono
ancora possibili precessioni regolari.

Se.¢ 4

(15) 7 =1, = cost.,

il moto si riduce attualmente ad una precessione regolare.
In questo caso, infatti, da (9) risulta

(18) 6 X k = cost.,

quindi, essendo w =k A E+ rk,
GX];eEo‘/\kXCO:: s

¢id che esprime, insieme alla (10), la costanza dell’angolo formato da k con o,
e la complanaritd dei tre vettori.
D’altra parte dalla (11) si ha

(17) ; | k| = cost.

Cit implica che il componente equatoriale di e abbia modulo costante. Quindi‘
ricordando anche la (13), si pué concludere che w ¢ un vettore di modulo co-
stante. Dopo di che si verifica, come in precedenza & stato accertato, che anche
la (13) rimane automaticamente soddisfatta.

T evidente che in queste condizioni gli angoli che e forma con k e o risultano
pure costanti e quindi si pud concludere che w ammette una decomposizione
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in due vettori w, e @, il primo costante diretto secondo ¢ e ’altro, di modulo co-
stante, diretto secondo k.

I1 moto di § attorno al suo centro di massa ¢ quindi una precessione rego-
lare, avente per asse di figura 1’asse giroscopico e per asse di precessione la pa-
rallela a ¢ per G.

Viceversa la possibilitd dinamica di una tale classe di moti é accertata ove
si dimostri la possibilitd di scegliere una costante A, in modo che

(18) k= 2o Ak

verifichi identicamente le equazioni di moto. ,

Ammessa valida tale espressione di k si ha, infatti, ¢ x E=0 e percid,
per la (8), r = cost . Sostituendo poi in (7), Pequazione risulta identicamente
soddisfatta se, posto, come in precedenza wft) == Cy(2)/(dy(t) e, per breviti
@ =71, +- 6 X ky, sard identicamente soddisfatta la relazione

(19)n Ao BN A AR 2) e o) (@A ) =0
(o si verifica solo se ¢ contemporaneamente

Mo X K)(A +2) =0,
(20)
ak + 7, =0.

Dalla (20) discendono tre possibilita :

A=0
T) §
( A =—tla

che porta, come ¢ facile verificare, al caso banale w = 0.

o xXk=20
1)
Ao =—1a
e percid, tenuta presente l'espressione di a4, 4 =— 1. Essendo poi per le (18
= Ade—dex k + vk,
si ottiene:

W =0 -} k.
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Abbiamo quindi una effettiva precessione regolare con velocitdh propria

rok e velociti di precessione — o, e con gli assi di rotazione propria e di pre-
cessione orfogonali. )

11T)

PP
s

f

|
[

da cui, essendo a =1y, + o X ky,

Ao=2
21)
0 X ko= 71y/2
Di qui
E=—20Ak
e quindi
W = — 20

Si realizza, in questo caso, una rotazione uniforme attorno a una retta
uscente da & e parallela a o, con velocita in modulo doppia di quella della rota-
zione terrestre.

Fissato ad arbitrio #,, la direzione di k resta perfettamente individuata
dalla (21,) .

Riassumendo, quindi, si pud concludere che anche per solidi giroscopiei di
massa variabile, girevoli attorno al centro di massa @, nell’ipotesi che siano
trascurabili rispetto a ¢ i momenti di tutte le forze agenti su S ad eccezione di
quello delle forze apparenti dovute alla rotazione terrestre, sono possibili pre-
cessioni regolari che possono degenerare in rotazioni uniformi.
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