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Pasquare MASTROGIACOMO (%)

Su alcuni tipi di complessi quadratici di rette di S,. (*%)

PREMESSA.

Uneo studio organico dei complessi algebrici di rette di ordine m di uno spazio
proiettivo complesso ad n dimensioni (S,) & stato iniziato per m >1ed n > 2 da
B. SEGrE [9] (*) e da questi completato soltanto per i complessi quadratici di
rette di tipo generale di 8, ([10] e [11]). I complessi di rette del 1° e del 2° or-
dine di &, sono stati esaminati a fondo da F. Krein [8]. Tra i complessi qua-
dratici di rette di tipo particolare di 8, sono stati largamente studiati da BAaT-
TAGLINI [1], C. SEGRE [12], A. TERRACINI [15], . BoMPIANI [5] ed altri i co-
siddetti complessi armonici (cio¢ quelli mutati in sé dalle omologie armoniche
determinate da un tetraedro) [8]. Recentemente E. Bompraxi [5] ha deter-
minato i complessi quadratici e cubici di refte di S, (n > 3) mutati in sé dalle
omologie armoniche determinate da un (n 4 1) — edro e successivamente [6] ha
risolto 1’analogo problema relativamente a spazi subordinati qualsiansi S,-,
di 8, . Particolari complessi armonici di S; sono i complessi tetraedrali o com-
plessi di Reye: ricordo che un complesso tetraedrale pud definirsi [3] come
il luogo delle rette le cui intersezioni con le facce di un tetraedro assegnato for-
mano un birapporto prefissato. Di esso sono note [3] diverse generazioni pro-
iettive. ‘

In questo lavoro realizzo in §, (# > 3) una delle possibili generalizzazioni
dei complessi tetraedrali, introducendo un tipo di complesso quadratico di rette

(*) Indirizzo: Istituto di Geomefria, Universitd di Bari (Italia).
(**) Ricevuto il 15 dicembre 1961.
) 11 presente lavoro ¢ stato eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 1 del
Comitato per la Matematica del C. N. R. per P'anno accademico 1961-62.
(1) Le [ ] si riferiscono alla Bibliografia alla fine del lavoro.
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{che per m» =3 coincide, nel caso generale, col complesso tetraedrale), asse-
gnandone alcune generazioni proiettive e deferminandone delle equazioni
rispetto a riferimenti proiettivi infrinsecamente fissati.

Inoltre pongo in evidenza alcune proprietd di siffatti complessi e ne deter-
mino le varieta centrali (luoghi dei centri).

Un sunto particolareggiato del lavoro é contenuto nel seguénte n. 1.

SunNTO.

1. — Limitandomi dapprima (§ 1) al caso di » == 4, considero in 8, una proiet-
tivitd non degenere Q tra due stelle > e >’ di oo® rette a centri distinti e dimo-
stro che il luogo delle refie incidenti rette corrispondenti in 2 é un complesso
quadratico C.

Osservato che in generale il luogo dei centri (varietd centrale) del coniplesso C,
se (- 'stesso ¢ irriducibile, coincide col luogo dei punti di intersezione di rette”
corrispendenti in Q2 (nucleo di Q), determino una classificazione dei vari tipi
di complessi ¢ mediante una classificazione delle proiettivitd che li generano.

Esamino poi di ciascuno dei complessi cosi ottenuti il relativo luogo dei
centri, provando che nel caso generale esso ¢ costituito da una quartica razio-
nale normale (irriducibile) ed in quelli particolari da una quartica variamente
degenere ed infine, nei casi di riducibilitd di €, da una coppia di piani. Determino,
in opportuni riferimenti proiettivi intrinsecamente fissati, le equazioni dei
complessi suddetti e delle relative varietd centrali. Verifico inoltre che i complessi
sopra introdotti sono univocamente determinati dai rispettivi Iuoghi dei centri
ed ottengo altre generazioni proiettive di alcuni dei complessi particolari pre-
cedenti (§ 2). ‘

Considerata poi (§ 1) in S, una proiettivita 2 non degenere tra due stelle di
oo® rette con lo stesso centro S; provo che, come nel caso di due stelle a centri
distinti, il luogo delle rette incidenti rette corrispondenti-in £ ¢ anche ora un
complesso quadratico, che ovviamente pud ottenersi proiettando da § il com-
plesso subordinato da € in un generico iperpiano non passante per S.

Inoltre, assegnata in S, una omografia non degenere O, determino (§ 1)
I'equazione del luogo delle rette congiungenti punti in essa corrispondenti
ottenendo cosi un complesso quadratico, che solo nel caso generale, come &
noto [3], ¢ un complesso tetraedrale, il cui tetraedro fondamentale ¢ quello
avente per vertici i punti uniti di Q. Poiché in ogni caso il tipo di complesso
cosl generato dipende ovviamente .dalla configurazione degli elementi uniti
della omografia generatrice 0, si ottengono in tal modo, accanto ai complessi
tetraedrali, altri tipi di complessi quadratici di rette irriducibili di S,, che ho
chiamato pseudotetraedrali (§ 3).
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Tsamino poi (§ 4) alcune proprietd dei complessi quadratici di rette di 8,
introdotti nel § 1, determinando, tra Ualtro, gli iperpiani ed i piani totali di
questi compsessi. o

A1 fine di generalizzare i suddetti complessi considero poi in S,, per n > 3,
una  proiettivith Q2 tra le due stelle degli S, con h =n—3, per
due assegnati S,-, fra loro indipendenti, e provo che anche ora il luogo delle
rette incidenti S, corrispondenti in £ & un complesso quadratico .C. Trascu-
rando, per brevitd, il problema della classificazione dei complessi cosl ottenuti
e 1o studio dei casi particolari, mi limito ad esaminare soltanto il caso in cui £
¢ di tipo generale.

In tal caso determino le equazioni, in un riferimento proiettivo intrinseca-
mente fissato, di £, del complesso ¢ da essa generato e della relativa varieta
centrale, e dimostro che il complesso C & irriducibile e che la sua varieta cen-
trale & una §,-; — V? razionale, normale (irriducibile).

Dimostro poi che per » > 8 (h > 5) il complesso ¢ pud ottenersi proiettando,
dall’S,_, di intersezione degli spazi-asse delle due assegnate stelle di 5;, il com-
plesso ¢’ subordinato da € stesso in un qualunque S, sghembo col suddetto
S, . Analogamente la varietd centrale di ¢ ¢ in tal caso I’S,_;-cono proiet-
tante dat medesimo S,_; la varietd centrale S;— V35 di (.

Infine, tornando a supporre % intero qualunque (>3), provo che i sud-
detti complessi di §,, nel caso che le proiettivith generatrici 0 siano di tipo
generale, sono univocamente determinati dalle rispettive varieta centrali e
che le omografie di &, che li mutano in s¢ sono tutte e sole le omografie di S,
che mutano in sé le rispettive varietdh centrali.

§ 1. — Alcuni tipi di complessi quadratici di rette di §,.

2. — Limitandoci per ora a considerare il caso di S, indichiamo con 2? (i =1,
2, 3, 4, B) le coordinate proiettive omogenee di un suo generico punto. Usu-
fruendo dell’arbitrarietd del riferimento si assumano come punti 0, e 0; (%)
i centri di due assegnate stelle di co® rette > e »'. Siano s ed s due rette gene-
riche di > e di >, aventi per equazioni rispettivamente

o s ;

(2.1) Sy

3%

24 x5
3

i T TR T (A* non tutti nulli),

(%) Nel seguito si indicherd con 0, il punto di coordinate proiettive omogenee tutte
nulle tranne la i-esima. Inoltre si indicherd con U il punto-unita di Sy, con U, (i =1,
2, 3, 4, 5) il punto-unit¢ dell’iperpiano di equazione =7 = 0, con U, (i 5% 7) il punto-
unita della retta 0,0, ed infine con Ui, §, & a due a due diversi tra loro) il punto-unitd
del piano 0,00, .
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) - xt 2 23 at .
(2.2) TR T T n (A" non tutti null).

e

Inoltre sia £ una projettivitd non degenere tra > e ', rappresentata dalle
equazioni

(2.3)  @Ai=all, (i, k=1,234; g0 e Det (a},) 50),

nelle quali si & sottinteso il simbolo di sommazione rispetto all’indice % ripetuto.

Al fine di determinare il luogo delle rette incidenti reite di > edi > corrispon-

denti in Q, detti X (2) e X (%) due punti distinti qualunque di una generica
1 1 2 2

1 2
retta 7 ed indicate con ®' = ux’ + uwi le coordinate proiettive omogenee
1 2

del generico punto di #, si osservi che imponendo che sia incidente (?) la retta

- di equazioni (2.1) si ricavano facilmente per le sue coordinate plickeriane pi*
le seguenti condizioni essenziali

Y pssm A2 pzs - A4 2)23 == A1 2)45_,,. A8 pzs L At ]7“ =0 .

Analogamente affinché » incida la vetta di equazioni (2.2) occorre e basta
che risulti

P = o2 — 0

in cui le parentesi quadre indicano 'operazione di alternazione ().

1 2
(]) Per la qual cosa basta sostituire le @/ = ua’ + p2i nelle (2.1) ed imporre che il
1 | 2

2
sistema cosi ottenuto di equazioni lineari omogenee nelle variabili /,1; e i ammetta una
soluzione costituita da valori non entrambi nulli, determinati a meno di un comune
fattore diverso da zero.

(*) Ricordiamo che, considerata una qualsiasi espressione del tipo al?<+# si indica

con ali%-ml Tespressione seguente

1yeesft

alltsBeon] — 1/t z (— 1) arsTn

Typeensty
in cui la sommatoria rispetto agli indici #,, 7,, ..., 7, & estesa a tutte le permutazioni
semplici dei numeri naturali 1, 2, ..., » e Vindice » & il numero delle inversioni della
permutazione 77, ... 7, rispetto alla permutazione 1 2 ...«. Ricordizmo inoltre che
Poperazione che conduce da ¢%-+% ad alb2--41 §i chiama alternazione.
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In definitiva, tenendo conto delle (2.3), si ricava che il luogo richiesto &
il luogo delle rette le cui coordinate pliickeriane p?/ soddisfano I'equazione

p35 — p‘lfi O 1)23
p45 0 — p?.S 7)24
=0
pl at) pl at) patl p* at)
p* at) p at) pl qtl pl© g

Questa equazione, sviluppando opportunamente il determinante in essa
contenuto, tenendo conto delle relazioni quadratiche tra le coordinate pliicke-
riane di rette, dividendo ambo i membri per il fattore p't p23 3= 0 (%) ed indi-
cando con a_"{',',,; il minore del 20 ordine contenuto nelle righe di indici ¢ e j e
nelle colonne di indici 7 e % della matrice (a!;) dei coefficienti delle ~(2:3); puo
scriversi pit semplicemente
(2.4) e aa-ﬂ«,% prrtitt =0, (e < B)s
in cui la sommatoria rispetto agli indici ripetuti o ¢ f & estesa a tutte le combi-
nazioni semplici di classe due dei numeri naturali 1, 2, 3, 4.

Si pud percid concludere che

I. Data in S, una proiettivite non degenere Q tra due stelle di oo® refte «
centri distinti, il luogo delle vette incidenti rette corrispondenti in Q ¢ un complesso
quadratico. ) A

T8 ovvio che 1 punti di intersezione di rette corrispondenti in 2 sono centri
di questo complesso e che inoltre le particolaritd del complesso sono in stretta
relazione con quelle della proiettivitd Q. Al fine di esaminare i tipi di complessi
che si ottengono considerando i vari tipi di proiettivitdh Q e di seriverne delle
equazioni canoniche ricordiamo rapidamente la classificazione di queste ultime.

Avvertiamo che d’ora in poi chiameremo nucleo della proiettivita 2 il luogo
dei punti di intersezione di rette corrispondenti in .

(3) Si osservi che se 2 & non degenere, come abbiamo supposto, questo fattore &
cerbamente non nullo, perche se ad es. fosse p'* = 0 tutte le rette incidenti il piano
0,0,0; incontrerebbero rette corrispondenti in 2. Cido implicherebbe che ad ogni retta
per 0; appartenente a questo piano corrisponderebbero in 2~ tutte le rette per 0, ad
essa incidenti, contro I'ipotesi che Q sia non degenere. In modo analogo si prova che &

P £ 0.
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Indicate poi con m = 2’ la retta 0,0, e con m' ed n rispettivamente le cor-
rispondenti di m in £ e di #' in -7, si osservi che sono a priori possibili i se-
guenti tre casi:

a) m' ed n sghembe,
b) m' £ n complanari,

c) m' =n(=m=n').

Si osservi che nel easo a) se in Q vi & un iperpiano unito esso coincide neces-
sariamente con l'iperpiano o (m’, n) (congiungente m’ con n) e che per cid in
tal caso sono possibili soltanto le due seguenti eventualitd:

a;) in 2 non vi ¢ alcun iperpiano unito;
a,) in £ vi & un solo iperpiano unito.

Nel caso b) £ induce sul piano z (m’, n) una proiettivith « e nel fascio di
iperpiani per 7 una proiettivitd «’'. Sono percid in tal caso possibili le seguenti
eventualita:

b;) in @’ vi sono due iperpiani uniti distinti;

b,) @' & parabolica;

by) o' & identité.

Nel caso ¢) £ induce una proiettivitd » tra i piani per 0, O, ed una proiet-
tivitd o' tra ghi iperpiani per 0, O;. In tal caso sono ovviamente possibili (lo
verificheremo in seguito analiticamente) i seguenti sei casi particolari, carat-
terizzati dal fatto che

¢;) esistono tre piani uniti in o tra loro distinti e tre iperpiani uniti in o’
tra loro distinti, congiungenti i tre piani uniti a due a due;

¢;) esistono due piani uniti in w, uno doppio e ’altro semplice, e due iper-
piani uniti in ', uno doppio, congiungente i due piani uniti, ed uno semplice,
passante per il piano unito doppio e non per quello semplice;

¢;) esistono un solo piano unito triplo in w ed un solo iperpiano unito
triplo in «’, passante per il piano unito;

¢4) esistono un fascio di piani uniti in o appartenenti ad un iperpiano «,
unito in ', ed un piano x unito in w, non appartenente ad « ed asse di un fascio
di iperpiani uniti in o'; :
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¢;) vi ¢ un fascio di piani uniti in « appartenenti ad un iperpiano «,
unito in w’, ed esiste un piano =, unito in w, appartenente ad o ed asse di un
fascio di iperpiani uniti in w';

¢) @ ed o' sono proiettivith identiche.

Esamineremo separatamente i complessi quadratici di rette corrispondenti
ai casi precedenti. Osserviamo per ora che essi sono i soli generabili, nel modo
anzidetto, mediante £ e che sono tra loro proiettivamente distinti.

3. — Iniziamo con 'esaminare il ¢aso a,). Proviamo anzitutto che in tal caso

il nucleo di Q é una quartica irriducibile € S, (razionale normale). Considerato infatti
un generico iperpiano non appartenente ad alcuna delle due stelle > e > si
osservi che su di esso ’assegnata proiettivita Q subordina una omografia ov-
viamente di tipo generale (come £ stessa): ne segue facilmente che il nucleo
di © ¢ una curva algebrica (4, Questa curva ¢ certamente irriducibile perche
se, ad esempio, contenesse una retta » (ovviamente non passante neé per O
né per O, essendo ©Q non degenere), contro I'ipotesi che non vi siano iperpiani
uniti, ’'S; = o (m/, n) risulterebbe unito (%).

Poiché in modo analogo si prova che la suddetta ¢4 non puo contenere una
conica irriducibile, ne consegue facilmente la sua irriducibilitd. Infine, come ogni
curva algebrica di ordine #(C7) irriducibile di S, (*7%), essarisulta razionale normale.

Cid premesso per ottenere una equazione canonica del complesso (2.4)
nel caso aq,) assumiamo m’' come retta O; 0, ed n come retta O, O,. Conside-
rata poi una retta p della stella >, s2m ed appartenente al piano (m, m'),
sia p’ la sua corrispondente in Q. Assumiamo p e p’ rispettivamente come
rette 0, 0, e O, 0,. Inolire indicato con f liperpiano o' (m’, n', p') pensato
appertenente a Y, sia ' il suo corrispondente in £ ed osservato che p' contiene
m' e p' e che ' ¢ B, n¢p', assumiamo come punto O, 'intersezione, certa-
mente =% da 0,, di » con . Detta infine ¢’ la retta 0, O; ed osservato che la
sua corrispondente ¢ in £2-! appartiene a f, assumiamo come punto O; 'inter-
sezione di ¢ col piano (m/, p’) e come punto U (®) un punto generico del nucleo
di Q. In conseguenza le equazioni di Q diventano

(3.1) oAt = Af (i=1, 2, 3, 4)

(¢) Infatti, detto A un punto di intersezione di 7 con « (ne esiste almeno uno) si
osservi che esso non appartiene ad alecuno dei due piani (m, n) e (', #'). Ne segue che
all'iperpiano (m, », A4), coincidente con «, corrisponde in 0 Viperpiano (m/, 2/, A),
puriesso coincidente con a.

(5 i) Teffettiva appartenenza della nostra €* ad S, segue subito dalle a), a,).
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¢ Pequazione (2.4) del complesso generato da £ assume la forma
b 1234 af v+l e+l P
(3.2) VAPt =0 ()

in cui la sommatoria rispetto agli indici « fy ¢ & estesa a tutte le permutazioni
sempliel di 1, 2, 3, 4,

Dalle (3.1) si deduce facilmente che il nucleo di Q & la ¢* irriducibile di
equazioni parametriche

(3.3) ot =1, x? =1, xd =12, ot =13, as == 14,

Poich¢ d’altronde, scritta I'equazione del cono del complesso con vertice
in un punto generico X (#9), la ricerca della varietd centrale del complesso di

equazione-(3.2); ossia-del-luogo-dei punti X (/) vertici-di coni-del complesso

indeterminati, conduce al sistema di equazioni
et 3t — @t = 2 ¢ — 2% = o® 2% (4)% = 0,

le cui soluzioni sono date dalle coordinate di tutti e soli i punti della ¢*di equa-
zioni (3.3), possiamo concludere che

I, . Assegnata in 8y una proiettivita di tipo generale Q tra due stelle Y e
> di oo® rette a centri distinti, il luogo delle retie incidenti vette corrispondenti in Q
¢ un complesso quadratico irriducibile (8), la cui varieta centrale (Iuogo dei centri)
coincide col nucleo di Q ed ¢ una quartica razionale normale.

Allo scopo di invertire questa proposizione si consideri un generico complesso
quadratico di rette, di equazioni

(3.4) Cope DU PME = 0,

(") Ricordiamo che il sinbolo di Murnagham ()i?;f. (generalizzazione del simbolo &}
di Kroneeker) ¢ uguale a -+ 1 0 —1 se «fy ¢ ¢ una permutazione semplice dei nu-
meri naturali 1, 2, 3, 4 rispettivamente di classe pari o di classe dispari rispetto alla
permutazione 123 4; §7%%1 ¢ invece nullo in ogni altro caso.

(8) L irriducibilitd del complesso segue facilmente, oltre che dall’evidente irriduci-
bilitd della sua equazione (3.2), anche dalla (gid provata) irriducibilitd della (4 sua va-

rieta centrale.
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in cui la sommatoria rispetto agli indiei muti i, §, h, % & estesa a tutte le dispo-
sizioni con ripetizione di classe quattro dei numeri 1, 2, 3, 4, 5, per le quali
visulti ¢ <<j, h <<k, i <h e tali che (i =h)==>(J <Ek) e (j =k)=>(i <h).

Imponendo che sia centro di questo complesso ogni punto della C* di equa-
zioni parametriche (3.3) si oftengono le relazioni

Cra1a == Cra13 == Ciz,14 == C1o,15 = Craog = Crooq = Cro,95 == C1313 = Ci3 a0 ==
== Cpp15 == Cuayes == Ci31 7= Crga5 == Crg g == Gyt == Cugpn &= gz == Cuas = Cig15 ==
== Cy505 = C1531 = Cp5,35 = C15,95 = ’23,23 = 023,24 = 6’23.35 = 024,‘15 == Cog34 ==
== Caq, 45 == Coz 25 == C25,85 = Ca3 45 ™= 03.1,34 == 034,35 == 034,-15 = Ugs 55 == 035, 157 Ca5,45 05
Ci234 = 013,24 == Cn,zsé Gm,ss == ”'* 013,25 : C’I;;),?.Sj" ’023,‘45 ‘—:‘““ 024,35 == Ca5 345
Crg,05 = — C15,04} Cross + Crass + Cagoa = 03
Cagps = — Craga = Crg 55 = — Cugga = — Cog o5

Tenendo conto di queste relazioni e delle relazioni quadratiche tra le coor-
dinate plickeriane di rette si ottiene per il complesso richiesto l'equazione
(3.2). Si ha quindi che

II,. Assegnata in S, una quartica razionale normale (irriducibile) G4, esiste
un solo complesso quadratico di rette, anch’esso irriducibile (*), avente per luogo
det centri questa C%.

Detto complesso pud ovviamente costruirsi, in co® modi, come luogo delle
rette incidenti rette corrispondenti in una proiettivith, il cui nucleo coincida
con la C* suddetta, tra due stelle di oo® rette aventi per centri due punti arbi-
trari distinti della ¢* medesima.

4. — Procedendo nel caso a,) come nel numero precedente si assumano come
050, e 0, 0, le rette m' ed n, rispettivamente corrispondenti in 2 ed in Q-1
della 0, 0, = m = »'. Considerato poi il piano z (m, m') appartenente alla
stella di centro Oy, si assuma come punto 0, l'intersezione (£ 0,) della retta n -
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col piano 7’ corrispondente in £ di & (°) e come retta 0, 0, la corrispondente p
in Q-1 della retta p’ = 0; 0, (*%). In conseguenza si ha

T .2 __ .8 __ .2 __ .3 __ .4 __ 1 __ .3 __ .4
a’..g - a/.4 - a’.4 - a.l = A =y T Ay S a-ﬂ = 0.

Procedendo poi alla ricerca dei punti di intersezione di rette corrispondenti
in £ fuori dell’iperpiano unito di equazione 2% = 0, si trova la retta di equa-
zioni (11)

1

Lat—al, = ab, 0t —af, Pt —a’ ot =—at, 0’ o+ af, et —al, a5 = 0.

@, vt —a

Assunta questa come retta O, U, (?), di equazioni &' = 2% =— 2! = a5, le
equazioni di £ diventano

(4.1) Q},Il — 11’ Q}.Ig S /13, gl’s = )u;", Q}u"; == }~4,
e per il complesso genei'avtok da Q si ottiene I'equazione
(4'2) p12 paﬁ__,_ p13 ])45_ p14 p34- p‘.’.3 1)24 + p23 pzs + p24 p34 p— O .

Dalle (4.1) si deduce facilmente che il nucleo della proiettivita ©Q ¢ costi-
tuito dalla cubica gobba irriducibile di equazioni parametriche

(4.3) ! = 1, @xd = t, o O, 2t = tz’ P38 = ta,

e dalla retta, incidente la cubica e non appartenente all’iperpiano della cubica
stessa, di equazioni

(4.4) . ol = g2 = ot = wd.

Come nel caso precedente si verifica che la varieth centrale del complesso
coincide col nucleo di ©. Concludiamo percio che

I,. Assegnata in S, una proietiivita 2 non degenere del tipo a,) tra due
stelle 3 ¢ ' di oo® rette a centri distinti, il luogo delle rette incidenti rette corrispon-

(*) Biosservi che n e o', in quanto appartenenti all'unico iperpiano unito nella proiet-
tivita indotta da Q tra le due stelle di iperpiani di centri 0, e 0; rispettivamente, sono
certamente incidenti.

" (19) Si osservi che p € x. ;

(**) Queste equazioni sono indipendenti, perché la relativa matrice dei coefficienti

ha rango tre. '
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denti in Q ¢ un complesso quadratico C irriducibile (?). La varietd centrale di
questo complesso coincide col nucleo di £2 ed é costituito da una cubica gobba irri-
ducibile (passante per i centri di > ¢ >') ¢ da una retia incidente la cubica in un
solo punto (distinto dai due centri) e non appartenente all’iperpiano della cubica.

Poiche inoltre se si impone che sia centro di un generico complesso quadra-
tico di rette, di equazione (3.4), ogni punto della cubica (4.3) e ogni punto della
retta (4.4) si ritrova il complesso di equazione (4.2), possiamo concludere che

I1,. In S, vi é un solo complesso quadratico (irriducibile) di rvette avente il
luogo dei centri costituito da una cubica gobba irriducibile ¢ da una retta incidente
la cubica in wn sol punto e non appartenente all’iperpiano della cubica.

Questo complesso pud ovviamente ottenersi (12), in co®* modi, come luogo
delle retite incidenti rette corrispondenti in una proiettivitd, avente il nucleo
costituito dalla cubica e dalla retta assegnate, tra due stelle di co? rette con centri
in-due punti-arbitrari-della-cubiea;-distinti-tra loro e dal punto-di-intersezione
della cubica con la retta.

5. — Nel caso b) si assumano rispettivamente come O, 0, e 0, O; le corri-
spondenti in 2 e Q-1 della retta 0, O; = m = »' e come punto Uy (1, 0,1, 0,1)
un generico punto appartenente al piano unito = (m, m'), ¢ 0, O;, intersezione
di rette corrispondenti in Q. Cid fatto la conica y di Steiner relativa ad o as-
sume le equazioni

(5.1) @° =t = gl @5 — (%) = 0 .

Considerata poi la proiettivitd o’ subordinata da Q nel fascio di iperpiani
per z ed osservato che in essa vi & almeno un iperpiano unito lo si assuma come
iperpiano di equazione #* = 0. Assumiamo inoltre come punto O, un punto,
appartenente a questo iperpiano, ¢z ed intersezione di rette corrispondenti
in Q(**). Dopo di che, se #* = ka* & lequazione di un generico iperpiano «
per m 8i prova che ad esso corrisponde in w' Iiperpiano o’ per = di equazione
x* =Fk"z4 con k e k' tali che V

(5.2) a k—at 1 +a? =0.

(*2) Per un’altra generazione proiettiva di questo complesso efr. il § 2, n. 15.
(13) Ne esiste, come ¢ noto (v. [3] § 3), almeno uno.
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Supponiamo dapprima (caso b,) che nella proiettivitdh o' vi siano due soli
iperpiani uniti distinti. Osservato che uno di essi ¢ stato assunto come iper-
piano di equazione x4 = 0, si assumano ’altro iperpiano unito come iperpiano
di equazione 22 = 0 e come punto O, un suo punto generico ¢ zz. In conseguenza
le equazioni di £ divengono

(5.3) oAt =22 oAt =a’ A, pAt=1Y oA =d’ 23,
con @, 5= a', ed entrambi = 0.

Si osservi che a® /a*, & I'unico invariante di 2 (e di '), di ovvio signifi-
cato geometrico.

Si prova facilmente che il nucleo di 2 & in tal caso costituito dalla conica y
di equazioni (5.1) e dalle due rette » ed s, di equazioni rispettivamente

7) z* =0, = al, wl, @5 = a®) a®,
s L 3 — gt gt 05— b ;3
8) x? =0, = a, v, rs = a’, ¥,

sghembe e incidenti y rispettivamente nei punti R (1, 0, e, 0, (a%)?) ed
4 12
S1, 0, aly, 0, (%)% .
(ol solito procedimento si verifica poi che il complesse ¢ generato da Q
assume ’equazione

!

(5_4) a%s pre 2)45 -+ ("-21 a,f3 pL3 Pt “’?1 Pre P (a’%s . “?1) PR 3L L 2324 P3s = 0 ,

che puo ulteriormente semplificarsi assumendo R come punto Uy,. per la qual
cosa i oftiene a® = 1. ,

Infine poiché il nucleo di 2 coincide col luogo dei centri del complesso C,
si pud concludere che

I,. Assegnata in S, una proiettivita Q2 non degenere del tipo b,) tra due
stelle di oo® rette a centri distinti, il luogo delle rette incidenti retle corrispondenti
in Q ¢ un complesso quadratico irriducibile (**). La varieta centrale del complesso
cosi oftenuto coincide col nucleo di Q ed ¢ costituito da due rette sghembe v ed s ¢
da una conica irriducibile y (passante per i centri delle due stelle) incidente cia-
scuna delle due rette in un solo punto ¢ non appartenente all'iperpiano congiun-
gente le rette medesime.

(1) Per altre due diverse generazioni proiettive di questo complesso cfr. i numeri 15
e 16 del § 2. )
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Inversamente si verifica poi col solito procedimento che

IT, . In 8, esiste un solo complesso quadratico (irriducibile) di rette avente
il luogo dei centri costituito da due rette sghembe v ed s e da wna conica irriduci-
bile y, incidente ciascuna delle due retie in un solo punto e non apparienente al-
iperpiano congiungente le rette medesime.

Questo complesso puod ottenersi (1), in oo?, come luogo delle rette incidenti
rette corrispondenti in una qualungue proiettivith, avente il nucleo costituito
dalla conica y e dalle due rette assegnate, tra due stelle di oo® rette con centri
in due punti generici della conica y, distinti tra loro e dai punti di intersezione
di ¥ con le due rette,

6. — Supponiamo ora che la proiettivitdh o' di equarione (5.2) sia parabo-
lica (caso b)), ciod che si abbia o) = a'; e ¢®, 3£ 0. In tal caso il nucleo di Q
e=costituito-dalla-conica-y-di-equazioni-(5:1)-e-dalla-retta,-contata-due-volte;
di  equazioni

et =0, al,a®=a’ a, al, @ = a’, a®.

Osservato che questa retta incide y in un selo punto, assumiamo questo
punto come punto Uy (2). .Assumiamo inoltre come rette O, U, (?) e O, U, di
equazioni rispettive x* =0, a® =a* =a* e o' =2 = 2 == v*, due generiche
rette corrispondenti in @ non appartenenti all’unico iperpiano unito in o’ (di
equazione @* = 0). In conseguenza le equazioni di £ divengono

(6.1) pA == )2, oAt =20 A3, A% = A4,

i
o
.
1
i
>
2

¢ Tequazione del complesso generato da 2 assume la forma
(6.2) ) P13 P P15 pis pua L P2 P35 (piye = 0,

Poiché anche ora il lnogo dei centri del complesso coincide col nucleo della
proietiivith £, concludiamo che

T,. Assegnata in S, una proiettivita 2 non degenere del tipo b,) tra due
stelle > e >' di oo® vette a centri distinti, il luogo delle rette incidenti rette
corvispendenti in 2 ¢ un complesso quadratico irriducibile. La varietd centrale
di questo complesso coineide col nucleo di £2 ed ¢ costituito da una conica frridu-
¢ibile y ¢ da una retla doppia incidente v in un sol punto. ‘ '

12. — Rivista di matematica.
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Poiché questo risultato puo, come nei casi precedenti, invertirsi si ha che

11, = In Sy vi é un solo complesso quadratico (irriducibile) di vette avente il
luogo dei centri costituito da una conica irriducibile y e da una retta doppia inci-
dente y in un solo punto.

Questo complesso pud costruirsi, in infiniti modi, come luogo delle rette
incidenti rette corrispondenti in una proiettivitdh avente il nucleo costituito
dalla conica y e dalla retta assegnata, ancora doppia per il nucleo dela
proiettivita, tra due stelle di rette con centri in due punti generici delle conica,
distinti tra loro e dal punto di intersezione di y con la retta.

7. — Se infine la proiettivitd o’ (5.2) & I'identita (caso b,)) si prova come
al solito che il nucleo di 2 ¢ costituito dalla conica y di equazioni (5.1) e da
un piano v inecidente y in un solo punto. Assunto il piano = come piano 0, 0, U (?),
di_equazioni_ ! = 23 = 2% le equazioni di 2 divengono

(7.1) A = 2%, oA =AY  oA¥ =14, gAY = }3
e per il complesso generato da £ si ricava P'equazione
(7.2) P (P13 — pls L p38) =0,

Percid in tal caso il complesso € si spezza nei due complessi lineari speciali
nucleati, costituiti dai luoghi delle rette incidenti rispettivamente il piano ¢
e il piano = di p, e quindi il luogo dei centri ¢ costituito da questi due piani
7 e n. Concludendo si ha che

T, — Assegnate in S, una proietiivita 2 non degenere del tipo b,) tra due
stelle > e 3 di oo® retie a centri distinti, il luogo delle rette incidenti rette corrispon-
denti in 2 ¢ un complesso quadratico riducibile in due complessi lineari speciali
nucleatt aventi per nuclei ciascuno uno di due piani incidenii in un solo punto.

Si osservi che in tal caso, mentre il nucleo di Q & costituito da una conica
irriducibile ¢ (passante per i centri di 3 e di ¥’) e da un piano = (*%) incidente y

(»%) E facile verificare che in generale ogni complesso quadratico di rette di S,
per cui esiste un piano z luogo di centri si spezza in due complessi lineari, dei quali uno
¢ costituito dal luogo delle rette incidenti il piano #. Se d’altra parte il complesso lineare
. rimanente ha pit di un centro anch’esso ha un piano t luogo di centri, cioé & pur esso
un complesso lineare speciale nucleato avente per nucleo il piano 7.
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in un solo punto (distinto dai due suddetti centri), il luogo dei centri del com-
plesso generato da Q & costituito dal piano 7 e dal piano z di y.
Inversamente (1%) alla I, si ha poi che

1Ty = In Sy vi ¢ un solo complesso quadratico di rette avente il luogo dei
centri costituito da una conica y irriducibile e da un piano T incidente y in un
solo punto. Questo complesso si spezza nei due complessi lineari nucleati aventi
per nuclet rispettivamente il piano t ¢ il piano = di .

Ne consegue che questo complesso puo, in infiniti modi, ottenersi come luogo
delle rette incidenti rette corrispondenti in una proiettivitd, avente il nucleo
costituito da uno qualunque, ad esempio 7, dei due piani e da una qualsiasi
conica irriducibile y appartenente all’altro piano 7 e passante per 'intersezione
dei due piani, tra due stelle di co® rette con centri in due punti generici di v,
distinti tra loro e dal punto di inter. ezione di 7 con 7.

Facciamo inoltre notare che, come si pud provare analiticamente, si per-

viene.allo stesso. risultato. imponendo-ad un. generico.-complesso - quadratico-di- -

rette di avere il luogo dei centri costituito da due coniche irriducibili qualunque,
appartenenti ai due piani 7 e sz dianzi cons1der‘1t1, ¢ incidenti nell’'unico punto
di intersezione dei piani medesimi.

8. — Consideriamo infine il caso ¢) in cui la retta 0, O, = m = »’ & unita
in Q. Osserviamo che percid deve aversi

Rappresentato un piano qualunque per O, O; col sistema

Uy B2 4+ Uy & Uy pt = 0

V8% 0,2 f vt =0,
in cui la matrice dei coefficienti abbia rango due, ed assunte come sue
ccordinate proiettive omogenee % (i =1, 2, 3) i tre minori del 20 ordine della

suddetta matrice

Uy Uy

kit = k2

I
i
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si ricavano facilmente, per la proiettivitd w indotta da £2 nella stella dei piani
per 0, 0;, le equazioni

(8.1) okt = a’, I (i, h =1, 2, 3)

Analogamente, rappresentato un qualunque iperpiano per 0, O, con Uequa-
zione

Uy B2+ Uy @+ Uy 2t = 0
1 i 2 3

ed assunte le «; (¢ =1, 2, 3) come sue coordinate proiettive omogenee, si de-
ducono facilmente, per linversa della proiettivith o’ indotta da Q nella stella
degli iperpiani per 0, O;, le equazioni

(8.2) T = a**t (i, h =1, 2, 3).

i

Ricordiamo ora che, in relazione alla molteplicith delle radiei g, (1 =1,
2, 3) dell’equazione caratteristica di o (e di w’) e al rango che tali radici fanno
assumere alla matrice caratteristica di w, possono aversi 1 seguenti casi

¢r) w ha tre radici caratteristiche semplici g, 0., 04}

Ca) o ha una radice caratteristica doppia di rango due g, ed una sem-
plice .3

¢;) o ha una radice caratteristica fripla di rango due g,;

C4) w ha una radice caratteristica doppia di rango uno g, ed una sem-
plice gu;

C3) o ha una radice caratteristica tripla di rango uno g,;

Cg) w ha una radice caratteristica tripla di rango 0.

Nel caso ¢;) in relazione alle tre radici earatteristiche p;, 0., g; ¢i sono tre
piapi fra loro distinti uniti in w e tre iperpiani tra loro distinti uniti in ' e
congiungenti i tre piani uniti a due a due.

Assumendo come piani 0,0;0,, 0,0;0;¢e 0,0,0, i piani uniti in w
relativi rispettivamente alle radici caratteristiche g,, g, e g5, le equazioni (8.1)
diventano semplicemente

okt = kY, ok =g k% ok =g k.
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Osservato poi che su ogni piano unito in o la proiettivita £ subordina una
prospettivita, si assumano come retta O, Uy (°) (di equazioni #® = ! = ' —
— g% = 0) Passe della prospettivitd subordinata da Q sul piano unito 0, 0; 0.,
e come punti 0, ed 0, due punti gqualsiansi non appartenenti alla retta 0, 0,
e rispettivamente appartenenti agli assi delle prospettivita indotte da 2 sui
piani uniti 0, 0; 0, e 0, 0; 0,. In conseguenza le equazioni di 0 diventano

(8.3) oA =0, 2%, oAt == MY, oA =0, 2% QA =03 A%

1 nucleo di 2 & in tal caso costituito dalle rette 0, 0;, 0, Uy, 05 4, 0, B,
rispettivamente di equazioni

@2 = ad =t = 0; @ =t =t =05 2% ==t =gyt — 00 =0

W = g g =0

ed il complesso quadratico di rette generato da Q & rappresentato dall’equazione
(84) 0P P — 0 PP+ P PP —

— 01 0s 2)23 P 4 0, 0, P2 P38 — 921.2)25 P = 0.

Si prova anche ora col solito procedimento che il luogo dei centri del com-

plesso coineide col nucleo di Q, per cui si pud concludere che

1, = Assegnata in S, una proiestivita Q del tipo c,) tra due stelle >e >
di oc® rette a centri distinti, il luogo delle retle incidenti rvette corrispondenti in 0
un complesso quadratico drriducibile (). La varietd centrale del complesso coin-
cide col nucleo di Q ed ¢ costituito dalla vetta v congiungente i centri i Y e di 3
e da altre tre rette sghembe a due a due, tra loro indipendenti ed incidenti la retta 7.

F poiché il risultato come nei casi precedenti pud invertirsi si ha che

II, - In S, vi ¢ un solo complesso quadratico (wrriducibile) di vette avenle
per lwogo dei centri quattro vette, tre delle quali tra loro indipendenti, a due a due
sghembe e appoggiantisi alla quarte.

_ Questo complesso pud ottenersi (1*), in infiniti modi, come luogo delle rette
incidenti rvette corrispondenti in una proiettivitd, avente il nucleo costituito
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dalle quattro rette assegnate, tra due stelle di co® rette con centri in due punti
generici della suddetta quarta retta, distinti tra loro e dai punti di intersezione
di questa con le altre tre rette.

9. — Nel caso ¢,) si prova che ci sono due iperpiani uniti in o’ e due piani
uniti in w appartenenti ad uno solo, o, dei due iperpiani uniti. Precisamente alla
radice doppia p, corrisponde V'iperpiano unito doppio « contenente i due piani
uniti ed il piano unito sz intersezione dei due iperpiani uniti. ;

Asgsumiamo 7 come piano 0, O; 0,, « come iperpiano di equazione #* = 0,
Paltro piano unito (corrispondente alla radice semplice p,) come piano 0, 0; O,

e laltro iperpiano unito (anch’esso corrispondente alla radice semplice p,)
come iperpiano di equazione a* = 0. Assumendo poi come rette O, Uy (3)

(di equazioni a® = a* = a'— 2% = 0) I'asse della prospettivita indotta da £
sul piano unito in 0, 0, 0,, come punto 0, un punto gualunque, ¢ 0, O,

dell’asse- della -prospettivita-indotta-da -Q-sal piano - unito in w0y 0;0;, ed

infine come rette di equazioni rispettive #% = 25 — p2 St =0e o' =g =
= @* = 0 due generiche rette corrispondenti in £ appartenenti all’iperpiano
unito 2! =0, le equazioni di £ diventano

-

(9.1) A =0, A% oA == (A1 £ 2%), A% = 0, 4% oAt =g, A°

e lequazione del complesso generato da £2 assume la forma
(9.2) 0: PP P 4 (02— 00 PP (P + p*) + 0, p¥ P* = 0.

11 nucleo di Q & costituito dalle tre rette 0,0,, 0, 4 ¢ 0, U,; rispettiva-
mente di equazioni

=20 =t =0, =0 =0, — 0,7 =0 e 2 =" = — g5 = 0,

delle quali le prime due semplici e I'ultima doppia. 11 luogo dei centri del com-
plesso generato da £ coincide col nucleo di 2, con la stessa molteplicitd per le
rette che lo compongono. Percid si ha che

I; - Assegnata in S, una proiettivita Q del tipo ¢,) tra due stelle e >
di oo retie a centri distinti, il luogo delle rette incidenti rette corrispondenti in Q ¢
un complesso quadratico irriducibile (). La varietd centrale di questo complesso
coincide col nucleo di Q2 ed ¢ costituito dalla retta r congiungente i centri di >e
di 3" e da altre due rette, una doppia ¢ Ualtra semplice, sghembe e incidenti la r.



[19} SU ALCUNI TIPI DI COMPLESSI QUADRATICI DI RETTE DI S, 331

Poiché questo risultato ¢ invertibile si ha che
1T, — In 8, esiste un solo complesso quadratico (irriducibile) di retle avente
il luogo dei centri costituito da tre rette, delle quali una doppia e due semplici ¢
tali che quella doppia ed una delle semplici siano sghembe ed incidenti la terza.

Questo complesso pud ottenersi (12), in infiniti modi, come luogo delle rette
incidenti rette corrispondenti in una proiettivita, avente il nucleo costituito
dalle tre rette assegnate, delle quali quella doppia per il luogo dei centri del
complesso ancora tale per il nucleo della proiettivita, tra due stelle di co®rette con
centri in due punti arbitrari della retta di appoggio, distinti tra loro e dai punti
di intersezione di questa retta con le altre due.

10. — Nel caso ¢3) si prova che vi & un solo piano z unito triplo in w ed un
solo iperpiano « umnito triplo in «', contenente . Assumendo s come piano
0, 0, 0, e o come iperpiano di equazione #* = 0 si ha @, = af, =a’, =0,
@, = a®, = a*; = p,. con a’, a’; # 0. '

Assumiamo poi come piani di equazioni rispettive a2 -+ a® =2 =0 e
2% = a* = 0 due generici piani corrispondenti nella proiettivitd subordinata
da © (e quindi da o) nel fascio dei piani per 0, O, appartenenti all’iperpiano o
e come piani di equazioni rispettive 2® =a® =o' e 2® = * = 0 due piani
qualunque non appartenenti ad « e corrispondenti in o. Assumendo inoltre
come retta 0, Uy, (di equazioni 2% = 2! == #! — 2% = 0) Passe della prospetti-
vita subordinata da Q sul piano 7, e come iperpiani 5 = 0 e 2* = 0 due generici
iperpiani, per 0, e O; rispettivamente, luoghi di rette corrispondenti in Q, le
equazioni di @ divengono

(10.1) oA =18, oMT =)l %, A% =At 4 A%, QA=A

11 nucleo di @ si prova essere costituito dalle due rette 0, 0; e 0, Uy, la
prima semplice e Paltra tripla, e per il complesso di rette generato da 2 si
ha Vequazione

(1()_2) P (p1d L PAY p34 (pla —plt 4+ pss) — 0

Poiche il luogo dei centri di questo complesso coincide col nucleo di 2, con
1a medesima molteplicith per le rette che lo compongono, concludiamo che

T, — In 8, il luogo delle rete incidenti retie corrispondenti in una proiet-
tivita Q di tipo ¢,) tra due stelle 3, ¢ > di oo rette a centri distinti ¢ un complesso
quadratico irriducibile, la cui varietd centrale coincide col nucleo di 0 ed ¢ costi-
tuito dalla retta r congiungente i centri e da un’altra retta tripla incidente la retta 7.
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11. - Nel caso ¢,) vi ¢ un fascio F di piani (per 0, O, 5) uniti in o contenuti
in un iperpiano e, ed un fascio di iperpiani uniti in o’ passanti per un piano x
(per 0, O;) non appartenente ad « (o ad F). Assumiamo « come iperpiano di
equazione x* =0 e s come piano 0, O, 0,, ed imponiamo che « contenga un
fascio di piani (per 0, 0;) uniti in . Assumiamo poi come punto O, un punto
generico, ¢ 0, O;, dell’asse della prospettivitd indotta da Q sul piano 0, 0; 0,
ed osservato che nell’iperpiano « vi & (oltre alla 1'etta 0, 0;) un piano luogo
di punti di intersezione di rette corrispondenti in 2, lo si assuma come piano
di equazioni 2% = #'— 2* = 0. In conseguenza le equazioni di 2 diventano

(11.1) QM = 2, ol =00 2 pAB =22 oMt = g, 25,
11 nucleo di £2 & in tal caso costituito dalle rette 0,0;, 0, 4 e dal pia,nb
0, 0, Uy, rispettivamente di equazioni

W=t =t =0, 2 =0t =m0, 2% =0 e a4t = gl — g == 0

e percio tali che la retta 0, 4 ed il piano 0, 0, Uy;, sghembo con questa retta,
inc¢idano la retta 0, O, in punti tra loro distinti.

L’equazione del complesso quadratico di rette generato da £ assume in tal
caso la forma

(112) 2323 (7)14 + 2)45) = (. -

Percio il complesso si spezza nei due complessi lineari specizbli nucleati
aventi per nuclei ciascuno uno dei due piani di equazioni a2 =0 ezt =
= &'— #° = 0 tra loro incidenti in un solo punto. Concludmmo quindi che

Iy — Assegnata in 8, una proiettivita Q del tipo ¢,) tra due stelle di co® retie a
centrt distindt, il luogo delle rette incidenti rette corrispondenti in Q ¢ un complesso
quadratico riducibile in due complessi lineari speciali nucleati aventi per nucled
ciascuno wno di due piani che si incontrano in un solo punto.

Si osservi che in tal caso, mentre il nucleo di 2 & costituito dalla retta + con-
giungente i centri dede due stelle, da un’altra retta s incidente » in un punto
distinto dai due centri e da un piano 7 (%) sghembo con s e incidente 7 (in un
punto distinto dal punto di intersezione di » con s e dai centri delle due stelle),
il Juogo dei centri del complesso generato da Q & invece costituito dal piano 7
e dal piano delle due rette i ed s.
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Poiché la I, pud ovviamente invertirsi (*%) si $ha che

11, — In S, vi ¢ un solo complesso quadratico di rette avente per luogo dei
centri due relte v ed s fra loro incidenti ed un piano 1, sghembo con una delle due
rette, incidente Ualtra ¢ non appartenente con le duc rette ad uno stesso iperpiano.
Questo complesso si spezea (1) nei due complessi lineari speciali nucleati aventi
per nuclei rispettivamente il piano T ed il piano delle due rette.

Ne consegue facilmente per il complesso in esame la possibilita di una co-
struzione geometrica (analoga a quella indicata per lo stesso complesso alla
fine del n. 7) ottenuta mediante proiettivitd del tipo ¢,) tra due stelle di o® rette
a centri distinti.

12. — Nel caso ¢;) vi & un fascio di iperpiani uniti in o’ passanti per un piano %
(pexr.0,.0;) e fra essi mn iperpiano o contenente un fascio di piani (per 0, 0;)
uniti in w. Assumiamo s come piano 0, O; 0,, « come iperpiano di equazione
x4 = O ed imponiamo che i piani per 0, O; appartenenti ad « siano uniti in w.
Agsumiamo poi come iperpiani di equazioni rispettive * 4 #!' =10 ¢ 2* =0
due generici iperpiani corrispondenti in ' e come iperpiani di equazioni rispet-
tive % = 0 e 2! = 0 due generici iperpiani, 1;isl)ettivmne11te appartenenti a
> e >, luoghi di rette corrispondenti in £. Tnoltre, osservato che nell’iperpiano «
vi ¢ (oltre alla retta O, 0,) un piano luogo di punti di intersezione di rette corri-
spondenti in 0, lo si assuma come piano di equazioni ! = 2'—»* =0. In
conseguenza le equazioni di 2 divengono

(12.1) oA =A%, QA2 =21 + 23, pA® =1 At =A°

I1 nucleo di 2 & costituito dalla retta 0; 0y, dal piano 7 di equazioni #* = o' —
— a5 =0 e dalla vetta 0, U,;; appartenente a questo piano.
L’equazione del complesso generato da £ assume la forma

(12.2) P (pit 4 P8y =0 .

Percid questo complesso si spezza nei due complessi lineari speciali nucleati
aventi per nuclei ciascuno uno dei due piani 0, 0, 0; e 0, 0, Uy;, secantisi
in una retta. Possiamo quindi concludere che

To — In 8, il luogo delle retle incidentt rette corrispondenti in una proiet-
tivita del tipo c;) tra due stelle di oo® rette a centri distinti ¢ un complesso quadratico
riducibile (*%) nei due complessi lineari speciali nucleati aventi per nuclei ciascuno
uno di due piani secantisi in una retta.
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Inversamente si ha (*%) ovviamente che

I = In 85 vi ¢ un solo complesso quadratico di rette avente per luogo dei
centri due rette v ed s fra loro incidenti e un piano T passante per una (v) delle due
rette ¢ non per Ualtra (s). Detto complesso st spezza necessariamente nei due com-
plessi lineari speciali nucleati aventi per nuclei rispettivamente il piano © e il
piano 7 delle due retie.

Analogamente ai casi precedenti ne consegue per questo complesso una co-
struzione geometrica mediante proiettivitd del tipo ¢;) tra due stelle di oo® rette
a centri distinti. :

13. — Infine nel caso ¢;) la proiettivith w ¢ ovviamente I'identitd. Poiché
in tal caso il nucleo di 2 contiene, oltre alla retta 0, O,, un iperpiano, il com-
plesso generato da £ & ovviamente indeterminato. D’altronde cid & confermato

“dal fatto ¢he assumendo il suddetto iperpiano conie iperpiano di“eguazione
a2t = g’ le equazioni di £ divengono

(13.1) OFN =13, oMt =11, ot =0% oMt =J

e conseguentemente ’equazione (2.4) del complesso generato da £ si riduce ad
una identitd. Si ha quindi che

I, = In 8, i luogo delle vette incidenti relte corrispondenti in una proiet-
tiwitd di tipo ¢;) tra due stelle di oo® rette a centri distinti ¢ indeterminato.

Viceversa si ha ovviamente che

IT1,, — Ogwi complesso quadratico di rette di S,, al cui luogo dei eentri ap-
partenga un iperpianc, & indeterminato.

14. — In questo numero vogliamo determinare ed esaminare brevemente
il luwogo delle vette di S, incidenti refte corrispondenti in una protetitvita £ non
degencre fra due stelle > e >' di oo® reite con lo stesso centro.

A tal fine, assunto il centro di 3} e di >’ come punto Oy e rappresentate con
le equazioni

e = e (A" non tutti nulli)

Ty (A" non tutti nulli)
BT g T g
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due generiche rette di Y e di >’ rispettivamente, consideriamo una proietti-
vitd 2 non degenere tra > e >’ di equazioni (2.3).

Procedendo come al n. 2 si deduce che il luogo richiesto ¢ anche ora un com-
plesso quadratico di rette €, avente nel suddetto riferimento 'equazione seguente

(14.1) P a¥l s pt = 0, (@< B),

in cui i simboli hanno il significato adottato per essi nella (2.4).

Si osservi che la (14.1) rappresenta, oltre che il complesso quadratico C,
anche il complesso quadratico di rette ¢’ subordinato da ¢ nell’iperpiano di
equazione #° == 0. Osserviamo inoltre che, indicate con A7 (i =1, 2, 3, 4) le
coordinate proiettive omogenee di un generico punto di questo iperpiano e
considerata Pomografia Q, di equazioni (2.3), subordinata da @ nel suddetto
iperpiano, il complesso ¢ dianzi menzionato ¢ ovviamente il luogo delle rette
congiungenti punti corrispbndenti in 0. Come immediata conseguenza si ri-
trova il noto [3] risultato:

IIY ~ Assegnata in S, una omografia O non degenere il luogo delle rette
congiungenti punti corrispondenti in Q ¢ un complesso quadratico.

Concludendo si ha poi che

IV - Assegnata in 8, una proiettivita Q non degenere tra due stelle > ¢ >
di oot rette con lo stesso centro S, il luogo delle rette incidenti relte corrispondents
in £ é un complesso quadratico C.

Ovviamente questo complesso pud ottenersi proiettando da 8§ il complesso ¢’
generato, secondo la IT1, dalla omografia O subordinata da £ in un generico
iperpiano non passante per 8. Percio i tipi di complessi C che si possono cosi
ottenere sono in stretto legame con i tipi di complessi ¢ generabili, a norma
della ITI, mediante le omografie di S;. Rinviamo Vesame dei complessi ¢’
al n. 17 e quello der complessi € al n. 18.

§ 2. - Altre generazioni proiettive
di alcuni dei complessi quadratici di rette di S; introdotti nel § 1.

15. — In questo e nel successivo numero ottengo per alcuni dei complessi
quadratici di rette precedentemente determinati altre generazioni proiettive.
A tal fine si considerino la stella > delle rette per un punto S contenute in
un iperpiano « e la stella S’ dei piani per una retta r non appartenente ad o
ed incidente « nel punto R =% 8 e si assumano rispettivamente l'iperpiano o
come iperpiano di equazione #® = 0, il punto S ( € «) come punto 0,, e la retta r
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come retta O, O;. In conseguenza la generica retta p per 8 = 0, sard rappresen-
tabile con il sistema di equazioni

” @ x xd i
(]D.]) Zi e }:E:: _/:.:&, ma —_ 0,

ed il generico piano =’ per 7 (= 0, 0;) col sistema

(15.2)

in cui sia A% che A (4. =1, 2, 3) sono non tutti nulli.
Siano inoltre

(15.3) oAt =al A (i, k=1, 2, 3; 030 e Det. (a’,) % 0)

le equazioni di una generica proiettivitda £ non degenere tra la stella di rette >
e la stella di piani 3.
Procedendo come al n. 2 si ha che

V ~ Adssegnata in S; una proiettivita non degenere Q tra una stella > di
refte contenute in un iperpiano o ed una stella S’ det piani per ung relta r ¢  ed
incidente o in un punto R distinto dal centro 8 di Y, il luogo delle rette incidenti
rette di Y e piani di i' corrispondenti in 2 ¢ un complesso quadratico.

L’equazione di questo complesso, nel riferimento fissato dianzi, ¢ la seguente
(15.4) pl# all p+15 =0, (=1, 2, 3)

con lo stesso sigm‘ﬁca‘ob dei simboli e le stesse convenzioni adottate nella (2.4).

Indicata con o la proiettivita subordinata da Q tra > e lastella di rette "
di centro R = 0, ottenuta intersecando con Uiperpiano « la stella di piani ¥,
e dette m’ ed » le corrispondenti alla retta RS (= m = »') 1'ispetﬁivamellte in
w ed w™%, si osservi che sono possibili i seguenti casi:

d) m' ed n sghembe,
e) m' s£ n complanari,

) m =n(=ms=n').

Iniziando con l'esaminare il caso d) (cio¢ quello generale) osserviamo che,
se assumiamo m' ed n rispettivamente come rette 0, 0, ed 0, 0, ¢ come punto
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U; (*) un generico punto, distinto da 2 e da 8, intersezione di due rette corri-
spondenti in w, le equazioni di w e di 2 divengono semplicemente

(15.5)

N
S

o

oA

(i =1, 2, 3)
- Pequazione del complesso generato da 2 assume la forma
(15.6) PL2 P 13 P35 L P2 P38 = (),

T facile verificare che il nucleo di w (e di 2) ¢ la cubica gobba irriducibile
di equazioni parametriche

(15.7) @t =3, @t =ty =i, at=1 @ =0

-¢ che il luogo dei centri del complesso & costituito da questa cubica e dall’asse »
della stella di piani z Si pud concludere qumdl che

V ' ! camplesso quad; atico di 6 di cui alla v, nel caso che la pmwtthta 0
generatrice sia di tipo generale (cioc di tipo d), ¢ wnduczbzla ed il suo luogo dei
centri ¢ costitwito da una cubica gobba wrriducibile (coincidente col nucleo di Q)
appartenente all’iperpiano o« contenente » e dalla retta r, asse di z , NON appa;~

tenente ad o ed incidente la suddetta cubica in un solo punto.

Da questa proposizione e dalla IT, consegue che in 8, il complesso quadra-
tico di rette, determinato univocamente dal fatto che il suo luogo dei centri &
costituito da una cubica gobba irriducibile y e da una retta » incidente la cu-
bica in un solo punto R e non appartenente all’iperpiano della cubica, pud ot
tenersi in infiniti modi, oltre che con la costruzione indicata per esso alla fine
del n. 4, anche come luogo delle rette incidenti rette e piani corrispondenti in
una qualunque proiettivita del tipo d), avente per nucleo la cubica y assegnata,
tra la stella dei piani per 7 e la stella delle rette contenute nell’iperpiano della
cubica e con centro in un punto arbitrario della cubica stessa, distinto dal punto
di intersezione di questa con la retta ».

Considerato ora il caso e), in cui le rette m’ ed » cono complanari e tra loro
distinte, assumiamole rispettivamente come rette 0,0, e 0, 0,. Osservato
poi che il nucleo di @ (e di 2) & costituito dalla conica y di Steiner relativa
alla proiettivith indotta da o sul piano =z (m, m') e da una retta s incidente y
in un solo puntc distinte dai centri R ed § delle due stelle di rette > e >, si
assuma come retta O; Uy, (3) (di equazioni a! == 2* =g, 2° =0) la retta s.
In conseguenza le equazioni di 2 (e di w) divengono

(15.8) L o =11, Ar=p, gt =2
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I1 nucleo di w (e di £2) ¢ costituito, come si & detto, dalla conica y di equazioni
B = = ot ot — (%)% =0

e dalla retta s di equazioni &' = * = @4, 2° = 0.
L’equazione del complesso generato da £ assume la forma

(15.9) P! Pt L P12 psH P13 pis — (

ed il relativo luogo dei centri ¢ costituito dalla conica y e dalle due rette sghembe
r ed s, incidenti y ciascuna in un solo punto e tali che i due iperpiani g (m, m', r)
e o (m, m', s) siano tra loro distinti. Concludiamo quindi che

V, — Il complesso quadratico di rette di S, di cuwi alla V, nel caso che la
proiettivitd 2 generatrice sia di tipo e), ¢é wrriducibile ed il suo luogo dei centri ¢
costituito da due rette sghembe (una delle quali ¢ Uasse r di S’) ¢ da une conica
wriducibile y, incidente ciascuna delle due rette in un solo punto e non apparte-
nente all’iperpiano congiungente le rette stesse.

Da questa proposizione e dalla II; segue poi che in S, il complesso quadra-
tico univocamente determinato dal fatto che il suo luogo dei centri ¢ costituito
da due rette sghembe r ed s e da una conica irriducibile y incidente ciascuna
delle due rette in un solo punto e non appartenente all’iperpianc congiungente
le rette medesime, pud costruirsi in infiniti modi, oltre che come indicato nel
n. 5, come luogo delle rette incidenti rette e piani corrispondenti in una qua-
lunque proiettivity di tipo e), avente il nucleo costituito dalla conica y e da una
qualsiasi delle due rette, ad es. s, tra la stella dei piani per Paltra retta r e la
stella delle rette contenute nell’iperpianc « congiungente il piano di ¢ con la
retta s e passanti per un punto generico di y, distinto dai punti di incidenza
di y con r ed s. , :

. Considerando per ultimo il caso f), in cui la retta O, 0, é unita in w, per cui
si ha a®, = a®, == 0, si osservi che w subordina nel fascio dei piani per 0, O,
appartenenti all’iperpiano o« una proiettivitd w in cui al generico piano z di
equazioni #?— A#? = x® = 0 corrisponde il piano =/ di equazioni x?— A’ 2% =
=25 =0, con A e A’ tali che

a®
(15.10) Vo=

a2+ a,

Nel caso f) possono percio verificarsi le seguenti eventualiti:

£) in o esistono due soli piani uniti distinti,
£.) w ¢ parabolica,

1,) w ¢ lidentita.
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Nel caso f,), in cui in @ ci sono due piani uniti distinti z, e m,, assumiamo
questi rispettivamente come piani 0, 0,0; e 0,0, 0,, come retta 0, 0y, (?)
Passe della prospettivitdh subordinata da o sul piano m,, e come punto 0, un
punto generico, ¢ 0; 0,, dell’asse della prospettivitd subordinata da w sul
piano m, . In conseguenza le equazioni di w e di 2 divengono

(15.11) oA = a*, 23, pA'? = al, 11, oA = al,
e Pequazione del complesso generato da £ assume la forma
(15.12) @, P13 pP—al, pr2p% — gl pB pt =0,

T1 nucleo di w (e di Q) & costituito dalla retta 0, 0, e dalle due rette sghembe
ad essa incidenti O, Oy, (?) e 0; 4 (di equazioni a® = 25 = @, st —al, 2t = 0).
11 Tuogo dei dentri del suddetto complesso & invece costituito da quattro rette,
tre delle quali-tra loro-indipendenti, a due a due sghembe, ed appoggiate alla
quarta. Si ha percid che '

Vi = Il complesso quadratico di rette di S, di cui alla V, nel caso che la proiet-
twita Q generatrice sia di tipo f,), é wrriducibile ed il suo luogo dei centri ¢ costi-
tuito da quattro rette, tre delle quali tra loro indipendenti sghembe a due a due, ed
appoggiate alla quarta (= RN).

Da questa proposizione e dalla II; segue che in S, I'unico complesso qua-
dratico di rette avente per luogo dei centri quattro rette, tre delle quali », s, ¢
~tra loro indipendenti, a due a due sghembe, ed appoggiate alla quarta retta m,
puod ottenersi in infiniti modi, oltre che con la costruzione indicata nel n. 8,
come luogo delle rette incidenti rette e piani corrispondenti in una qualunque
proiettivita di tipo f,), avente il nucleo costituito dalla retta m e da due qual-
siansi delle altre tre, ad es. s e ¢, tra la stella dei piani per la rimanente retta »
e la stella delle rette contenute nelliperpiano congiungente s con t e passanti
per un punto generico di m distinto dai tre punti di intersezione di m stessa con
le altre tre rette assegnate 71, s, i. '

Considerando poi il easo £;), in cui la proiettivitd » & parabolica, si assumano
come piano O, 0, 0, I'unico piano unito z, come retta O, U, (di equazioni
#® =& = ' — x* = 0) Passe della prospettivitd subordinata da w su s, come
piani di equazioni 22 4 #® = % =0 e #* = 2% = 0 due piani generici per 0, 0,
distinti da = appartenenti ad o e corrispondenti in @ ed analogamente come
‘piani di equazioni #* =% =0 e @' =25 = 0 due piani generici appartenenti
ad a, per 0, e per O, rispettivamente, non contenenti 0, 0,, e corrispondenti
in w, o meglio nella proiettivitd subordinata da w tra le due stelle di piani appar-
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tenenti ad o« ¢ con centri 0; e 0, rispettivamente. In conseguenza le equazioni
di w e di 2 divengono

(15.13) Q;«.Il = }u37 Q;»lg == }»1 ",L }-2, Q/A‘.IJ = A2
e I'equazione del complesso generato da 2 assume la forma
(15]4) pls pss ’T‘ 7)15 pzs + 7)23 ,1745 = (.

Il nucleo di 2 (e di w) & costituito dalla retta 0, 0, e dalla retta 0, U,, con-
tata due volte. Il luogo dei centri del complesso generato da Q ¢ invece costi-
tuito dalla retta 0, O0,, dalla retta 0, U,, contata due volte e dall’asse » della
stella >’ di piani. 8i conclude quindi che

V, — Il complesso quadratico di rette di S, generato a norma della 'V, nel
caso che la proiettivité Q generatrice sia di tipo £,), ¢ trriducibile ed il suo luogo
det centri ¢ costituito da tre rveite, due delle quali, wna doppia e Ualtra semplice

= 1yeasse - di- 3", sono sghembe- e si-apoggiano-alla-terza; - pur--essa--semplice.

Da questa proposizione segue per il complesso quadratico di rette determi-
nato a norma della IT,, una costruzione (analoga a quella indicata dianzi per il
caso f,)) mediante proiettivitd di tipo f,) tra due opportune stelle > e S’.

Infine nel caso f;), in cui w coincide con l'identitd, osservato che il nucleo
di w (e di Q) & costituito oltre che dalla retta 0, O, da un piano v (di equazioni
@ ot —al 22—, a® — aly ' = «® = 0) appartenente all’iperpiano « e inci-
dente 0, O, in un punto distinto da 0, e da 0, lo si assuma come piano 0, 0; Uy,
(di equazioni @' — x* = 25 = 0). In conseguenza le equazioni di w e di Q di-
vengono

{15.15) pA'Y = )3, o =22, ol® = A1
Yequazione del complesso generato da £ assume la forma
{15.16) P23 (P15 — pi%) =0 .

Percid questo complesso si spezza nei due complessi lineari speciali nucleati
aventi per nuclei rispettivamente il piano 7 ed il piano 0, 0, O; congiungente
la retta RS con la retta r asse di S’. Concludiamo quindi che

V, — Il complesso quadratico di rette di cui alla V, nel caso che la proiet-
tivita generatrice 2 sia di tipo 1), ¢ riducibile in due complessi lineari speciali
nucleati aventi per nuclei ciascuno wno di due piani incontrantisi in un solo
punto.
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Da questa proposizione segue la possibilith, per il complesso guadratico di
cui alla IT,, di una nuova costruzione, analoga a quella indicata pitt sopra
nel caso f,), mediante proiettivitd di tipo f;) tra due opportune stelle > e —S'.

16. — In questo numero oftengo un'altra generazione proiettiva, diversa
dalle precedenti, per due dei complessi precedentemente determinati.

A tal fine, fissati in S, due iperpiani « e &' fra loro distinti e due fasci di
piani Y e >, rispettivamente appartenenti ad o e o« ad assi r ed 7 sghembi
ed entrambi non contenuti nel piano 7 = « n « (intersezione di « con '), sia Q
una proiettivitd non degenere tra 3 e >'. Usufruendo dell’arbitrarieta del riferi-
mento assumiamo « ed o’ come iperpiani di equazioni 2*= 0 e a® = 0 rispettiva-
mente e ¢gli assi » ed »' dei due fasei di piani come rette 0, 0, ¢ O3 O, rispettiva-
mente. In conseguenza due piani generici = e =’ rispettivamentz appartenenti
al due fasei ) e ', sono rappresentabili con le seguenti equazioni

ey ‘ Ut =g AR =0
e
(16.2) w2 =gt — A s =0,

Detta o la proiettivitdh subordinata da Q2 sul piano 7 (=« n ') ed osser-
vato che essa in generale non é una prospettivita, usufruendo del riferimento
si pud fare in modo che essa (e quindi £2) abbia per equazione

(16.3) , M=

Invece nel caso in cui o sia una prospettivitd si pud far si che essa (e la Q)
abbia equazione :

(16.4) , A= 2.

Osgervo che nel primo caso la conica ¢ di Steiner relativa ad w & quella di
‘equaziont '

(16.5) @t =t =t gt — (@)% =0

e che nel secondo caso Passe di prospettivitd di w ¢ la retta O, U,; (di egquazioni

2 = at =t — 2’ = 0).

13. — Rivista di matematica,
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Procedendo in modo analogo al n. 2 si prova che

VI, = Fissata in S; una proiettivite 2 non degenere di tipo generale (cioé
che non sia una prospetitvita) fra due fasci di piant, rispettivamente contenuti
negli iperpiani « e o distinti tra loro, ad assi v ed ' syhembi ed entrambi non ap-
partenenti al piano T =« n o', il luogo delle rette incidenti piani corrispondenti
in Q & un complesso quadratico irriducibile, il cui luogo dei centri ¢ costituito
da una cowica irriducibile y € 7, coincidente col nucleo di Q (%), e dagli assi r
ed v’ dei due fasci di piand.

Questo complesso assume nel riferimento proiettivo fissato dianzi Pequazione
P I eq
16.6 prep3t—p® Pt = 0.
Pl PP

Analogamente si ha che

VI, — Fissata in S, una prospeitivita Q tra due fasci di piani, rispettiva-

mente contenuti negli iperpiant o e o fra lovo distinti, ad assi v ed v sghembi ed

entrambi non appartenenti al piano T = o N o, il luogo delle retle incidenti piani
corrispondenti in Q ¢ un complesso quadratico wrriducibile, il cui luogo dei centri
¢ costituito dalla retta congiungente le due intersezioni col piano T di r ed v', dal-
Passe della suddetta prospettivita Q e dagli assi r ed v’ dei due fasci di piani as-

segnati.

‘Nel riferimento precedentemente fissato il complesso di rette assume l'equa-

zione
(16.7) Pt Pre— P P == 0.

Dalla VI, segue che il complesso guadratico di refte determinato per la II;
dal fatto che il suo luogo dei centri & costituito da una conica irriducibile y
e da due rette sghembe » ed #/, incidenti y ciascuna in un solo punto e tali che y
r.ed »" non appartengano ad uno stesso iperpiano, pud generarsi, oltre che con
le costruzioni assegnate nei numeri 5 e 15, in un solo modo come luogo delle
rette incidenti piani corrispondenti nella proiettivita 0, avente per nucleo la
conica y, tra i due fasci di piani rispettivamente appartenenti ai due iperpiani
congiungenti il piano di y con r ed il piano i y con ¢/, ed aventi per assi r ed #’

rispettivamente.

(16) $i osservi che ¢ & la conica di Steiner relativa alla proiettivitdh (non prospet-
tivitd) o subordinata da @ sul piano r =an o'
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In modo analogo dalla VI, segue infine che in S, il complesso quadratico
di rette determinato a norma della II, dal fatto che il suo luogo dei centii ¢
costituito da quattro rette, tre delle quali r, s, ¢ tra loro indipendenti, a due a
due sghembe e incidenti la quarta retta m, pud ottenersi, oltre che con le costru-
zioni indicate nei numeri 8 e 15, in tre soli modi come luogo delle rette incidenti
piani corrispondenti nella prospettivith 2, avente per asse di prospettivita
una qualunque ad es. t, delle tre refte indipendenti assegnate, tra i due fasci
di piani rispettivamente contenuti nei due iperpiani o =ruUt e o =sut ed
aventi come assi r ed s rispettivamente.

§ 3. — Complessi tetraedrali e pseudotetraedali di S;.

17. — Nel numero 14 abbiamo provato (cfr. III) che il luogo delle rette
congiungenti. punti corrispondenti in una omografia non-degenere-di-8;-&
un complesso quadratico €, la cui equazione, se Q & rappresentata dalle (2.3),
¢ la (14.1). Vogliamo ora esaminare brevemente e classificare i vari tipi di com-
plessi € di S; generati a norma della IIT: ¢ chiaro che a tal fine basterd classifi-
care le omografie  che li generano.

Ricordiamo che in S, i tipi proiettivamente distinti di omografie O non de-
generi sono quattordici: utilizzando le loro equazioni canoniche in opportuni
riferimenti proiettivi e l'equazione (14.1) si ottengono altrettante equazioni
canoniche per i complessi ¢ da esse generati. Da queste equazioni e dalle confi-
gurazioni degli elementi uniti (*7) delle omografie generatrici si ottengono fa-
cilmente i seguenti risultati:

10) . Se Vomografia Q ¢ di tipo generale, ciol se la sua equazione caratte-
ristica ha quattro radici distinte, il complesso C da essa generaio (cfr. TIT) é noto-
riamente [8] tetraedrale ed ha per tetraedro fondamentale quello avente per vertict

i punti wniti di Q.

Infatti, assumendo i punti uniti di © come vertici di un riferimento proiet-
tivo, le equazioni (2.3) di O divengono

! L v ,/_;_ ) T4 4
vt =@ @ty or" = a0 o =gyat, u" =g,

(17) 8i noti che i punti uniti di 2 sono certamente centri del complesso O generato da 1.



344 P. MASTROGIACOMO [32]

e conseguentemente equazione (14.1) del complesso € generato da  assume
la forma

(17.1) (01— 04) (02— 03) P** P** — (01— 02) (05— 04) P P® = 0,

dalla quale segue subito 1'asserto.

20)  Se Vequazione caratieristica di Q possiede una radice doppia di rango
tre e due radici semplici, il complesso C generaio da Q (v. III) ¢ drriducibile e
lo diremo pseudotelracdrale di prima specie: in tal caso due dei suoi quattro centri

sono coincidenti.

B noto (cfr. ad es. [7] p. 352) infatti che in questo caso, scegliendo un oppor-
tuno riferimento proiettivo, le equazioni di @ assumono la forma canonic:

o'l =gy (@ +a%), o't =gt gr® =g at,  gr" =gyt
Da queste segue, per il complesso € generato da Q, I'equazione

(17.2) (01— 03) (@2 02) P2 P — 01 (02— 03) PP P* =0,

dalla quale si deduce facilmente Passerto.

39)  Se Uequazione caralieristica di Q possiede due radici doppie, ciascuna
di rango tre, il complesso generato da Q ¢ irriducibile e lo divemo pseudotetrae-
drale di seconda specie: in questo caso i suoi quattro eentri coincidono a coppie.

Infatti, considerando in tal caso le seguenti equazioni canoniche (v. [7]
p. 353) dell’omografia O

!

1 2 2 — "2 —_ > L SE—
ox't = g, (! + %), o't =g @t 01" =g, (¢® + '), @ =0,

per il complesso € generato da O si ottiene 'equazione
(17.3) (01— 02)* P2 P** — g1 0, (p*)* = 0,

da cui si deduce subito I’asserto.

40y Se Pequazione caratteristica di Q possiede una radice tripla di rango
tre ed una semplice, il complesso C generato da Q ¢ wrriducibile ¢ lo diremo pseudo-
tetraedrale di terza specie: in tal caso tre dei suoi quattro cemiri sono coincidenti
in un punto distinto dal quaerto centro.
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Infatti assumendo per @ le equazioni canoniche (v. [7] p 354)
ou't == gy (¥ a?), x'? = o (@* + #7), 01" = g, %, gu"t = g, a*,
per il complesso C génerato da O si ricava equazione
(17.4) (01 0a) (912 ™ — 1 ) 4 0, ™ p* =

dalla quale si deduce subito 1’asserto.

59)  Se Uequazione caratteristica di Q ha une radice quadruple di rango
tre, il complesso C generato da O ¢ irviducibile e lo diremo pseudotetracdrale di
3 / g
quatria specie: in tal easo i suot quattro centri sono tutti coincidenti.

Infatti, assumendo per O le equazioni canoniche seguenti (v. [7] p. 355)

!

Qa:’l ==t b at, ent = a4 at,  pa = 4, pa't = gt
per il complesso C generato da O si ottiene Iequazione
(] 7”’) 7)14 1134 + ])23 2}‘3»1_ (p‘l-l):} e 0’

dalla quale segue subito I’asserto.

Esaminando poi i complessi ¢ generati dagli altri tipi di omografie di S,
si vede subito che le omografie di S, assiali e biassiali, speciali e non speciali,
cio¢ tutte le omografie per le quali il valore minimo dei ranghi delle radici ca-
ratteristiche ¢ due, generano complessi C riducibili in due complessi lineari
speciali nucleati aventi per assi ciascuno uno degli assi delle omografie gene-
atrici. A seconda che questi due assi siano sghembi, incidenti o coincidenti
i complessi quadratici C relativi li diremo riducibili rispettivamente di prima,
seconda o lerza specie.

Infine i complessi C generati dalle omologie solide speciali e non speciali e
dall’identitd sono ovviamente indeterminati.

Concludendo si ha quindi che

VIL. — I complesso C generato de wn’omografia non degenere O di S; a
norma della IT1 ¢ irriducibile se, e solo se, le radici caratteristiche di O hanno
tutte rango tre ed ¢ un complesso tetracdrale solo nel caso che O sia di tipo generale.

Se invece il rango minimo delle radici caratieristiche i QO & due, ossia se I'omo-
grafia Q ¢ assiale o biassiale, il complesso C degenera in due complessi lineari
speciali nucleati aventi per nuclei ciascuno wno degli assi di Q.

Infine se il rango minimo delle vadici caratteristiche ¢ uno o zero, 0ssia s¢ 0
¢ un'omologie solida o Uidentita, il complesso C & indeterminato.
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§ 4. - Proprieta dei complessi quadratici di S, introdotti nel § 1.

18. - In questo numero porremo in rilieve alcune proprietd dei complessi
quadratici di rette di S, precedentemente ottenuti nel § 1 (cfr. I e IV).

Osserviamo anzitutto che il complesso C subordinato in un iperpiano da uno
qualunque € di questi complessi di S, ¢ un complesso quadratico ¢ di S, di
uno dei tipi esaminati nel numero precedente. I1 tipo di complesso € subor-
dinato dipende ovviamente dal tipo di complesso ¢ assegnato e dall’S, che si
considera.

Esaminiamo dapprima i complessi ¢' di cui alla I, generati cioé mediante
proiettivitd fra due stelle di oo® rette a centri distinti (v. n. 2, 3, ..., 13).

Nel caso a,) (v. I,), a seconda che un iperpiano ¢ generico, tangente, bitan-
gente, osculatore o ipersculatore per la quartica luogo dei centri del complesso C,
il complesso C in esso subordinato da € risulta rispettivamente tetraedrale,
pseudotetraedrale di prima specie, di seconda specie, di terza specie o di quarta
specie. i ovvio che in tal caso sono questi gli uniei complessi subordinati.

Nel caso a,) i complessi subordinati presentano le stesse particolaritd pre-
cedenti con la variante che ora non esistono complessi subordinati pseudote-
traedrali di seconda e di quarta specie, e con I'aggiunta che esistono complessi
subordinati € riducibili (di prima e di seconda specie) in due complessi lineari
speciali nucleati (*8). Inoltre, mentre nel caso a;) non vi & alcun iperpiano to-
tale del complesso C, nel caso a,) & totale Piperpiano di appartenenza deila cu-
bica facente parte del luogo dei centri di (': cid segue facilmente dalla propo-
sizione

VIIIL. — Assegnata in S; una proiettivita generica Q% non degenere tra due
stelle di rette a centri distinti o coincidenti, il luogo delle retie incidenti vette corri-
spondenti in Q% ¢ Pintero spazio rigato (19).

Riprendendo in esame i complessi ¢ di 8, introdotti con la I, osserviamo che
nel caso b,) 1 complessi € subordinati sono o tetraedrali o pseudotetraedrali di

(1%) Sono tali quelli subordinati negli iperpiani passanti per la retta r appartenente
al luogo dei centri del complesso C.

(19) Infatti detti S ed 8’ i centri delle due stelle di rette di S,, sia » una generica
retta dello spazio non passante né per S, ne per S’. Al piano che congiunge § con + cor-
risponde in Q% un piano per 8§, che incontra » (almeno) in un punto P'. Poiché la retta
corrispondente in Q%1 alla 8'P’ appartiene al piano congiungente S con 7 e quindi in-
cide certamente la retta », quest’ultima appartiene al luogo di rette richiesto. Infine,
valendo ¢id anche per le rette di ciascuna delle due stelle assegnate, resta cosi completa-
mente provata la VIII.
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prima specie, ovvero riducibili di prima specie. Dalla VIII si ha inoltre che
sono totali per il complesso ¢ i due iperpiani distinti uniti nella proiettivita
0 generatrice di C.

Nel caso b,) non vi & alcun complesso subordinato tetraedrale, né alcun com-
plesso subordinato pseudotetraedrale di terza o di quarta specie, ed esiste un
solo iperpiano totale, che ¢ quello unito doppio in Q.

Nel caso ¢;) non esiste alcun iperpiano in cui'il complesso subordinato sia
pseudotetraedrale o degenere di prima o di terza specie e sono totali soltanto i
tre iperpiani uniti nella proiettivitdh Q generatrice del complesso.

Nel caso ¢,) vi sono due soli i perpiani totali e sono tali ghi iperpiani uniti
in Q. Inoltre tutti i complessi subordinati sono pseudotetraedrali di prima specie
o ridueibili.

Infine nel caso ¢;) vi & un solo iperpiano totale, coincidente con Piperpiano
unito triplo in 2, e tutti i complessi subordinati sono o pseudotetraedrali di

~terza specie o riducibili. -

In tutti gli altri casi di complessi ¢ generati a norma della I i complessi C
subordinati da € sono sempre riducibili come i complessi €' che li subordinano.

Osserviamo infine che in ogni caso i piani totali per il complesso € sono
tutti e soli quelli secanti almeno in tre punti (distinti o coincidenti tutti o in
parte) il luogo dei centri di C.

Limitandoci ora a considerare solo il caso generale, cioé il caso a,), osser-
viamo che dall’unicita del complesso quadratico di rette di S, avente per luogo
dei centri una assegnata quartica razionale normale (v. IT;) segue che il gruppo
delle omografie di S, che mutano in sé il suddetto complesso O coincide col gruppo
delle omografie di S che mutano in s la quartica lTuogo dei centri di C.

Consideriamo ora i complessi €' di S, introdotti nel numero 14, generati nel
modo descritto nella IV mediante proiettivitd tra due stelle di oo® rette con lo
stesso centro e ricordiamo che essi possono ottenersi proiettando da un punto
S i complessi € esaminati nel numero 17, generati a norma della I1I mediante
le omografie di un iperpiano generico non passante per 8.

Nel caso generale, in cui il complesso C si ottiene proiettando da § un com-
plesso C tetraedrale di S, il complesso ¢ & irriducibile come O ed il suo luogo
dei centri & ovviamente costituito da quattro rette per § tra loro indipendenti.
Tn tal caso i complessi subordinati da € negli iperpiani non passanti per S sono
tutti tetraedrali, quelli invece subordinati negli iperpiani per S, a seconda che
questi iperpiani non contengano alcuna delle suddette quattro rette o ne con-
tengano al pitt due, sono rispettivamente pseudotet aedrali di quarta specie
o riducibili. Tnfine sono ovviamente totali (v. VIII) per il complesso ¢ soltanto
i quattro iperpiani (per ) congiungenti a tre a tre le quattro rette medesime.
Osserviamo inoltre che sono totali per il complesso € tutti i piani per § e quelli
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non contenenti & e secanti almeno in tre punti (distinti o coincidenti tutti o in
parte) le quattro rette su menzionate.

Nei casi in cui il complesso C si ottiene proiettando da & un complesso
di & pseudotetraedrale di prima, seconda, terza o quarta specie, il complesso ¢
¢ irriducibile come € ed il suo luogo dei centri ¢ costituito da quattro rette per
8, delle quali rispettivamente due, due coppie, tre o tutte e quattro coincidono
In questi casi i complessi subordinati dai complessi €' assegnati negli iperpiani
non passanti per S sono ovviamente tutti pseudotetraedrali rispettivamente
di prima, seconda, terza, o quarta specie. I complessi subordinati negli iper-
piani per S non contenenti alcuna delle rette appartenenti al luogo dei centri
di C sono sempre pseudotetraedrali di quarta specie come nel caso generale.
Invece i complessi subordinati da € negli iperpiani contenenti una o due rette
appartenenti al suddetto Inogo dei centri di ¢ sono in generale ridueibili, po-
tendo perd alcuni di essi essere indetermynati. Precisamente sono tali (v. VIII)
quei complessi subordinati in tutti e soli gli iperpiani uniti nella proiettivita Q
‘generatrice del complesso . Tn ogni caso sono ovviamente uniti in Q e quindi
certamente totali per (' gli iperpiani congiungenti tre distinte (se esistono)
delle suddette quattro rette.

Nei casi in cui il complesso €' si ottiene proiettando da & un complesso
C ai 8; riducibile in due cbmplessi lineari speciali nucleati, aventi per nuelei
ciascuno una di due vette » ed 7’ (sghembe o incidenti.ovvero coincidenti),
il complesso ¢ ¢ anch’esso riducibile in due complessi lineari speciali nucleati
aventi per nuclei rispettivamente i due piani congiungenti § con » ed § con 7’
(incidenti solo in 8, o solo in una retta per S ovvero coincidenti).

Infine & banale che se € ¢ indeterminato tale risulta pure C.

Osserviamo ora che dalle I, TV consegue che

IX. — dssegnata in S, una proietiivita Q2 non degenere tr:. due stelle di oo®
rette a centri distinti o coincidenti, il luogo delle vetle incidenti rette corrispondenti
n Q¢ un complesso quadratico (.

Raccogliendo i risultati conseguiti nelle I, I, woy I e quelli illustrati
dianzi relativi ail complessi introdotti nella IV si pud concludere che il com-
plesso € di cui alla IX & irriducibile se, e solo se, al nucleo della proiettivitd Q
che lo genera non appartiene aleun piano ed allora il suo luogo dei centri & una
quartica razionale nermale (caso generale) o una guartica variamente riducibile.
Seinvece al nucleo di 2 appartiene un iperpiano il complesso ¢! ¢ indeterminato.
Infine in tutti gl altri casi (in cui il nucleo di 2 & costituito da un piano e da
due rette incidenti, o da un piano e da una conica irriducibile ovvero da due
piani) il complesso € & riducibile in due comp]esm lineari speciali nucleati,

“aventi per nuclei ciascuno un piano.
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§ 5. — Alcuni tipi di complessi quadratici di rette di S,.

19. — Ci proponiamo infine di introdurre un tipo di complessi quadratici
di rette di S, (n>3) analogo a quelli di S; e di S, precedentemente (v. §1 e
§ 3) determinati.

A tal fine, considerati in S, (» > 3) due spazi subordinati generici fra loro
indipendenti, di dimensione h—1 = n-—4, assumiamoli come spazi fonda-
mentali Z,_, (0, 0s... 0,) ed E,_, (0, O;... O,4y), € siano

mhtl pht2 hts b 4
o — o T = (/L::‘n'“S)

le equazioni di due generici S, per I, ed E,'l_l rispettivamente. Siano inoltre
(19.1) pA'E = al Ak, (i, k=1, 2, 3, 4; o % 0 e Det. (al) = 0)

le equazioni di una proiettivitd Q2 non degenere tra le due stelle > e > degli
8, per B, ed E,',_1 rispettivamente.
Seguendo lo stesso procedimento del numero 2 si ha che
X. — Pissala in S, (n>3) una proicitivitc 2 non degencre tra le due
stelle degli S, per due S, fra loro indipendenti, con h =n—3(>1)(*), o
luogo delle rette incidenti S, corrispondenti in Q ¢ un complesso quadratico.

1’equazione di questo complesso, nel riferimento dianzi fissato, ¢ la seguente
(19.2) 7)[12 asu"} 2)«+i; Bth 0, (o << /3) (29,

con lo stesso significato dei simboli e con le stesse convenzioni adottate
nella (2.4).

Dalla (19.2) si deduce subito che per & > 5 il complesso quadratico ¢ puo
ottenersi proiettando dall’S,—; (0, Oy ... 0,), intersezione degli spazi-asse delle

() Si osservi che la X e la (19.2) continuano a sussistere anche per I = 0, con I'in-
tesa che £ in tal caso rappresenti una omografia di S,.
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due assegnate stelle di §;, il complesso quadratico ¢' subordinato da € in un
gualunque S; (ad es. quello di equazioni 2% == % = ... = ¢* = 0) sghembo col
predetto S,—;, e quindi il luogo dei centri (varietd centrale) i ¢ & 1’S,_, - cono
proiettante dal medesimo S,_; la varietd centrale di C'.

Ritornando al caso di  intero qualunque >1 avvertiamo che nel seguito,
per brevitd, ci limiteremo a studiare il complesso € generato da Q soltanto
nel caso pitt generale,

20. - D’ora in poi supporremo sempre che la proiettivith Q sia di tipo ge-
nerale. Sotto tale ipotesi si pud facilmente provare (*1) che per ogni valore
intero di k> 1, ¢é lecito assumere i corrispondenti in 2 degli iperpiani di ¥ di
equazioni rispettive

ol — 0, ot — O, 8 07 i = e ol -+ pht2 + phts _%_ phtt — ()
come iperpiani di eguazioni rispettive
#t =0, 2*=0, a*=0, at=0 e o' +2*+a°+2'=0.
Ci6 fatto le equazioni di 2 diventano
(20.1) At == }1 (2 ==1, 2, 3, 4)

e conseguentemente I'equazione del complesso ¢ generato da ©Q assume la forma
canonica

(2()_'2) 12;3“5 Z)I\ﬂ prHrett — ,

(®1) Cid & ovvio per h> 4, non essendoci in tal caso aleun iperpiano comune alle due
stelle > e >

Avendo gid dimostrato (efr. n. 3) che per h = 1, se 2 & di tipo generale, ¢ possibile
scegliere un riferimento proiettivo rispetto al quale £ assume le equazioni (20.1), sup-
poniamo & = 2. Osserviamo che in tal caso, se 2 ¢ di tipo generale, nel fascio I’ degli
iperpiani comuni a z e z’ non vi & aleun iperpiano corrispondente in 2 (o 2-1) ad un
iperpiano dello stesso fascio. Percid, considerati i due iperpiani di F di equazioni rispet-
tive #® = 0 e o* = 0, sara lecito asswmere i loro corrispondenti in £ come iperpiani
di equazioni rispettive «1 = 0 e 2 = 0, ed 1 loro corrispondenti in Q-1 come iperpiani
di equazioni rispettive a5 = 0 e 2% = 0. Assumendo infine il corrispondente in Q del-
Piperpiano di equazione 23 4 #% 4+ 2% 4 25 = 0 come iperpianc di equazione a! 4 a? 4
4 @ 4 3t = 0, le equazioni di Q diventano le (20.1).

Osserviamo infine che anche per & == 3 si perviene allo stesso risultato, procedendo
in modo analogo.
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con lo stesso significato dei simboli e con le stesse convenzioni adottate nella (3.2).
Ne consegue che la varietd centrale del complesso ¢ coincide col nucleo di 2
ed ha le equazioni

(2()_3) ahtl le, P — g.’lfz, J L — Q:I?“, J L — Qm4,

dalle quali si deduce subito che essa ¢ il luogo degli oot §,; di intersezione
degli iperpiani corrispondenti di quattro fasei indipendenti di iperpiani rife-
riti tra loro proiettivamente. Si noti perd che, mentre per 1 <h <4 questi
8,—, sono a due a due sghembi, per b > 5 essi passano butti per ’S,_; (05 O ... Oy),
intersezione degli spazi-asse delle due stelle assegnate > e >’ (o anche dei
predetti quattro fasei di iperpiani). Ne consegue che in questo caso (cioée per
I > 5) la varietd centrale ¥V di C & I’S,.,-cono proiettante dal suddetto S,_;
1o varietd centrale V' del complesso di rette ¢’ subordinato da € nell’S; di
equazioni 2% = 2% = ... = &* = 0, ovviamente sghembo con I'S,_; in discorso
(e del resto qualunque). Cio d’altronde & confermato dal fatto, gid posto in evi-
denza nel numero precedente e d’altra parte implicito nell’equazione (20.2)
del complesso C, che lo stesso complesso € pud ottenersi (per k 2> 5) proiettando
dal medesimo S,.; il complesso €' dianzi menzionato.

Tornando ora a supporre b intero qualunque > 1, e considerata la varieta
centrale del complesso €, dalla sua generazione proiettiva mediante £ o me-
diante i fasci proiettivi (20.3) si pud dedurre (v. [4] Cap. 140 e 15°) che essa ¢
una V, (di dimensione % e di ordine guattro) irriducibile, normale e razionale
sia come luogo dei suoi oo’ punti che come luogo dei suoi oo 8, generatori.
Ricordiamo (cfr. [18], [14], [2] e [4] Cap. 140 e 159) che questa varietd ¢ detta
una Sy — V; ed & un caso particolare, corrispondente ad r =5h 4+ 3 ed i =

= h—1, delle note varietd S;— V7! (¢>1) irriducibili di S,.

21. — Poiche, come si & visto dianzi, per k> 5 il complesso C di equazione
(20.2) pud ottenersi proiettando un analogo complesso di S;, esaminiamo ora
brevemente cid che accade per 1 << h <4, ed essendo stato precedentemente
(§ 1) esaminato il caso h = 1 iniziamo col considerare il caso b = 2.

In tal caso (b = 2) la varietd centrale del complesso C & una rigata V}
irriducibile di S, (razionale normale), costituita da una serie razionale di co!
rette sghembe a due a due (per le proprietd di questa varietd cfr. [4] e [13]).

Per h = 3 la varietd centrale del complesso C ¢ una S,— V; irriducibile
di §; (razionale normale), costituita da una serie razionale di oo' piani a due
a due sghembi (per le proprietd di questa varietd cfr. [4] e [14]).

Infine per b == 4 la varietd centrale del complesso ¢ ¢ una 8;— Vj irridu-
cibile di 8,, normale e razionale sia come luogo dei suoi oo? punti che come



352 P. MASTROGIACOMO [40)

lnogo dei suoi oo §; generatori, schembi a due a due (per le proprietd di questa
rarietd efr. [2] e [4]).
Tornando ora a supporre h > 1 intero qualunque e raceogliendo i risultati
g
R

conseguiti in questo paragrafo si ha che

XI. ~ Fissate in S, (n>3) una proietiivite Q di tipo generale fra le
due stelle > e >' degli S,, con h =mn—3, per due S, tra loro indipendenti,
i luogo delle rette incidents S, corrispondenii in 2 ¢ un complesso quadratico
irriducibile (*%), la cui varietd centrale coincide col nucleo di Q ed ¢ una
Spy— Vi razionale normale.

Ricordiamo (v. n. 19) che per & > 5 il complesso € pud ottenersi proiettando
dall’8,-; intersezione degli spazi-asse delle due stelle Y e >’ il complesso ¢
subordinato da (' stesso in un qualunque S, sghembo col suddetto 8,_;: Analo-
gamente la varietd centrale di € ¢ in tal caso I’S,_; - cono proiettante dal mede-
$imo 85— 1a varietd centrale S,— Vi di . — . ;

Ci proponiamo infine di invertire la XI. A tal fine ricordiamo anzitutto
(v. [4] p. 378) che, asseynaia una qualunque Sy, — Vi drriducibile di Sy ¢
fissati due suoi generici S,—, generatori esiste una ed une sola proiettivita Q, il cui
nucleo coincida con la data 8,_,— Vi, tra le due stelle &i S, aventi per spazi-asse
i prefissatt S, .

Se ne deduce subito che esiste almeno un complesso quadratico di rette di
Suss la cui varietd centrale coincida con D'assegnata Sy — V3i: ¢ certamente
tale il complesso ¢ generato, a norma della XI, dalla suddetta proiettivitdh .
Si prova inoltre che di siffatti complessi ne esiste uno ed uno solo osservando
che, se ne esistessero due tra loro distinti ¢ e O, questi subordinerebbero in
un generico S, « due complessi quadratici ¢ e ¢’ fra loro distinti. Cio perd
sarebbe in contrasto con le I, I, ..., IT,, del § 1, perche € e O savebbero due
complessi quadratici di rette di S, tra loro distinti ed aventi entrambi per va-
rietd centrale la C* sezione di « con la S, — V! assegnata. Si ha pereid che

XIL. - Data in S,y (per h > 1) una 8, — Vi razionale normale (irridu-
cthile), esiste un solo complesso quadratico di rette C, anch’esso irriducibile (32),
avente Uasseghata Sy, — Vi come varietd eentrale.

Questo complesso pud ovviamente costruirsi in infiniti modi, come luogo
delle refte incidenti S8, corrispondenti nella proiettivitd, avente per nucleo la -

(*2) Llirriducibilitda del complesso €, oltre che dallirriducibilityh della sua equa-
zione (20.2), segue ovviamente anche dalla (gia provata) irriducibilith della sua varietd
centrale.
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suddetta S,_,— V3, tra le due stelle degli S, per due gualunque S, genera-

74

tori tra loro distinti della medesima S, — V5.

Dalla XTI segue inoltre che le omografie di S, che mutano in s¢ il complesso
quadratico C (di S,) di equazione (20.2) sono tutte € sole le omografie di 8, che
matano in s¢ la varieta centrale di C.

11 G
21 A
8] E.
4 E
5] E.
6] E.
7 E.
8] F.
(9] B.
710] B
11 B
121 C
3] C.

[18°%s) €.
n4  c.

5] A
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Rettifica alla mia Nota: Intersezioni di una funzione
continua con le somme parziali della sua serie trigonometrica

di Fourier edella sua serie di polinomi ortogonali. (**)

Nell’enunciato di cui al terzo capoverso di pagina 69 Vineiso « supposic
generalmente continua e derivabile » deve essere sostitnito con le parole:
« supposta derivabile con derivate prima e seconda continue », analogamente

a quanto richiesto per la validitd del precedente Teorema.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Firenze, (Italia).
(**) Ricevuto il 15 ottobre 1961. Vedi questa Rivista (2) 2 (1961),267-76.






