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Ferruccto FoNTANELLA (%)

Quadrature meccaniche in due variabili. (*%)

1.

B noto (1) che se si considerano i polinomi L, ,.[f(z, )] di interpolazione di
LAGRANGE in due variabili

¥ Lo [f, )] = 36 10@) 3 E5™() flaey 32)
1 1
dove
@) 19 (1) = ——22 1) (s =1,2, .., p)

(L);, (25) (e — Usg)

con

(2 Wp() = (14— ) (—Ug) ..o (—2y) ,

nel caso che il doppio sistema di punti fondamentali per I'interpolazione sia co-
stituito dagli zeri

(n) 2k —1 A
& == COS8 —2—7‘0“‘“ 7T | (7» = 1, 2, cery ’)?/)
(3)
2 —1 ) ‘
¥ = cos G (t=1,2, .., m

(*) Indirizzo: Istituto Matematico della Universitha, Viale Morgagni 67/A, Firenze,
Ttalia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 6 del Comitato Nazionale
per la Matematica del C.N.R. per I’anno 1964-65. — Ricevuto il 22-VII-1965.
(1) L. MERLI, Sull’approssimazione delle funzioni continue di due variabili mediante
polinoms, Boll. Un. Mat. Ital. (3) & (1950), 68-71.
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del polinomio di TCHEBYCHEFF di prima specie, nell’ipotesi che la funzione
f(z, y) sia definita e continua nel quadrato R =[—1 <=, y < -+ 1] e soddisfi,
in tutto il campo considerato, la condizione di LIPSCHITZ

(4) I Hawy y1) — flas, Yo) {<L{' &y~ &y f + ’?/1_‘% I }7

dove L ¢ una costante assoluta e (u;, ;) € B, (%,, ¥,) € B, ed inoltre esistano
due costanti & e & tali che

(8) , < mn <k,
§i ha uniformemente in R

(6) lim L, ,, [f(z, )] = f(=, ). (*)

n—> o
m—> oo

Scopo di questa Nota ¢ lo studio di una formula di quadratura meccanica
per funzioni di due variabili, ottenuta per integrazione della (1), ma con la
sola ipotesi della continuitd della f(x, ¥) in R e senza porre alcuna limitazione
al rapporto m/n.

Dimostreremo infatti il seguente teorema.

Teorema. Se f(x, y) é continua in R, nell’ipotesi che i punti fondamen-
tali della interpolazione siano dati dalle (3), si ha

(7) ' lim ([ L., [f(z, y)] do dy = [[fz, y) dw dy .
2‘

Per la dimostrazione del teorema premettiamo alcune considerazioni sulle
formule di quadratura mececanica in due variabili.

Di una f(z, y), definita ed integrabile nel quadrato R =[—1 < o, y < + 1],
siano noti i valori f(2”, ¥\™) che essa assume negli #n-m nodi N = (&, y!™

con

(8) —I<m<wm<. <, <o, < +1,
(8 ‘ —1I<Y <Y< o <Yy <Y< +1.

(?) Un teorema analogo & stato dato successivamente da J. W. ARMSTRONG:
J. W. ARMSTRONG, Point system for Lagrange interpolation, Duke Math. J.
21 (1954), 514-515.
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Si abbiano, inoltre, le due successioni triangolari

w el
A M
@ @ T@ 3@
(9 ) 2’1 3 ) ‘2 2.1 y A2
M 9w m Femy H(m) Tem)
Z’l b 22 3 ot 2n H }-1 b 2 3ty }-m

e 8i consideri la doppia successione

(10) Qn,m [f(',n7 y)} = ZL Zi 2’;:") iim) f(x;cm) y(im) *
1 1

Se accade che

(11) lim Q. [f(@, 9)] = [ [fie, y) doay,

-1 -1
m-—> %

si dice che @, ,.[f(#, ¥)] & una formula di quadratura meccanica in due variabili.
I punti (2°, y{™) sono detti i punti fondamentali ed i numeri A", ™ i
pesi del procedimento di quadratura.
Se per la classe dei polinomi P, ,.(z, y) nelle variabili (z, y), di grado = ri-

spetto alla # e di grado wm rispetto alla y, vale la relazione

11
(12) Qn,m[—Pn,m(wy :’/)] = f an,7rz(w7 ‘!/) dz dy

—1 -1

e se inoltre sono soddisfatte le relazioni
(13) > | B <, S EM | < e,
1 1

dove ¢, e ¢, sono delle costanti assolute, allora per le funzioni f(w, ), definite
e continue nel quadrato R, si ha

-1 -1

(14) tim Quu[fle, 9] = [ [#@, y) dv ay .

m—> &
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Per provare la (14) studiamo la differenza
!
| Qu,ul (@, PI— [ [ fl@, y) dzdy |

—1 ~-1

Per la supposta validith della (12) potremo secrivere

’Qn m[f(T, 7 ]’—f ff(-l", da‘ d?j I ==

11

= |@uul /2, 9] = Qun[Po, i@y )] + [ [ Poula, y) dw dy— f f fla, 9) dz dy | <

-1 -1 —1-—1

< @l i@, T — Qun Pty D] | +[ [ | Pumler, 1) — fla, ) | dov dy <

-1 -1

n "

< Zk Zf M;cn)l [Z(m) l ]f( v;n), 7/(:n) Pn,m(x;.n)y y™) l <
11

11
+ [ [ Punle, 1) —f(z, 9) |de dy .

—1—1

Per il teorema di WEIERSTRASS (°) ¢ possibile costruire una successione di po-
linomi razionali interi in due variabili. che approssima uniformemente. una
f(z, y) continua nell’insieme chiuso e limitato in cui la flz, y) & definita; é pos-
sibile, cio¢, fissato un ¢ positivo arbitrario, costruire una successione di poli-
nomi P, ,.(x, y) tali che

lf("% Y) _Pn,m(w: ) I< €
uniformemente in tutto il quadrato R. Quindi

3 S| | R el 0 — P, 1) [< e S |40 | S| 2 |
1 1 1 1

e ancora
fl }IP,,,,,,(m, Y)— 1, y) |dw dy < sf fdfc dy = 4¢
-1 —1 -1 -1

(®) G. SawsoxE, Swviluppi in serie di funzioni ortogonali (cfr. Parte II dell’opera:
G. ViraLl e G. SansoNE, Moderna leoria delle funsioni di variabile reale, I1T1 ediz., Zani-
chelli, Bologna 1952).
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e tenuto conto delle (13) si ha

| Quulf@ 91— [ [f(@, ) dzdy |< (e e + 4)e

-1 -1

uniformemente in tutto il quadrato R =[—1<z, y< + 1].

3.

Consideriamo ora il caso particolare in cui @, ,, ¢ una formula di quadratura
interpolatoria, in cui, cio¢, @, ¢ l'integrale di L, .[f(z, y)] dato dalla (1), di
grado al massimo n—1 in # ed m—1 in ¥, che interpola la funzione f(, y)

nei punti (3", yi™), cioé

Qn’m[f(w, g/)] = f an,ﬂl[j(m} ?/)] dz d:l/ .

—1—1

Vale identicamente, qualunque sia il polinomio P, (@, ) di grado al mas-
simo n—1inezed m—1iny,

m

n
Pron(@, ¥) = Ly u[Paml@, 9)] = 2, 07(®) [ 2 1P(y) fle?y o{)
1

ed integrando nel quadrato R otterremo

101 m o1 1
f an m(w} y) dw dJ == zk z f J‘ Ziﬂ)(m) l(im)(y) f( r;:‘)’ . (im)) d"'v dy
“1 -1 101 —1-1
e quindi
(15) [ [Pante, ) dway = zk A ST fal, ),
—1-1 1 .

con i A™, 2™ dati da

1
(16) AP = [1(@) da, W= J 1M(y) dy
-1

-1
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In analogia con le definizioni date per le formule di quadratura interpolatoria
in una variabile (*), diremo i 4" e i 2y delle (16) i numeri di Corrs della qua-
dratura.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema enunciato. Infatti la (7) sard
dimostrata se proviamo la validita delle (12) e (13). La (15) ci assicura subito
la validith della (12). Per provare la (13) basters ricordare che i numeri di CoTss
dati dalle (16) sono nel nostro caso, cioé¢ nella ipotesi che il sistema di punti
fondamentali sia costituito dagli zeri del polinomio di TCHEBYCHEFF di prima
specie, non negativi (°); quindi, ricordando che

2ll@) =1,
1

n f n 1 1 1
Se| A =3 A0 =3 J‘ I™(@) do = f S i) dw = J.1~d;7c =2
1 1 L §

1 -1 -1

e ne segue il Teorema.

Vogliamo ora osservare che la validitd del teorema precedente pud essere
estesa al caso pill generale in cui i punti fondamentali dell’interpolazione siano
gli zeri dei polinomi ultrasferici

— 1 n dn
D ey O [(1 — a2)**"]

P (&) gy
(1‘) 'Pﬂ ((L) - 211,”! . dwn

con
—l<a<3z.

I pesi del procedimento di quadratura sono allora i numeri di Corrs

1
Py,
.(18) A f B N

(@ — ) P (o)
-1

{*) E. Frrouziy, Théorie de la convergence de procédés d'inierpolation et de quadra-
ture mécanique, Mém. Sci. Math. 45, Paris 1939 (cfr. p. 67).

(5) L. Frstr, Mechanische Quadraturen mit positiven Cotesschen Zahlen, Math. 7.
37 (1933), 296-299.
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¢ tenendo conto che essi sono positivi per » sufficientemente grande per
~— 1< a<{3/2 e sempre positivi per —1 <<a<<0 od 1/2 <o <1 (®), si ha an-
cora la (7).

Summary.

A convergent process, for mechanical guadratures in two variables, is given.

® Ok XK

(8) G. Szrcd, Orthogonal Polynomials, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., Vol. 23 (1959)
(cfr. pp. 352-355). .






