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Biaxca MAXFREDI (%)

Esistenza e non esistenza di soluzioni periodiche

in un problema di Meccanica non lineare. (**)

§ 1. - Introduzione.

1.1. — Questa Nota confinua tre miei precedenti lavori ([8],, [3]., [3]s)
sullo studio del Problema differenziale di ordine due, di Meccanica non lineare,
individuato dal sistema

Bt) + f(t), &(8) -+ g(s(t) = @(t) (0 <t< + o)
(D)
z(0) =a, ®0)="0,

dove (t) ¢ la funzione incognita, %(t) e #(f) sono le derivate temporali prima e
seconda di x(1), inoltre @ e b sono dati numeri reali qualsiasi.

Le ipotesi su le funzioni date figuranti nell’equazione differenziale del si-
stema (D), nell’ordine in cui sono state poste nei lavori precedenti ([8],, [38].,
[8]s) [tranne 'ultima (H;) che viene posta solo in questa Nota], sono le seguenti:

f(u, v) reale e univoca in tutto il piano cartesiano (u, v), ivi li-
mitata, continua e lipschitziana;

g(u) reale e univoca mnell’intervallo (— oo, + o), ivi continua,
(H,) 1 lipschitziana e crescente, con
gl—o0) =—o0, ¢(0) =0, g(+ o0) = + oo;

() reale e univoca nell’intervallo (0, + o0), ivi limitata, conti-
nua e lipschitziana.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. (anno 1966-67). — Ricevuto il 15-1X-1967.
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f(u, v) tale che esistano due costanti § >0, v* >0 in modo che

(Hy) sia
sup f(u, v) -+ 6 <inf (t), sup o(t) < inf f(u, v) — §;
S —v¥* t=0 =20 vzv¥

(H,) () periodica (di periodo positivo minimo 7,)-

In [8]; ho dimostrato, mediante il metodo delle differenze finite, che il si-
stema differenziale (D) con le ipotesi (H,) ha una ed una soluzione (1)

(1) @(t),  te(0, 4 o0,

ed ho indicato un procedimento di approssimazioni sucecessive verso tale so-
luzioni.

In [8], ho studiato Vandamento dell’unica soluzione (1) del sistema diffe-
renziale (D) con I'ipotesi (H,), ed ho provato che x(t), #(t), #(f) in (0, + o0):

(i) dipendono con continuitd dal punto iniziale (a, b);

(i) sono limitate certamente se si lega il termine dissipativo flz, x) al
termine forzante ¢(f) mediante lipotesi (I,);

(iii) sono oscillanti senza limite per ¢ — -+ co quando il termine forzante
®(t) & pure oscillante senza limite per ¢ — -+ co (in particolare, & periodico).

In [8];, spinta dal desiderio di superare la non facile questione della esi-
stenza o non esistenza di soluzioni periodiche per equazione differenziale del
sistema (D), ho studiato le successioni della forma

(¥),: p(), i +1), it +27), .., i+ ), .,

che chiamo «progressioni di aritmeticith di generatrice p(t) e di ragione 7 »,
essendo () una prefissata funzione reale, univoca, limitata, uniformemente
continua in (0, + co), ed essendo 7 un prefissato numero reale (del resto qual-
siasi). In [3], , dopo aver osservato dapprima che la successione (¥), ha sempre.
Paccumulazione non vuota in ogni intervallo (— 7T, 7T) con 0< T'< - co,
ho provato che una progressione di aritmeticity (¥), ha un numero complessivo
finito m (>1) di accumulazioni distinte se, e solo se, ha un’accumulazione
periodica di periodo m7 e non di periodi 7, 27, ..., (m— 1)7. Inoltre, quando vale
quest’ultima condizione, anche le altre m—1 accumulazioni sono periodiche

(1) Per semplicita tale soluzione & indicata con lo stesso simbolo che nel sistema.
(D) indica la funzione incognita.
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dello stesso periodo mz e non di periodi 7, 27, ..., (m—1)r. Se poi (¥), ha
infinite accumulazioni distinte, nessuna di esse pud essere periodica di
periodo dato da uno dei numeri z, 27, ..., 7, ....

1.2. — In questa Nota, sfruttando i richiamati risultati dei lavori [3],,
[8]., [8]s, dimostro per I’equazione differenziale del sistema (D), precisamente
per equazione

() + fl@(t), 2@) + g(@(t) = @(t) (0 <t< + o0)

2)
con le ipotesi (H,), (H,), (Hy),

i tre teoremi seguenti:

Teorema I. Le eventuali soluzioni periodiche dell’equazione (2) hanno
periodi positivi (e quindi anche i periodi positivi minimi) da sceglierst tuiti fra
namert

T 27T,, .y BT,

@)
[rqj essendo il periodo positivo minimo di p(t)].

Se la (2) ha una soluztone periodica z(t), detto mz,, il suo periodo positivo mi-
nimo (sarda quindi m intero > 1), la (2) ha certamente almeno m soluzioni periodiche
distinte date da

at), ot +7,), @ +27), .., @+ (m—1)),

di periodi positivi minimi tullti equali fra lovo e dati da me,.

Teorema II. §i consideri una successione della forma (2)
(3) @(t), @0 + 7,), @ + 27,); oy @+ NTy)y oo
dove x(t) & una prefissata (del resto qualsiasi) soluzione dell’equazione differen-
zidle (2) ¢ 7, & il periodo positivo minimo d&i ¢(t).

Le accumulazions di (3) in un qualungue intervallo (0, T) con 0 < T <<+oo
(ed almeno un’accumulazione esiste sempre per il teorema II di [3];) sono tuite

soluzioni dell’equazione (2).

(*) Questa successione & (cfr. [8],) «la progressione di aritmeticith di generatrice
#(t) e di ragione Ty
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Teorema III. Affinché Uequazione differenziale (2) abbia soluzioni
periodiche ¢ necessario e sufficiente che la (2) abbia una soluzione x4(t) tale che
la  corrispondente successione

(3" wo(t)y @yt - T(p)y ot + 277(,;)7 P (A W’Ttp)’

i un intervallo (0, T), con 0<<T << -+ oo, possieda un numero complessivo
finito m (]) di accumulazioni distinte.

Inoltre, se &(t) ¢ una di queste accumulazioni, le m accumulazioni distinte
s0no

), &t +z,), & +27,), ..., £+ (m—1)r),

ed esse somo tutte soluzioni dell’equazione (2), tutte periodiche di periodi positivi
minimi egquali fra loro e dati da mz, .

Corollario. Affinché Vequazione (2) non abbia soluzioni periodiche ¢
necessario e sufficiente che tutte le successionsi

x(t), =t -+ 7o)y @t -+ 2r¢), vy (- NT,)s

relative alle varie soluzioni «(t) della (2) abbiano infinite accumulazioni distinte.
Queste accumulazioni sono tutte soluzioni dell’equazione (2), ma nessuna di esse
¢ periodica.

Osservazione (velativa al Teorema IIT). Se Vequazione (2) ha pidso-
luzioni del tipo della m,(t) considerata nel Teorema III, gli interi positivi m cor-
rispondenti possono essere fra loro diversi. Allora, Uequazione (2) viene ad avere
soluziont periodiche di periodi positivi minimi fra loro diversi.

§ 2. - Dimostrazioni dei Teoremi.

2.1. - Dimostrazione del Teorema 1.

4

10) Se nella (2) il secondo membro @(¢), come suppongo, & periodico di
periodo positivo minimo 7,, il primo membro della (2) calcolato per una qua-
lunque soluzione di (2), in quanto identico a (t), & esso pure una funzione perio-

(®) Ricordare che (3') ha sempre almeno un’accumulazione (cfr. teorema II di [8],)-
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dica di periodo (positivo) minimo 7,. D’altra parte, se #(t) &, di (2), una solu-
zione periodica di periodo (positive) minimo 7, il primo membro di (2) calcolato
per (t) & periodico di periodo 7. Pertanto v & necessariamente un numero della
successione T, , 27, ..., AT,, ...

2°) Posto 7 = mz, (con m intero >1), le m funzioni
a(t), ot +1,), @t +2t,), .., @+ (m—1)7,)

risultano tutte distinte, tutte periodiche di periodi positivi minimi eguali fra
loro, dati da mz,, e, manifestamente, tutte soluzioni di (2).

2.2, -~ Dimostrazione del Teorema 1I.

Detta &) una qualsiasi delle accumulazioni della successione (3) nel-
Vintervallo (0, 7, i1 Teorema II sard provato se concluderemo che &(t) & so-
luzione di (2).

1°) Sia #(t + n,7,) (r= O; 1, 2, ...) una sottosuccessione di (3) tale che

(4) A lim 2t + »,7,)= &) .

r—>
Considero ora la successione delle derivate prime temporali
(5) 2 -+ n, T,) (r=0,1, 2,...);

essa ha (cfr. [8];, teor. II) almeno un’accumulazione £*(t). Sia ora @(t-+ n, 7,)
(r =0, 1, 2, ...) una sottosuccessione di (5) tale che

(6) lim w(t + 'ﬂ; T(p) = §*(1),

300

ed allora i avrd anche, per (4),

(') lim a(t + n,7,) = &) -

r—n®

Per il teorema del valor medio risulta poi
(M) {a(t+ n,7, + h)—a(t+ n,7,)} h=at +n,7,+ 0,})

con h =20 e 0, conveniente numero interno all’intervallo (0, 1). Inoltre, poiché
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#(t) nell’intervallo (0, + co) & uniformemente continua (*), si ha che, preso ad
arbitrio un & >0, esiste un §, (>0 ¢ indipendente da ,) tale che, per [h]< 4,
sia

ot +n,7)—e < @t + 0,7, + 0,h) < @t +n7) + e,
ciog, in virtn di (7),
a2t + n, T,)—e < {a(t + n, T, + h)—a(t + n, T} h < Bt + n;rlp) 4+ g
Di qui, per 7 -+ + oo e tenendo presente (4') e (6), segue (per | 2|<C d,)
E*t)—e < { &0 +R)—E@)} b < E¥(t) + €.
Esiste dungue la derivata temporale £(t) ed &
£4(t) = £(t);

nello stesso tempo, poiché §%(t) & una qualunque accumulazione di (5), si
conclude che (5) ha la sola accumulazione £(f) e che & quindi

(8) - Hm &t + n, 7,)= £(t) .
r—>@
Cosi pure si ha

(9) lim a(t + #,7,)=E(t),

r—

come segue partendo da (8) e ragionando come si & fatto a partive da (4), ad
eccezione del ragionamento per concludere l’uniforme continuitdh, di #(f) in

(0, + o0) ().

2% Dopo cid, esprimendo che z(t-+un, 7,) ¢ soluzione dell’equazione (2),
otteniamo 1’identitéa ’

a(t +n.7,) + f(@t + 0, 7,), o + 0, 7)) + (w(t +n.1,)) =@t +n,7,) .

(*) Cido discende dal fatto, provato in [8],, che la Z(#) & limitata in (0, 4 oo).

(5) L'uniforme continuitd di z(f) in (0, + o) consegue, precisamente, dal legame
ottenuto esprimendo che x() soddisfa I'equazione (2), quando si tengano presenti la
uniforme continuitd di (1), £(f) in (0, + oo), e la lipschitzianitd delle funzioni f(u, v),
g{u) nei loro campi rispettivi.
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Questa eguaglianza identica ci di subito per 7 — co [tenendo presenti le
eguaglianze (4), (8), (9), la continuitd delle funzioni f(u, v), g(u), e infine la
periodicitd di periodo 7, della funzione ¢(f)]:

) + F(E@), E@) + 9(8®) = o(t),

identith esprimente quanto basta dimostrave.

2.3. - Dimostrazione del Teorema III.

1) La condizione enunciata ¢ mecessaria. Infatti, se 1’equazione (2) ha
una soluzione periodica z(t) di periodo positivo minimo 7, in virtd del Teorema I
esiste un intero m >1 tale che sia 7 = mz,. Allora, la successione

w(t), ot +7,), @t +27,), .y B+ 07,

in un intervallo (0, 7T), con 0 << 7 < -+ oo, possiede (cfr. [8]s, teorema V)
un numero complessivo finito m di accumulazioni distinte, date da

w(t), @t +1,), @t +21,), ..., @t + (m—1)7);

esse sono tutte accumulazioni per iterazione, sono periodiche di periodi positivi
minimi eguali e dati da mz,,.

29 La condizione enunciata & sujfficiente. Infatti, se 'equazione (2) ha
una soluzione x,(f) tale che la corrispondente successione (3') in un intervallo
(0, T), econ 0 < T < + oo, possieda un numero complessivo finito m>1 di
accumulazioni distinte, per il corollario I di [8],, queste accumnulazioni sono
tutte periodiche.

3°) Inoltre, sempre per il corollario I di [3]3, detta £(1) una di queste accu-
mulazioni, tali m accumulazioni sono

E1), &0 +7,), EG+20), . &+ (m—1)7,).

Queste accumulazioni, tenendo presente il Teorema I, hammno periodi posi-
tivi minimi eguali fra loro e dati da mz, . Infine, per il Teorema II, queste accu-
mulazioni sono tutte soluzioni dell’equazione (2).
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Summary.

On the base of oblained results [3], let g(t) be periodic of a minimum positive 7, period
and x(t) every solution of the (2) equation  (solution limited and uniformly contmue i
(0,4 oo}, ef. {3]), then: (i) if @(t) is a periodic solution of & minimum positive T period,
itis T = mz, (m whole number > 1), and the (2) equation has m periodic solutions
which are given by mE-+ r < o) (r=0,1,.., m—1); (i) every accumulation function
(there ewisls, at least, one of them cf. {3]3 of the succession xz(t 4 nt g =10,1,2,.)
is a solution of the (2) equation; (iii) the (2) equation has periodic solutwns if and only
if there exisis a wy(t) solution of (2) such that the succession wxy(t -+ nr e =0,1,2,..)
has in (0, 1), 0 < I'<+4 oo, a finite m (> 1) number of distinct accumulatwn functions.
Besides, if £(t) is an accumulation function, the m accumulation funciions are E(f-r Tg)
(r=0,1,..., m— 1) and are periodic solutions of (2) with the minimum positive mz—q,
period; (iv) the (2) equation has no periodic solutions if and only if all the successions
x(t -+ fnrq,) (n =0, 1, 2,...), correspondent to all x(l) solutions of the (2) equation, have
infinite distinel accumulation functions.



