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GueEorRGHE M URARESCU (%)

La Théorie des Variétés

d’un Espace a Connexion Projective a Torsion. (*%)

a

1. — La théorie des variétés d'un espace & connexion affine a été étudiée
par R. MiroN et D. I. Paruc [1], en utilisant les procédés de [3]. L’étude des
variétés d’un espace a connexion projective sans torsion a été faite par Gm.
MURARESCU dans [2], en utilisant la méme méthode. Dans cette Note nous
considérons le cas des variétés d’un espace & connexion projective & torsion.
Nous utiliserons les mémes notations comme dans [2].

On sait [4] que une connexion projective sur une variété V, peut &tre iden-
tifiée & une certaine connexion affine sur une variété différentiable V,., =V, X R
sur laquelle une carte locale sera de la forme {x'}={a®, o™} (4 =1, ...,
w-+1; a=1,.., n). Surla variété V,,; a été défini un champ de vectewrs &,
qui dans la carte locale donnée ont les composantes & = d;,,. Nous utilise-
rons l’atlas préférentiel, c’est-a-dire l’ensemble des cartes locales lides entre
elles par les relations:

1) r'e = gz, ..., z"), o't = gl (g, ..., 27).
La connexion affine sur V,,, satisfait aux relations:

oy, _
Jantt 7 ?

; . y
(2) P;a:‘P;a’ an+1:07
ou P;, sont les coefficients de la connexion projective sur V,.

(*) Indirizzo: Seminarul Matematic « Al. Myller», Universitatea « Al. J. Cuza», J asi,
Roménia.
(**) Ricevuto: 8-I-1968.
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2. - L’étude d’'une variété V,,c V, sera réduite & etude d’une variété
Vot = VX R C V,yy qui localement peut étre donnée par les équations:

(3) z* = go(ul, ..., U™, gttt = ™t 4 put, L., w™).
Sur V., nous fixons une carte locale %,, dont le domaine géométrique D,

est contenu dans le domaine de la carte {u*} ={u?, um} (¢ =1, ..., m+1;
A ==1, ..., m), donnée par les systémes de fonctions:

4) Wt = wMul, ..., um), 'L — AL L f(yl L ),

Sur D, nous considérons les champs de covecteurs e* == ¢ du'* (4 =1,
..., m + 1) avec les composantes ¢! = 9, u™* (la dérivée partielle par repport &
u*) et & Paide de ces champs nous définirons les champs de vecteurs contra-
variants e, (¢}) par les relations
(5) - eteel = o4 (4, B=1, ..., m +1).
Dans la carte %, nous avons:

4 __ R4 & ___ S«
et =05, 65 = 0%.

On constate que pour n'importe quelle autre carte sur V,y, , donnée par les
relations de la forme (4), nous avons ([2]):

(6) Oma €5 =0, Omta €5 =0, Cmpr = Oy«

A 1’aide des champs e, et ¢ nous pouvons définir sur D, la connexion eucli-
dienne:

(M I3, =59, ¢35,
qui, dans la carte ¥, , devient
(7) 2, = 0.

Apres les relations (2), (8), (6) et (7) on constate que, pour n’importe quelle
carte sur V., donnée par les relations de la forme (4), nous avons:

(8) Omsr I = 0, O FE 0, F§m+1 =1, .,;=0.

7=
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Nous associerons & la variété V,., les quantités ([1]):

(9) Yo Wo)s +oos y“w%(y;v“%), (g y ey @y =1, ..., m 1),

o : i i i LA SR o T _
Yoo =T = 00 8 Yoo = Vigee = Omy Yoy T P Ve Voo — Lo Var oo 1 Vigyoony =

Y 1
- :I/a:l o B[O )
yila .. €tant un vecteur contravariant par rapport & lindice supérieur
2es
et un tenseur covariant par rapport aux indices inférieurs. On constate que:

(10) Ymtr — 57 am+1 y;x x, 03 ?/:;1... Cganttg 0

< q
pour ¢ =1,..., ps o, =m +1ebs =23, ..., ¢
Nous supposerons que pour V,i; les vecteurs:

i i i — . —
Yor  Yuar oo Yoo, (@ =1, ey m +1;5 Ay oy Ay =1, ...y m)

sont lindairement indépendants dans l’espace tangent & V,,, et que parmi les
vecteurs:

i i i i
Yo fI/u}.l ’ cerr 7-/“11 R yoc,’.l... A,

il existe # - 1 vecteurs lindairement indépendants.

Comme d’aprés les relations (10) les vecteurs y,, ., (¢ =1, ..., p) sont
indépendants en nombre de (m - 1)-mf il en résulte qu’il fant avoir la rela-
tion:

(m +1)

mP— 1 mrtl — 1
TS R 1<(m A1) e
n

m — m—1

Une variété pour laquelle est satisfaite cette relation est dite générigue

([1D-

Nous introduisons les vecteurs:

(1) & =Y L0 (g=1, .,p+1; 4;,.., 4

Ay dg ¢ A 44

:1, ey M +1)

q

qui & un changement de la carte locale sur V., sont évidemment invariants.
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Dans la carte locale %, nous avons:

i i
ZA, ceedg T ?/Al.. Ag "

D’apres les relations (6), (10), (11), on constate que:
(12) Cmtr = Y = 5; am+1 2;,...Aa = 07 zjil...A edy T 0 ’

pour ¢ =1, ..., p+1; A, =m +1 et s =2, 3, ..., q.
La variété V., étant générique, les vecteurs:

2, & (4 =1, ., m-+1; A, ..., 4, =1, ..., m),

44y ey R

A v Apy

sont linéairement indépendants et parmi les vecteurs:

4

% Ady Ay

) ceoy 4

4 Ay Apoy ?

il existe #n -+ 1 vecteurs linéaivements indépendants.
Les vecteurs z,, 4, qui complétent le systéme de vecteurs

Badyr v Radyen Ay

pour former une base dans l’espace tangent & V.., seront notés par Bady . a)* 3
les indices (4 A, ...4,)* prennent des valeurs aprés un certain ordre donné.
1 n
Le point # € V,, et les vecteurs:

41 Raa 3 Budyi gy Baayap*

déterminent un repére affine R, (#) géométriquement associé & la variété V., .
Ce repére s’appelle normalisateur.
Pour exprimer la dérivée covariante des vecteurs 2, A4,..4, 5 DOUS considé-
Ay

rons les formes de PFAFF:

(13) wf= ot due,

qui, d’aprés la définition des covecteurs ¢4, sont des différentielles totales li-
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néairement indépendantes. Plus précisément, nous avons:

(13" ot =8, wt-dut, o™ =0, f-dut +dumtt, (A4, A4 =1, .., m).

On voit que w* ne dépendent pas de wm*t! et dwmti,

En notant avee D le symbole de différentiation absolue, nous avons:

y i . i v kLB
(14) D2 a, =A%, o, T L% a2 @
et d’apreés les relations (2) et (12) nous avons:
: i . P i L _
(147) D Badyn, = dzml..,.dq + P, Ty @ (@=1, ..., n).

D’aprés les relations (11) et (12) on déduit la formule:

A1 i I 1 P |
(14") D0, =% Ag AT

g oas

3. — Les équations qui expriment la variation du repere R, (@) sur D,
appélées les dquations fondamentales de la variété V, (donc de la variété
VaucCV,), seront:

-

D ae= zf/‘l.w/i’ D grtt = Z"A—l_l'a)A’*;— s
i P Z _
D2y =2 40 Dz, =0
(15)
D 2t 2t A

Rady e dAps Pidy e Apa ™ @

D zi (M oen 3p) A

i
Adyeea Adpy T z(ﬂl v M) Ady . Ap 4 w

[ D2y, et = Fary ) 'K((jlzlxl'::.bj;",Z)*A ‘o,
ou les indices (M ... M ) prennent les valeurs des indices 4, 44,
Ady . Apy, (A4, ... 4,)%

Les quantités K32 % , et K% ., sont invariantes sur V., et sont
appelées les invariants de la normalisation de la variété V,,., (done de la variété
V..) par rapport & la carte %, .

Nous remarquons que les différentielles absolues des vecteurs 25
(¢ =1, ..., p) ne dépendent pas de o™+, donc de du™i.

Ay
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Les conditions d’intégrabilité du systéme (15) seront les suivantes:

i L — g — p
( P2 =0 (4, Ayy oy M =1, ..., m)
i F AN N S 1 L i a b __ .t At
By 20, 25 %0 == gt Zhya s Lo iy ab #5125 = Zug1 ayr ™ Frar a
i 4 I 1 At
R, ? 4y e Apes B P2 T By Apadtst ™ R ady o Ay 3
i PR T (TG MY Ay ee Q)
(0) J Rjab ZAA, e dpog A ZJI M, ) (IfAAl Ap_.n Au KAA;... Ap—s MA)
i i a b i My e M A
jab zAA1 e dpoy BaRy = d(.m... HpA Ady .. A,, IV SR R M "
By oee B ) (674 PRGN o SRR 2K
Ady .. A,,_,A i z(dl;... My <KAA1 A,,_,Jz 5’ A I€AA1 A _14 ' )
q -1
Pz J _za P . ) . (Mg oo M . Zi .
Yiay (AAI...Ap)* AT T R0 HpA Ay e AR Ay e MPH
(ary .. Hp (8 FUR o] K {3y vee M)
L I Ay e A 24 + 2 "'< My 3 (Kuzh A VALK "4 KuAl A PrAjE” _u)'

Des relations (2) et (12), on constate que les invariants de normalisation ne
dépendent pas de um+t,

Par la différentiation covariante des conditions (C) (mod (15)) on obtient
les conditions (C,), puis, des conditions (C,) les conditions (C,), ete.

D’aprés ces considérations, il résulte:

Théoréme d’existence. La condition nécessaire et suffisante d’exi-
stence d’une variéié générique V., C Vagq, done dune varidté V., c V, , est que,
étant donndes les différontielles exactes w® (A= 1, ..., m) lindairement indépen-
dantes en du* (=1, ..., m), la différenticlle exacte m™+ avec le propriéid: wm+t =
= du+1 (mod duw?) et les fonctions K% K (- ey analytiques en u’,
il existe un nombre naturel N, tel que le sysiéme des relations (C)y .uuy (O) s0i1
compatible en @i, 2, &%, oAy ? Braay .. Ay €t que la solution vérifie identiquement
les conditions (C ). Une solution du probléme est une varidté normalisée & Uaide
de la carte locale des équations o = du'® (x==1, ..., m--1) et elle a pour inva-

riants de la normalisation les fonctions K.
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Sommario.

Si stabilisce una normalizzazione locale di una varieta di uno spazio con conmessione
proietiiva, le equazioni fondamentali ed un teorema di esistenza.

# ok ok







