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Luteta MarT1NELLI PANELLA (%)

Sulle calotte d’area minima.

1. — Sia o una calotta d’area minima (cioé appartenente ad una superficie
d’area minima dello spazio euclideo ordinario), di ordine # > 2. Supporremo
sempre che il riferimento cartesiano ortogonale monometrico Oxyz abbia ori-
gine O nel centro di ¢” e piano xy tangente in 0 a o".

In un lavoro recente (1) G. VAccaro, studiando tali calotte, ha fra Paltro
osservato che esse hanno rapporto con la configurazione costituita dalle » rette
del piano zy passanti per Porigine e diagonali di un 2s-gono regolare di centro 0.
Per brevitd chiameremo questa una configurazione 2r-gonale. In particolare, le
o confenenti una ¢"-' piana risultano caratterizzate per il fatto che le loro
tangenti asintotiche costituiscono una configurazione 2r-gonale.

Piun in generale, G-. Vaccaro ha enunciato (e provato per » < 5) la congettura
che la costruzione di ogni o7 d’area minima possa ottenersi a partire essenzial-
mente da una configurazione 2r-gonale.

Stabilird qui che la predetta congettura ¢ in effetti vera in generale, e mo-
strerd altresi come ne risulti una costruzione induttiva per ogni o7 d’area mi-
nima. Ritroverd anche, in modo pia rapido, il predetto risultato sulle ¢ con
o™t piana.

I1 procedimento che adoprerd a tale scopo si basa sull’uso di coordinate iso-
trope nel piano ay e sull’osservazione che una configurazione 2»-gonale & le-
gata alle radici 2s-esime del numero complesso & -+ ¢y rappresentate sul piano
di ARGAND-GAUSS @y.

Osservo infine che il legame tra calotte d’area minima e configurazioni
2r-gonali non deve sorprendere. Si rifletta invero che il sistema delle calotte

(*) Indirizzo: Via Aladino Govoni 24, 00136 Roma, Italia.
(**) Ricevuto: 15-1X-1968.
(1) G. Vaccaro, Sulle superficie d’area minima, Riv. Mat. Univ. Parma (2) 8 (1962),
139-168.
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d’area minima d’ordine fissato nella posizione su indicata rispetto al riferimento,
¢ invariante per il gruppo di rotazioni intorno all’asse z (giacche la nozione di
superficie d’area minima ¢ ovviamente invariante per congruenze), e che una
configurazione 2r-gonale & invariante per il sottogruppo di rotazioni intorno
all’asse z di ampiezza multipla di z/r.

In particolare con una rotazione del sottogruppo indicato una calotta o7
con ¢™* piana si muta in s¢ o nella simmetrica rispetto al piano my.

§ I. - Richiami e preliminari.

2. - Supposto di avere complessificato lo spazio, introduciamo le nuove
coordinate complesse w, v, # con

U=z + 1, v =r—1iy.
I punti reali sono caratterizzati dalle condizioni:
(2.1) v =, z reale,

indicando al solito con sopralineatura il valore complesso coniugato.
Ci occorrerd far uso di derivazioni rispetto alle nuove variabili u, ». Ri-
chiamiamo le formule:

9.9 o 9 a_i<a 0
(2.2) or  ou ' ov’ oy )’

e quelle che se ne deducono iterando le derivate:

o2 9° 0? o° 02 .0 2"
T e + 2 + =3 = | — ———
ox® ou? ou v ov? 0x Oy ou? v
(2.3)
a?. . 62 2 aZ a‘l
w: . du oudv  ovt’

Tenuto conto delle (2.2), (2.3), risulta immediatamente che ’equazione dif-
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ferenziale caratterizzante le superficie d’area minima 2 == f(z, y):

2\2]| 9%z dz 0z 0% oz\2l 0%z
2’. H = 1—»’— —_— —~——2——-——-—-!— 1+ — —-—::0
(2.4) (@ ) [ ‘ (63/) ] O dx Oy dx dy [ <8r) ] oy ’

diviene nelle nuove variabili:

oz\: 9% oz 02\ 0% 0z\2 0%
2.5 Ku, v) =—{—| — -1 +2 — —})——1|=— =0
(2.5) (v, ©) <av) u ( u Bv\) du ov <8u> ov? ’

essendo la (2.5) riferita alla equazione della superficie scritta nella forma

U -+ v w— v

2’ 24

& = f(a, y)zf( )Em v),

e avendosi K(u, v) = (1/4) H{z, ¥).
Adotteremo per le derivate rispetto ad w, v i simboli concisi appresso indi-
cati:

ah-i—k N
(2.6) Sk o :( >h_ (*)3

I

cosicehé la (2.5) potrd seriversi:

o

(2.7) Ke=—=-2; +(1 422

— -2 -
10 ”01)211 5 %oz =0.

il

<

3. — Per il seguito & importante 1’osservazione seguente. Le funzioni che
avremo da considerare, come 2z == g(u, v), K(u, v), sono trasformate delle fun-
zioni z = f(z, ), + H(z, ¥), le quali, insieme alle loro derivate, assumono va-
lori reali per valori reali delle variabili @, . Cido porta la conseguenza che le
corrispondenti funzioni di u, » godono della proprietd espressa dall’uguaglianza
seguente che si riferisce in particolare alla g(u, v):

(3.1) Inic (%, u) = gi(u, u).

Infatti, invertendo le (2.2) si ha intanto:

0 1/9 .0 2 1/@ .0
(3.2) "‘:"‘*""’—/I/—, ————:———-—%—’I,__-_
o 2 \ox oy ov 2 \oxz oy

(%) La sopralineatura sull’indice di derivazione rispetto alla seconda variabile viene
qui usata per non confondere con i simboli della Memoria citata in (1).
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Ora, per calcolare g,z occorre applicare rispettivamente % e & volte ¢li ope-
ratori (3.2) ad f(z, y) e volendo calcolare g¢,; nel punto (u, %) che & un punto
reale del piano zy (n. 2), tali operatori danno luogo ad una combinazione li-
neare di derivate di ordine 2 -~ % di f che hanno valori reali. I1 calcolo di g7, )
da luogo allo stesso calecolo con lo scambio degli operatori, il che implica lo
scambio di 4 e — 4. Da cio discende senz’altro la (3.1).

In particolare avremo spesso da considerare derivate calcolate nell’origine
(veale) O, il che indicheremo sovrapponendo al simbolo uno zero. Dovremo
percid tenmere presenti le relazioni seguenti:

° ° o

)
(3.3) G = @ K=K, .

4. — Aggiungiamo infine il seguente

Lemma. Una configurazione 2r-gonale del piano z =0 ¢ rappresentata
da un’equazione del tipo

(4.1) aur +agur =0,

essendo a, @ costanti complesse coniugate non nulle.

I punti reali del piano wy rappresentati dall’equazione (4.1) sono anche
rappresentati ovviamente dall’equazione che si ottiene moltiplicando per @ .
Pertanto 1a (4.1) pud sostituirsi con

a2ut - a (wu) =0,

ovvero (escludendo O):

(4.2) (m) =

La (4.2) ci dice che i valori del numero complesso «/ |u| (di modulo 1) soddisfa-
centila (4.2) sono le 27 radici 21-esime del numero complesso — a/a (di modulo 1),
le quali come ¢ ben noto sono rappresentate nel piano di ARGAND-GAUSS zy
dai vertici di un 2s-gono regolare inscritto in una circonferenza di raggio 1.

I valori di w che risolvono la (4.2) si ottengono dalle dette radici alterandole
per un fattore reale positivo qualunque. Quindi i punti rappresentati nel piano
wy dalla (4.1) costituiscono le » diagonali per O del 2r-gono considerato ; e il
Lemma ¢ provato.

Q9 QY
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§ II. - Calotte o" eon o7—1 piana.

5. — Una calotta d’area minima ¢" contenente una ¢"~* piana é rappresen-
tata in coordinate u, v, # da una equazione della forma:

(5.1) 2= (z-u +12

~rg H

e T WY A B 0n) el 4 [ 1],

dove [» - 1] indica termini di ordine > » -+ 1 in %, v. Appunto perché la ¢™* C o7
¢ piana (e il piano tangente coincide col piano xy come sempre supponiamo;
n. 1), mancano nella (5.1) i termini di grado <r—1, cio¢ si ha

(5.2) Zz =0 per h +k<r—1

La condizione necessaria e sufficiente affinché la ealotta ¢* sia effettivamente
d’area minima si oftiene esprimendo che le derivate calcolate in O della fun-
zione z = g(u, v), che appaiono nella (5.1), soddisfano alla equazione (2.7) e
alle sue conseguenze differenziali. Intervengone qui precisamente le conseguenze
differenziali che si ottengono derivando la (2.7) »— 2 volte, il che da invero re-
lazioni che contengono le derivate di = di ordine 7.

Si tratta di calcolare K,z con h -+ k =7— 2. Ora, a parte 1’addendo 23
che appare nell’espressione di K data dalla (2.7), ogni altro addendo ¢ un pro-
dotto di tre fattori, uno solo dei quali & una derivata di z del secondo ordine.
Percid quando si derivino tali addendi »— 2 volte si ottengono derivate di or-
dine » soltanto dal fattore che & gid una derivata del secondo ordine. Una tal
derivata di ordine s risulta percid sempre moltiplicata per derivate di ordine
< 1, che, calcolate in O, si annullano. Pertanto risulta

(5.3) Kz = ;:H,,’ o -

Le uniche condizioni sulle derivate di ordine r che si ottengono sono dungue:
(5.4) 214, 775 = 0 per b +k=r—2.
Cio esprime che sono nulle tutte le derivate miste, d’ordine 7, di 2.

La (5.1) si riduce pertanto alla forma:

(5.5) z:l—[;—ur+zo;vr] ]

p1]r0

Ne segue che le tangenti asintotiche definite dalla calotta sono rappresentate
nel piano ay dalla equazione:
(5.6) ;%,5 ur 4+ :2'0; P = 0.

Tenuto conto delle (3.3), nella precedente risulta z; — 5_,;. Inoltre, con
riguardo ai punti reali del piano @y rappresentati dalla (5.6), si pud porre in
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essa ¥ = (n. 2). Dunque ’equazione (5.6) risulta del tipo (4.1); cosicché,
in base al Lemma del n. 4, & dimostrato il Teorema (gid altrimenti provato da
G. VaccAro nella Memoria citata):

Teorema I. Una calotta d’area minima ¢ contenente una o™ piana
¢ caratterizzata dal fatto che le tangenti asintotiche nel suo centro costituiscono
una configurazione 2r-gonale.

8. — Come si & gid accennato, il sistema considerato dalle calotte d’area mi-
nima d’ordine » ¢ invariante per rotazione intorno all’asse z. Se, in particolare,
si considerano una calotta ¢ con ¢! piana fissata e il sottogruppo delle rota-
zioni di angoli multipli di z/r (sottogruppo che mutain sé la configurazione
2r-gonale), la calotta deve di necessitd mutarsi in una calotia d’area minima
che ha la stessa configurazione di tangenti asintotiche.

Di fatto accade che la o suddetta si muta in s¢ o nella simmetrica rispetto
al piano xy.

Infatti una rotazione dell’angolo 0 & espressa in coordinate u, v, # da

(6.1) ' = 6%, v =ve M g

Trasformando la (5.5) mediante le (6.1) risulta che ¢" si muta nella calotta:
1

(6.2) Z2 == o ['%rﬁ =0 ur‘f‘%o? &i"0 ,vil [+ 1] .

Allorché 0 é un multiplo di z/r i due fatbori ™%, ¢ divengono entrambi
simultaneamente - 1 oppure — 1. Pertanto la calotta (6.2) si riduce allora alla
(5.5) o alla sua simmetrica rispetto al piano zy.

§ IIL. - Calotte ¢” generali.

7. — Passiamo a considerare una calotta d’area minima ¢" contenente una
assegnata, ma arbitraria, ¢"-1 (anch’essa di necessitd d’area minima,).
Indicata concisamente con

(7.1) # =377 4 [r]

la rappresentazione di ¢!, la o risulta rappresentata da una equazione del
tipo:

1 N o ©
(1.2) #=3""+4— [z WA B3 w0 By v’] +[r+1].
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Per esprimere che la calotta (7.2) & di fatto d’area minima occorre al solito
tener conto della (2.7) e delle sue conseguenze differenziali, relazioni tutte
valutate in O.

A tale scopo seriviamo la (2.7) nella forma:

(7.3) K=z;t+e; ataz f+z; y=0,
essendo:
(7.4) o =225 2y, ﬁ:———zﬁf, y:-zi6.

Indicheremo con D,, D,,... generiche operazioni di derivata rispettiva-
mente di ordini 1, 2, ... rispetto alla coppia di variabili », ». Risulta allora,
per p +g=s—22>1,

’ Kp'—q :z1+p’m(1 —'}-OC) +22+v,;ﬁ +zm,m v +

+ z Doy 2 Dyxr) + 2 (Ds—22 Dyot) +... + Dy2 Doy +
(7.5) i

_}_Z(Ds-lz D)+ ... + D,z D,,p +

-+ Z(Ds—lz Dyy) +..4+Dy2 Doy,

dove, qui e in seguito, con i segni di sommatoria si indicano genericamente
somame opportune di termini del tipo indicato.

Quando si caleola in O la (7.5), ¢’¢ da tener conto che, avendo supposto
il piano tangente a ¢ coincidente col piano ay, &:

(7.6) f5 = fo = 0;
e quindi risulta:
P L
(7.7) a=p=yp=0, D =D, =Dy =0.

Inoltre risulta:

3D, =(D,u%3) 27 + > (D2 Dy2y) +... + 25 D2y,

0
N

e quindi, tenuto conto delle (7.6), appare che D, ,x si riduce ad una funzione

13
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razionale intera delle derivate di z in O di ordini < s— 2. Analogamente ac-
S
cade per D,,f e D,y.
Avuto riguardo alle precedenti osservazioni, la (7.5) da:

o

(7.8) K,;= Elﬂ,, 5 -+ (funzione razionale intera di derivate della z

di ordini < p + ¢, calcolate in O).

Ne segue che la conseguenza differenziale

(1.9) K, ;=0

»

determina la derivata d’ordine s di 2 del tipo §1+,,’ e P+ g=s—2), una volta
note le derivate di ordini < s— 2 di 2 in O, cioé una volta nota la calotta d’arvea
minima ¢*2.

Quindi o2 individua fuite le derivate di # in O di ordine s, eccetio 5,0—, 253
che potranno assumere valori arbitrari complessi coniugati [cfr. le (3.3)].

Ritornando alla om espressa dalla (7.2), contenente la prefissata o™, si ha
che la ¢™2c ¢™! individua i coefficienti dei termini di grado r dello sviluppo
(7.2), eccezion fatta per i coefficienti di wr, v .

Indicheremo con @7o™%] il complesso dei termini di grado # individuati
da o™2. La (7.2) diviene allora:

1 ©
(7.10) e =2+ Pl + 5 [E5 w4y v+ + 1]

La superficie di equazione
(7.11) 2 =" o @rom?]

¢ dunque un paraboloide d’ordine r individuato dalla prefissata calotta ¢
contenuta nella calotta d’area minima ¢': lo ehiameremo #-paraboloide associato
a O-r—l R

I1 terzo gruppo di termini a secondo membro nella (7.10), uguagliato a 0,
rappresenta nel piano zy, come sappiamo (n. 4), una configurazione 2s-gonale,
e quindi nello spazio rappresenta il sistema di # piani per ’asse z che proietta
tale configurazione. Lo diremo brevemente sistema 2v-gonale di piani, e ne
indicheremo 1’equazione con 87 = 0.

L’equazione della pilt generale ¢" d’area minima contenente una prefissata



[9] SULLE CALOTTE D’AREA MINIMA 189
o™ data da (7.1), pud quindi seriversi:
(7.12) 2 = z"‘l +Plom?] + A8 -+ [» +1],

con A parametro reale arbitrario.
Sopprimendo nella (7.12) il termine indeterminato [r- 1], si ha I’equazione
del pin generale paraboloide contenente una o~ d’area minima. Si ha dungue il

Teorema II. Tulte le calode d’area minima o™ contenenti une preasse-
gnata o™t appartengono alle superfici del fascio individuaio dall’ r-paraboloide
associato @ o™ e da un arbitrario sistema 2v-gonale di piani.

Allorché ¢™* & piana, nella (7.12) si annullano i termini >7~* e, come ¢ im-
mediato riconoscere, anche i termini @7 o"~2], cosicché si ricade nel Teorema I
del n. 5.

11 Teorema IT d& non soltanto risposta positiva per tutti i valori di » alla
congettura espressa da G. VACCARO (n. 1), ma fornisce anche, concettualmente,
un procedimento ricorrente che permette di ottenere ogni ¢* d’area minima co-
struendo successivamente le calotte d’area minima o® poi le ¢ contenenti le
costruite ¢2, e cosi sino alle ¢* .

§ IV. = Casi particolari.

8. — Vogliamo infine scrivere esplicitamente le equazioni della pitt generale
¢ d’area minima per i primi valori di », precisamente per < 6.

Basterd naturalmente scrivere ’equazione della pitt generale ¢ per il che
occorrera considerare 1a (2.7) e le sue conseguenze differenziali che si ottengono
derivando sino all’ordine 4.

Per eseguire rapidamente i calcoli ¢ opportuno tenere conto che si tratta di
derivare, e calcolare in O, i singoli addendi a secondo membro della (2.7), cia-
seuno dei quali, escluso ’addendo 2,7, & un prodotto di tre fattori del tipo &'¢"z".

Si ha:

I

(81) (CIC"C’“)},E == E v C;’,l g C:n " Ch”’z’” s

dove la somma si intende estesa a tutte le ripartizioni di », %k in interi > 0:
p s
1 n m 14 " i N . .
h=h +h +h, E=k +%k + %", e v & un coefficiente numerico che vale
(in relazione ai diversi addendi):

Bl It
YRR e e e e

(8.2)
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Invero » corrisponde al prodotto del numero delle disposizioni con eui ¢, &', ¢"
possono disporsi ad b + k ad b + %k, con &', %", " e &', k', k" ripetizioni nei
primi 2 e nei sucecessivi k posti.

Cid premesso, dalla condizione § = 0, tenuto conto delle (7.6), si ha intanto

(8.3) 55 =0.

Avuto riguardo sempre alle (7.6) ed alla precedente (8.3), gli unici termini
non nulli che appaiono nelle derivate prime di K calcolate in O risultano su-
bito dalla formula (8.1). Ugnagliando a zero tali derivate prime di K, si ha
precisamente:

o

(8.4) 10(15 = 2; =0, Ko = éxg =0.

Tenuto conto delle (7.6), (8.3), (8.4), e applicando le (8.1), (8.2), si ottiene
per le derivate seconde di K:

°

) ] -3 o Q. e © © o o
Ky = 25— 225 %5 %; = 0, Ky =25=0, Ko =752 % %5 25 =0,

dove I'espressione di Jt,; pud anche ottenersi da quella di f,; passando ai va-
lori complessi eoniugati in base alle (3.3).
Dalle precedenti si traggono le

-] [-]
=2z=-z

No

2_ —
02 “20 *

Vo

(8.5) ';"a 0z 9 s =0, 15

y

Cosi continuando e avendo riguardo alle relazioni gis trovate tra le derivate
di z in O, si ha:

.. 31,
0 =217 J1g101 “20

. 31

Q_ -3 © O_ 0
%3 305*2!1!0! 25 % fe— Yy

. 21 1t

o ——-..«-_.—.——Q_O_D-——_—O
Ko =%3 7111101010011 %0 Phfa =

e le relazioni coniugate:

W o
)
©l
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Si ottiene quindi:

° 6 o © o ° o 02 °

== 20 “02 <30 » 32 7T < Rag Rga

o <o (- =) -] ) k=3
e 9 S S S —y

B3 == 2 Ry %y s 14 6 02 %20 o3

Analogamente si ha:

. . 4t L L . o 4! o 0
Ko = %7 579101 %R e = [511101 %0 %]

o

S ] 1L .. 31 1.
Ko =%5—2 |370701 011101 %5 %3 % | T {10121 011101 2“9 % A

o[ 3! |
- 1!2!0!0!1!01z2523'1203]

®o

31 1t 31 1t
m2[___~._-5—°_5— N [ S S A -2_]20
211101010111 780 "0 o 111111010111 %0 %0 s ?

°

. 21 21 . . 21 21
Kes = %57 (gr0121111101°62%02%0 7 111101010121 %%

(-] -]
5% =0.

14

Da queste e dalle coniugate si ottengono le relazioni seguenti:

° °~°2_J_ °o_°_ 5.
2’51»_6,602 350 8 2,5 %53 245
o -] o = o =) 1= a2 (-]
e D [ s B T
s = 4 R R Rt + 6 20 “30 “03 l“zzn 23
- o 22 o 902—6_

(8.7) 33"“2z02 10 + 2 2,5 %5
o -] o ° Q o o o9 )
Y, YAV A - 9 2% 5.
B3 T 4 RBgz RByp B3 + 6 25 Zo3 g0 +12 %oz %51
° ° o2 ° o °
25 =625 25 + 8 27 25 %

In conclusione le relazioni che ci interessano sono le (7.6), (8.3), (8.4), (8.6),
(8.7). In esse non appare nessuna delle derivate non miste di z di ordine >1, le
quali possono quindi assumere valori arbitrari coniugati [in base alle (3.3)].
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Porremo:

O__‘—_ c_v_"‘_ 0_._‘“ Q—-—_‘ c__« O———Y
zzo‘A7 zoz‘“A’ 30—B7 03““B7 z40‘“0’ 204“(/’
< o _— © o e
=D, % =D; zg =1, Bog = L«

Le (8.5), (8.6), (8.7) si scrivono allora:

(8.5)’ br =242 A, 5z =0

31

I

(8.6) 25 =6AAB, &5 =24°B, bz=24A*B, is—6AAE,

Z7 = 64AB + 8AAC, 25 =284% A - 6ABB, #; — 2420 4 24°C
(8.7)
Z; =284° A* + 6A BB,  &; = 64B* 4+ 8447

La pit generale calotta ¢° d’area minima risulta quindi rappresentata dallo
sviluppo:

2 = % [Aw?+Av?] + 51—' [Bw* + Bv*] + % [ Cut - Cvt +-8 A Auv(Aw? - Av?)]

o+ ng[Dus' + Dv® + 3044 wo(Bud -+ Br®) + 20 u v2(A2 Bu + 4°B )]
(8.8) : )

1 — — — I
+ 57 [Bee + Tos + 1200 {(3B° + 440) At + (3B + 44 0)dv}

+ 30144242+ 3B ByutvX(Au? + Av?) + 40(420 + A C)wv*] + [7].

B immediata 1a verifica sulla (8.8) dei Teoremi I e IT dei nn. 6 e 7 per » < 6.

9. - Limitandosi nella (8.8) ai termini di grado < 5 e ritornando alle coordi-
nate reali #, y ¢ facile confrontare lo sviluppo ottenuto con quello dato da G.
VAccARO nella Memoria citata in (1),

Nel piano «y reale deve assumersi v = % (n. 2). Separando le parti reale e
immaginaria porremo inoltre

A=4"+4i4", B=B +iB",  ecc..
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Risulta:
[ 1 —_— " .
S [Au® + Au?] = Re(Au?) = Re[(4’ + id )@ +i9)%] @)
(9.1) = Re[(4" + 14" ){(a*—y*) + 2 i ay}]
= A" (*—y)—24"2y,

[ ] Bl — - 2 . ‘
37 [Bu*+Bu?] = 3 Re(Bu?) = 51 [(B'+iB ){(w3——3mg/2) —}—i(Swzg/——Ja)}]

1 1
= [B'(@—3ay*) + B'(y°— 3a%)]
[ 1 J— 1

— [Cut +Cut] = — Re(C u

g [Ow 0w = 35 Re(C )

1 i

(9.3) ; — E[(C’ + i ") {(a* — 62 y2+yt) + i(dat y — day®) }]

1 v v
== [0 —6aty +y)— 40 wy(a*—y?),
1 1

31 [Dw® + Dw*] = m Re(Duf)

(9.4) § = é%[(D'+iD”){(m5—10a;3y2 +5zyt) +iB ety —10 2 y* + 9% }]

1 n
= [D' (25— 10 2® y2 +5 @t y) — D" (y°— 10 a* g2 +-5 2t y)] .

Le (9.1), (9.2) danno i termini di 2° e 3° grado, le (9.3), (9.4) una parte di
quelli di 4° e 5° grado (in particolare tutti questi termini, nel caso di calotte
¢* > ¢® piana e ¢® D ¢* piana).

Nel lavoro di G. VACCARO si scelgono gli assi #, y nel piano z = 0 coinci-
denti con le tangenti asintotiche alla o* d’area minima che si considera. Inoltre
si assume l’unitd di misura in modo che ’equazione della o2 risulti: z= 2y + [3].
Tali scelte equivalgono a porre nella (9.1)

(9.5) 4" =0, .
Una volta supposte soddisfatte le (9.5), il calcolo nelle coordinate z, ¥ delle

(3) Indichiamo con Re la parte reale.
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residue parti dei termini di 4° e 5° grado della (8.8) da:

1 — - 1
(9.6) Y 844 wu(Au® + Au?) = 5 (#* - g3y,
5—1' [3044 uu(Bu? -+ Bu®) -+ 20u? v2(A? Bu - A° Bu)] =

1 " 1 "
= 5 (@) [B'(@° — 3ay®) -+ B" (1 — 3at y)] — 1z @ +y*)* (B'e+ B'y) .

Tenuto conto delle precedenti si scrive ovviamente lo sviluppo che rappre-
senta la piu generale ¢® d’area minima in coordinate z, y, 2. Per i termini di
20, 30, 4 grado il riscontro con la formula (2.11) del citato lavoro di G. VACCARO
(p. 145) & immediato. Basta all’uopo uguagliare le costanti ivi introdotte a
quelle qui usate secondo le

1 L 1 I
I - 4 — -
b:—g—B, 0_3B, ewl20, h = 30.

Qualche avvertenza occorre per i termini di 5° grado, in quanto la decom-
posizione di questi espressa dalla (2.14) della Memoria di G. VACCARO (p. 146)
non corrisponde alla decomposizione neghi addendi {(9.4), (9.7) che qui appare.
Tuttavia si verifica facilmente che le espressioni complessive della Memoria
citata e del lavoro attuale coincidono, assumendo come & lecito:

1 3 1 1
m=_—D'—_—b=—_D - _B,
60 40 60 40

1 3 1 o,
N=——eD"— "o =— _D'__ B,
60 40 60 40

Résumé.

On établit wne conjecture énoncée par @. Vacecaro, qui concerne les éléments o", d’odre
7, des surfaces minima de Uespace euclidien. Précisément on prouve que chaque o™ est
caractérisé par le fait qu’il appartient & wne surface du faisceau définit par un paraboloide
d’ordre v bien déterminé qui contient Vélément ™1 C o* of par un systéme de r plans qui
passent par la normale & ¢ el forment 2r angles diddres égau.

* ok



