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Stabilité d’ensembles

pour des équations différentielles ordinaires. (*%)

1. - Introduction.

Considérons une équation différentielle z = (I, z), ot teR et xcR» La
présente étude traite de la stabilité des ensembles fermés de R», par rapport &
cette équation. Elle fait suite & deux autres (cf. N. RoucHE [7]; N. ROUCHE
et D.-C. PriEx [11]) dans lesquelles les conditions suffisantes de stabilité con-
nues dans le cadre de la méthode directe de LIAPOUNOV ont été quelque peu
étendues. Méme si ’on connalt des conditions nécessaires et suffisantes de
stabilité, on a encore intérét & chercher des conditions suffisantes de moins
en moins exigentes, de maniére & élargir la classe des «fonctions de LIAPOU-
Nov» auxquelles on peut utilement recourir. Il faut cependant que les
conditions trouvées demeurent d’un usage commode: par exemple, celles des
conditions qui requiérent la connaissance explicite des solutions de ’équation
difféventielle ne sont que d’un faible secours au praticien.

A partir d’un lemme trés général donnant des conditions pour g’une solu-
tion partant d’un ensemble P, & 'instant initial, demeure ultérieurement dans
un ensemble P,>.P,, nous donnons des conditions de stabilité et stabilité
asymptotique utilisant des fonctions dépourvues des qualités habituellement
requises dans ce genre de circonstances: elles pourront ne pas étre de signe
défini, ni bornées, et il en ira de méme de leurs dérivées temporelles totales
le long des solutions de ’équation différentielle. Malgré cela, les conditions
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énoncées ne semblent pas, dans les cas d’espéce, plus difficiles & vérifier que celles
des théorémes classiques. Nous en donnons plusieurs exemples. 11 est intéres-
sant de noter que le lemme se démontre en trés peu d’espace et que les théorémes
en découlent immédiatement.

2, - Définitions et notations.

Soit f: I XR" —R", (¢, x) - f(t, #) une fonction continue (I = [0, ocof et n
est un entier positif). Supposons-la suffisamment réguliére pour que, par tout
point (4, , 4,) € I XR" passe une et une seule solution maximale de 1’équation
différentielle

1) & =, .

Une telle solution sera notée w(f; t,, @), si bien que x(ty; ¢, @) = @, . Nous
appellerons ¢ le temps. Dans beaucoup de circonstances, il sera possible d’appli-
quer la théorie ci-aprés sans que la fonction f soit définie sur la totalité de
I xR~ . Nous ne nous attarderons pas & ce point de vue.

Si 4 cR*, nous désignons par ﬁ, CA, Frd respectivement 1’intérieur,
le complémentaire et la frontiére de A. La lettre § désignera I’ensemble des
parties fermées de R*. La distance d’un point ¢ & un ensemble B sera comme
d’habitude

d(a, B) =int{d(a, b): be B}.

De méme, la distance entre deux ensembles sera
A4, B) = int{d(a, b): acd, beB}.

On se souviendra qu’elle n’est pas une distance au sens axiomatique du terme,
et on veillera & ne pas la confondre avec la distance o(4, B) introduite au n. 3
ci-aprés. Nous utiliserons fréquemmment la notation

S(M, &) ={weR": dw, M)< &},

ol I est un ensemble de R*. Le symbole ¢ désignera une inclusion stricte.

Si V: IXR" R, (t, «) = V(t, ), nous désignons par V(t, ) sa dérivée
temporelle totale le long des solutions de I’équation (1). Quand la fonetion n’est
pas assez réguliére pour admettre une telle dérivée, il s'agira d'une dérivée de
Dint appropriée.
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Enfin, pour p >0, une fonction a: [0, o[ — R, 7 > a(r} sera dite de «classe
K » (au sens de W. HamN [12]) si elle est continue, strictement croissante et
nulle & Porigine.

3. - Situation d’un point mebile par rapport & un ensemble .

Nous devrons, dans les paragraphes suivants, étudier les circonstances
dans lesquelles un point mobile sort d’un ensemble variant continument avec ?.
Si ensemble est fixe, le probléme est simple et peut étre exposé dans les termes
suivants.

Soit J = [t; , t,] un intervalle fermé de R et #: J — R», t — x(f) une fonction

vectorielle continue. Soit 4 fermé c R et supposons que a(i,) € 4 et 2(1,) € CA.
Alors il existe un 7 € J tel que x(t) € Fr 4. Une facon de le démontrer consiste &
considérer la fonction d*: J — R dont la valeur en ¢ est

ax(t) = d(x(t), 4) — d(s(t), C4).

C’est une fonection continue en ¢, qui ne s’annule que quand () e Frd. De
plus, elle est strictement négative en ¢ = ¢, et strictement positive en 7 =1,.
Done il existe dans J un 7 ou elle s’annule. On en conclut que #(7) € FrA,
C.Q.F.D. .

Pour établir une proposition analogue dans le cas ol le fermé A varie avec
t, il nous faut d’abord éclaircir 1a notion d’ensemble variant continitment avec .
Pour cela, introduisons la métrique de IHAUSDORFF [1] pour la famille F des
fermés non vides de R». Pour A et Bc §, définissons p*(4, B) par

0*(4, B) = sup{d(e, B): acA}.

Le nombre g#(4, B) peut étre infini: songer au cas ot B contient un seul point
et ol A est non borné. Cependant, méme si on se référe & une métrique & va-
leurs dans B+u{+oco} (cf. R. ABRAHAM [6]), o* n’est pas unemétrique puisqu’en
général o*(A, B) == p*(B, 4). Par contre

o(4, B) = SUP{Q:WA’ B), o*(B, A)}

est une métrique. Mest la méirique de Hausdorff.

On sait que si 4, y R et ACR® on a |d(z, A) —d(y, 4)| < d(=», y) (cf.
par exemple J. DIRUDONNE [2]). Une propriété analogue de la distance g(4, B)
nous Ssera utile.
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Proposition 1. Quels que soient zeR* et A, Be T, on a
| d(z, Ay —d(z, B)| < p(4, B).

De I'inégalité triangulaire d(x, a) < d(z, b) -+ d(b, a) on tire la chaine d’iné-
galitiés

dw, A) =inf{d(», a): ae A}<int{d(z, b) + A, a): €A} =
= d(w, b)+d(b, 4)<int{d(w, b): beB}+ sup{dlb, 4): be B}<

<, B) + o4, B).

On montre de méme que

d(z, By <d(z, 4) + o(B, 4),

d’ott le résultat annoncé. Cette Proposition va servir essentiellement 4 démon-
trer la Proposition 2.

Copsidérons la fonction

d: R"xF - R*, (v, 4)1— d(z, 4),

et pour pouvoir envisager sa continuité, munissons R*x J d’une distance,
par exemple celle fournie pour deux points (2, 4), (y, B) e R*x § par

(2) sup {d(=z, ¥), o(4, B)}.

Proposition 2. La fonction d(x, A) est uniformément continue.

11 faut montrer que pour tout ¢ >0, il existe un >0 tel que si sup{d(m, Y),
o(4, B)}< 7, alors | d(z, A) —d(y, B)| < e. Or, en vertu de la Proposition 1,

| d(@, 4)—dy, B)| <| (@, 4) —d(w, B)| + | d(, B)— dy, B)|
< o4, B) + d(=z, ¥),

d’olt évidemment le résultat annoncé.
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Cette Proposition va nous permettre d’introduire 1a continuité de la distance
d(x(t), A(t)) d’un point mobile # & un ensemble A variant avec ¢. Soit J = [, , t,]
un intervalle de R et

z: J =R, t 1= at),
(3) A J - F, ti= A@),

deux fonctions continues, la seconde au sens de la métrique de HAUSDORFF. La
fonction J — R* X & qui envoie ¢ sur (x(t), A(t)) est continue pour la métrique
définie par (2) (cf. J. DIEuDONNE [2]). Quant & la fonction composée J —R™*
dont la valeur en ¢ est d(x(f), A(t)), elle est continue comme fonction continue
de fonction continue (Proposition 2). Remarquons de plus qu’elle est nulle
pour tout ¢ ot 2(t) € A() et strictement positive dans les autres cas.

Si une fonction A(f) du type (3) est continue, avec A(f) = R* pour tout
t € J, il ne s’en suit pas forcément que la fonetion de J — F ayant pour valeur
en t adhérence du complémentaire de A(t), soit continue. Un contre-exemple
simple est le suivant. Soit un plan euclidien (=, ¥) rapporté & des coordonnées
polaires 7, ¥. Considérons la fonction définie sur [—1, + 1], ayant pour valeur
en t le fermé du plan défini par A(f)= {(m, y): < 1} quand te[—1, 0], et
le fermé

A@) ={(z, y): r<1, 2t<I<m(2—1)}

quand t € ]0, 1]. Cette fonction est continue. Par contre, la fonction qui envoie ¢

sur CA(?) est discontinue en ¢ = 0. On observe qu’un point de ’axe des 2, d’ab-
scisse constante et inférieure & 1, voit en ¢ = 0 sa distance & CA(2) passer d'une
valeur strictement positive & la valeur nulle. Pour éviter ce genre d’incident,
nous ne considérerons ci-aprés que des fonctions A(¢) continues et telles que la

fonction associée CA(t) soit continue elle aussi.
Proposition 3. Soit J =[t,, t,] un intervalle de R et

@: J — R 1> w(l); A: J = F, t1—A@)

deuw fonctions continues. St la fonction associde & A et qui envoie t sur CA(T)

est aussi continue, st x(t;) € A(4) et @(1,) & A(L,), alors il ewiste un 7 €[4y, t,] tel
gque x(7) € Fr A(7).
Effectivement, les deux fonctions J —R™ telles que

1> d(x(t), A(2)) et ¢ =>d(x(t), CA(®)
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sont continues. Done la fonction

A(z(t), A@)) — d(w(t), CAD)

est aussi continue. Or elle est strictement négative pour ¢ = ¢,, strictement
positive pour ¢ =1t,, et de plus, elle s’annule si et seulement si x(¢) e Fr A(f).
D’ou 1a Proposition annoncée.

4. - Localisation d’une solution .

Du Lemme suivant découleront sans aucune peine plusieurs conditions
suffisantes de stabilité, stabilité asymptotique,.... On y compare les valeurs
d’une fonction auxiliaire V(f, z) & celles d’'une fonction a(t) qui ne dépend que
du temps, et on compare aussi les dérivées temporelles totales de ces deux
fonctions. L’usage d’une fonction a(f) servant ainsi de repére a été proposé
dans N. RoucHE [7]. Le Lemme fondamental ci-apres, dans la version ou il
ne fait pas usage de la fonction de comparaison w, est substantiellement le
théoréme 1 de A. N. MicHEL [8].

Lemme fondamental. Soit J un intervalle quelconque de R et
P J = F, t = PJt) (1 =1, 2)

deux fonctions continues ainsi que les fonctions assocides t — CP{1). Supposons

que
(Vied) ¢c Pyt)C Pyt)C Pat) C Pylt) -
Soient
V: JxXR* >R, (t, )~ V{i, )
et

a: J>R, t—all)

deux fonctions localement lipschitziennes, telles que

(i) (Vied) (VaeFr Py) Vi, #) > al)
(i) (Vied) (VaeFr Py) T, @) <alt)
(i) (Vied) (VoePt) \ Pyt)) Vi, 2) <d(t) ;

st de plus tye J et my € Py(ty), alors, pour tout t appartenant ¢ J et supériewr a i,
x(t; &y, @) appartient @ P,(t).
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En termes imagds, toute solution qui part dans P; demeure dans P, aux
instants ultérieurs. B, effet, supposons qu’il existe un ¢* >14,, t*eJ tel que
w(t*; 1y, @) ¢ Py(t¥). Alors on sait, en vertu de la Proposition 3, qu'il existe
dans J deux instants 7,, 7., tels que 7, << 7, << t¥ que

@(ty; to, @) EFr Py(Ty), #(To; o, @) € F1 Py(T)

ot que w(t; &, %) € Py(t) \ Py(t) pour tout ¢€ [z, 7). A cause de I'hypothése
(iii), on aurait

(4) Vv, @5 to, @) — Vv, @(t; to, %)) < alta) —a(ry) -
Or, & cause de (ii),

Ve, o(zy; to, o)) < a(ty) -
On déduit de ces deux inégalités que

V(752 y (725 b, (”o)) < a(Ty)

ce qui contredit (i).

Ce Lemme peut étre généralisé & peu de frais par recours & la théorie des
inégalités différentielles, ce qui donne lien au Corollaire suivant.

Corollaire 1. On peut, dans le Lemme fondamental, remplacer U'hypo-
theése (iii) par

(iii’) 4l existe une fonction w(t, y): J XR —R telle que
(Vied) (Vae Pyt) — Pyt)) Vi, 2) <o, Vi, @), at) >, ).
La démonstration est la méme que celle du Lemme, & ceci prés que l'iné-

galité (4) sera obtenue & partir de la propriété adéquate des inégalités différen-
tielles (cf. par exemple A. HaraNAY [3]).

5. - Conditions suffisantes de stabilité.

En plus de ses applications propres & des cas d’espéce, le Lemme fondamental
fournit plusieurs généralisations de théorémes connus sur la stabilité et 1a sta-
bilité asymptotique. Supposons que lorigine des coordonnées soit un équilibre
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pour Péquation (1). Dire que cet équilibre est stable, ¢’est en gros dire que pour
toute boule donnée de rayon &, il en existe une autre de rayon n << ¢, et que
toute solution partant dans la seconde demeure dans la premiére pour tous les
temps ultérieurs. Pour empécher la solution de s’échapper, il faut, en termes
imagés, lui opposer une barriére. Dans les théordmes classiques et en particu-
lier dans celui de LiArouxov, la barridre est constituée par toute la couronne
7 <[ @]l <e. Ce sont les propriétés des fonctions ¥ et V sur cette couronne qui
permetitent de montrer que la solution n’atteint pas la sphére de rayon ¢. Or,
il suffit, pour empécher la solution de passer, de lui opposer une barriére dont
Pépaisseur n’a pas d’importance et qui ne doit certainement pas aller de 7
& e. On peut utiliser, pour ainsi dire, une barriére locale. Cest la mise en oeuvre
de cette idée qui nous a permis d’étendre notablement le champ des fonctions
auxiliaires auxquelles on peut recourir pour démontrer la stabilité.

La définition suivante de la stabilité pour un fermé de R” est une adaptation
au cas d’équations différentielles non autonomes de celle donnée par N. P,
BHATIA et G. P. SzEGO [4] dans le cadre des systémes dynamiques abstraits.
Elle généralise correctement la notion commune de stabilité 3 la LIAPOUNOY
pour un point critique.

Un fermé 3 c R est dit stable (3 la LiaPoUNOV) si pour tout 4, € [0, oof et
pour tout ¢ >0, il existe un voisinage ouvert P(t,, &) de M tel que 2, € P et
t > 1, impliquent que #(¢; 1, , 2,) € S(I, &). Si, en plus,

int {d(M, Fr P(t,, ¢): thel}>0,

on dit que M est uniformément siable.

Théoréme 1. Soit M fermé c R 8, pour wn certain e >0, il existe
une fonction localement lipschitzienne

Ve IX[S(M, o)\ M] =R, (1, a) V(i @);

st pour tout & 0<<e<<p, il ewiste deuw fonctions

P I, t>Py, ¢ (i =1, 2)

L]

continues ainsi que les fomctions assocides t = CP(2), telles que M C P, &) C

C Py(t, &) CPy(t, &) C Pyft, &) CS(IM, &); si de plus il exisie pour chacun de ces ¢



[9] STABILITY: D'ENSEMBLES POUR ... 9

wne fonction localement lipschitzienne a: I R, t1>a(t, €), et si enfin

(i) (Viel) (VzeFrPy, e) T, @)= alt, ¢,
(i) (Viel) (VaeFrP, ¢) v, ©)<al, e,
(i) (Viel) (VaePy, & \ Py, &) Vi, o)<af, ¢,

alors A est stable.

Ce Théortme est une application directe du Lemme fondamental. En mo-
difiant de maniére appropriée son hypothése (iii), on peut le généraliser comme
on 1’a fait pour le Lemme (cf. Corollaire 1). On a de plus le Théoréme suivant.

Théoréme 2. 8ion ajoute aux hypothéses du Théoréme 1 que, pour tout e,
inf {d(J, Fr Py(t, &)): t€I}>0, alors la stabilité est uniforme.

Les Théorémes 1 et 2 sont tellement évidents qu’ils confirment I’observation
de J. A. YorkE [5] selon laquelle 1a théorie de la stabilité & la Liarounov tend
4 devenir «a theory of the mnearly trivial ». Malgré cela, leur portée est loin
d’étre négligeable.

En effet, montrons tout d’abord qu’ils généralisent respectivement le théo-
réme de Liarouwov sur la stabilité et celui de LiApoUNOV-PERSIDSKI sur la
stabilité uniforme, pour un point critique situé & ’origine des coordonnées.
Si la fonetion V(i, #) est telle que V(¢ 0) = 0, que pour tout tel: V(i =)
> g(||«||) ot est une fonction de classe K, et si V(t, #) <0, les hypothéses du
Théoréme 1 sont satisfaites pour M = {O} si on prend #(t, ¢) tel que

I 2l <n@, &) = V{t, @) <gle),

et si on choisit Py(t, &) = S({0}, 1), Pu(t, &) = S({0}, ¢) et a(t, &) = gp(e).

A. STrAUSS [9] a démontré, pour les systémes autonomes, un théoréme
de stabilité utilisant uue fonection auxiliaire V(x) qui peut étre de signe indéfini
dans tout voisinage de I’origine, mais dont la dérivée V(z) doit &tre semi-dé-
finie négative. 11 impose V(0) = 0 et une condition supplémentaire sur les en-
sembles définis par V(z) <k pour k¥ >0. Dans 'exemple suivant, toutes les
hypothéses du théoréme de STRAUSS sont violées, tandis que toutes celles du
Théoréme 1 sont respectées. Soit le systéme différentiel spécifié par

2y = —m, + 7o sin(l/r),

By = @ + 72, sin(1/r)
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pour 7 % 0, » = (¢} + @)1, et par @, = @, = 0 pour r = 0. Choisissons
Viw,, @,) = sin(1/r).

On calcule que

Vi, @) = — sin (1/r) cos (1/r).
Si on écrit

o= 1 /{(% o+ 5) :rc}, 7 = 12k + )=}

pour tout k entier positif, on a

Vi) = —1, Vi) = 0,

1'.7(9') <0 pour 1, <r< .
Le Théoréme 1 est applicable avec

P, = 8({0}, n), Py = 8({0}, ), a= V() = 0.

L’origine est done (uniformément) stable.
L’exemple suivant montre qu’on peut utiliser, en connexion avec le Théoréme

1, une fonction auxiliaive qui ne soit bornée ni supérieurement, ni inférieure-
ment dans aucun voisinage de ’origine et dont la dérivée temporelle soit tout
aussi dépourvue de bornes. Soit le systéme différentiel spéeifié, dans les mémes
notations que le précédent, par

fi'l = Ty,

@y = —a; + ra, {sin(1/r) + (1/r) cos(1/r)}
pour 7 % 0 et par =, = x, = 0 pour » = 0. Choisissons

Vizy, o) = (1/r) sin (1 /).

On calcule que

Viwy, @) == — (w3/r®) {sin(1/r) + (1/r) cos(1/r)}* <0 .
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Soient
1y o= {2k -+ D)z}, ry = 1{(2k + Y=}
On a
Viry = 0, Vi(ry) == (2k -~ &) .
L’origive est (uniformément) stable.

Le Théoréme 2 offre encore la possibilité d’utiliser une fonction auxiliaire
V(t, #) non définie positive en ce sens que, bien qu’elle soit strictement positive
en tout point différent de ’origine, elle tende vers 0 en de tels points quand ¢
tend vers Uinfini. Un théoréme présentant une possibilité analogue a déja été
proposé dans N. Roucmm [7]. Soit, pour x€R, Péquation différentielle

2= —met,
Les hypothéses du théoréme sont satisfaites pour
Vt, @) = xtet, alt, &) = e2et,
Pziz, S0}, e, P, = S¢{0}, n)

ot 5(t, &) = gf(1 + 2 etz On a g/+/3 <n< ¢ et Vorigine est uniformément
stable.

6. - Conditions suffisantes de stabilité asymptotique.

Les concepts de stabilité asymptotique définis ci-aprés s’écartent quelque
peu de ceux proposés par N.P. BEATIA et G. P. SzuGO [4]. Pourtant, ils généra-
lisent correctement les concepts correspondants relatifs & um point critique,
tels qu’ils sont présentés par exemple dans H. A. AnTostEwIiCcz [10].

Un ensemble fermé M c R est appelé dqui-attractif si, pour tout % €I,
il existe un ouvert Q(f,) > M tel que x, € Q(1,) implique que d(ﬂ[ , 8(t; & mo)) -0
quand ¢ — oo, uniformément pour w, € Q(%). 11 est appelé uniformément at-
tractif si de plus

inf {a@(M , Fr Qt,)): tye I} >0

et si d(M, »(t; to, @))— 0 quand t— oo, uniformément pour %, € I et x, € Q(1,).
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De méme un tel ensemble est appeld équi-asympiotiquement stable sl est
stable et équi-attractif. Enfin il est appelé wuniformément asymptotiquement
stable §’il est uniformément stable et uniformdément attractif.

Théoréme 3. 8i on ajoute aux hypothéses du Théoréme 1 que pour lout
g 0 < e<Cp, il ewiste une fonction o,(t): I —R+telle que o,(t) — 0 quandit—oco
et que, pour tout tel,

sup{d(]L, y): y € Fr Pyi, &)}< o),

alors M est équi-asymptotiquement stable. Si cette hypotheése est ajoutée aw Théo-
réme 2, M est uniformément aymptotiquement stable.

Ce Théoréme se passe aussi de démonstration. Ce que nous voulons sur-
tout, c’est illustrer sa généralité.

A cet effet, considérons d’abord le systéme différentiel specifié par

@y = — @, — @, sin(e~Yre)

Ty = @ — @, sin(e~r2)
pour 7 = 0, » = (z; + x7)'/% et par @, = 4, = 0 pour r = 0. Choisissons
V(t, @, @,) = sin (e=t/r2).

On calcule que

f’(t, By, By) = — (c*'/ﬂ){l — 2 gin (c-’/r?)}cos (e=t/r?) .
Si on choisit
n(ty, &) = e 2\/Ck — A2)) n, n(ty &) = ¢RI\ 2k - (Bl6) n,

on voit que les hypotheses du Théoréme 3, premiére partie, sont vérifiées pour
-P‘l(tr g) == S({O}y s) Pty &) = S({O}; 1),
at, &) = Vi, r) =1, Vi, m) = 1)2<a.

L’origine est équi-asymptotiquement stable. Remarquons que, pour 7 fixé,

V{, r) - + 0 quand ¢ — + oo; pour ¢ fixé, V(i, 7) oscille entre -1 et — 1
pour r suffisamment petit [le diamétre de cette région out V(t, 7) est oscillant,
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tend vers 0 quand ¢ — + oo]; enfin V(t, r) est de signe indéfini dans tout voi-
sinage de l'origine.

Montrons maintenant que le Théoréme 3, deuxiéme partie, généralise celui
de Liapounov sur la stabilité asymptotique uniforme. Ce théoréme dit que
8’1 existe une fonction V(f, x#) définie positive, tendant vers 0 uniformément
pour z € I quand = — 0 et telle que V (¢, 4) soit définie négative, alors 1’origine
des coordonnées, supposée point critique pour 1’équation (1), est uniformément
asymptotiquement stable. Ces hypothéses reviennent & lexistence de trois
fonctions a(r), b(r) et ¢(r) toutes trois de classe K, telles que

a(fz]) < V(t, 2) < b(|=])
et que

V(t, 2) < — (o).

Choisissons un e positif arbitraire. I1 est clair que, sur la frontiére de S({O}, €)y
on a V(t, x)> a(e). Définissons n par n = b—l(a(g)). I1 est clair aussi que sur
la frontiére de S({0}, n), on a V(t, z) < a(e).

Les adhérences de S({0}, ¢) et S({0}, ) vont jouer les roles respectifs des
ensembles P, et P, du théoréme. Tout le probléme revient maintenant & choisir
adéquatement £(¢) tel que &(¢) -0 quand ¢ — co et que lhypothése (iii) du
Théoréme (celle sur les dérivées) soit respectée. La fonction a(s(t)) jouera alors
le rdle de la fonction @ du théoréme.

Choisissons done (f) de sort qu’on ait, dans la couronne S({0}, &) \ S0}, n),

. d
Yt o)<

(t(e(t))
de(t) o) -

Nous avons iei supposé implicitement l'existence de la dérivée de/de, mais
ceci n'enléve pas de généralité an raisonnement. Nous supposerons méme que
cette dérivée est partout >0, sauf éventuellement & I’origine. Or on sait que,
dans la méme couronne, V(¢, #) < — ¢(n). 11 suffira donc de choisir ¢ de sorte
qu’on ait

&(t) > — e(n) (%%’1 :

Or e(n) = o(b=*(a(e)))= d(¢), et puisque a, b2 et ¢ sont des fonctions de classe K,
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il en va de méme de d. En définitive
£>— e(e) ,

ot ¢(g) >0 pour tout ¢ >0.

On obtiendra la décroissance la plus rapide pour & en adoptant 1’égalité
e = — ¢(g). La fonction &(f), évidemment non croissante, tend vers 0 quand
t ~> co. En effet, soit ¢ sa valeur & D'instant ¢, et & tel que 0 << & < &, . L'in-
tégrale

£

ty—ty = [e(e)t de

&

est convergente et indépendante de t,. Toutes les hypothéses du Théoréme 3
(2° partie) sont donc satisfaites.

La démonstration qu’on vient de faire est proche parente de celle de W.
HauN [11] pour le méme théoréme. Elle fournit une méthode d’évaluation de
la rapidité de convergence des solutions vers 'origine. Tlle se distingue de la
démonstration originale de Liarounov, dans laguelle la stabilité uniforme et
Pattractivité font 1’objet de deux démonstrations séparées.
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Summary.

Using a simple lemma which gives sufficient conditions for a solution starting in a

given closed set to remain in another closed set in lhe future, one generalizes the classical
Liapounov theorems on slability and asymplolic stability: the new sufficient condit-
ions render possible the use of awxiliary functions which, together with their derivatives,
are neither sign-definile nor even bounded.






