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Alcune proprieta delle trasformazioni puntuali

1. = Introduzione.

Tra i vari problemi che si presentano nella teoria delle trasformazioni pun-
tuali tra piani proiettivi, affini, conformi, euclidei, non pare siano mai state
messe in evidenza quali possano essere le particolaritd delle trasformazioni tra
piani affini qualora tali piani siano sovrapposti o distinti, ma in situazione
particolare.

I piu recenti lavori sulle trasformazioni puntuali dal punto di vista affine
sono quelli del Virra (1) e di G. MARTINI (3), ai quali si rimanda per una pit
vasta Bibliografia.

Ricordato che in ogni coppia regolare di punti corrispondenti di una tra-
stormazione puntuale, C’-differenziabile (r>3), tra due piani proiettivi, qua-
lora le relative direzioni caratteristiche siano determinate, si hanno co? tra-
sformazioni quadratiche osculatrici (t.q.0.) (3) ed una infinitdh maggiore di tra-
sformazioni quadratiche semi-osculatrici (6.q.s.0.) (4), il problema che mi pro-
pongo ¢ il seguente:

In una coppia regolare e & direzioni caratteristiche non indeterminate di una
trasformazione puntuale di un piano affine & in un piano affine A&, paralleli o

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Facolth di Ingegneria, L’Aquila,
Ttalia.
(**) Ricevuto: 21-XII-1970.
() M. Virra [7]. Con i simboli [1], [2], ... sono indicate le opere consultate e citate
nella Bibliografia alla fine del presente lavoro.
(®y G. MarTINT [3].
(®) M. Vizra [10].
(*) B. SeereE [5], F. SPERANZA [6].
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290 F. EUGENI [2]

sovrapposti, esistono delle t.q.0., o almeno t.q.s.0., aventi negli ampliaments proiet-
tivi di & e di & la retta impropria di punti wniti?

La risposta & come vedremo in generale negativa, perche cid accada la coppia
deve essere particolare. Si determinano allora delle condizioni necessarie e suf-
ficienti a che cid accada e si dimostra che una volta verificate tali condizioni
si ha un’unica t.q. soddisfacente le condizioni richieste.

Si procede con tecniche analoghe ad altre usate in lavori tra piani proiet-
tivi (°) e conformi (%).

2. = Generalita.

Sia T' una trasformazione puntuale Cr-differenziabile di un piano affine £
in un piano affine & entrambi reali, eventualmente sovrapposti, rappresenta-
bili localmente con una applicazione del tipo:

5;2 f(@, )
1)

g7=g(m,y),

dove: f e g sono funzioni di classe Cr definite in un aperto di 4 e a wvalori in
un aperto di #; ed (», ), (7, 7) sono coordinate affini di punti corrispondenti.

Se 4, 4 & una coppia regolare di punti corrispondenti, la trasformazione T
dovra essere regolare nella coppia 4, A, dovrd cioé essere:

(2) J(f ”)#0.

zy

Osservato che per ogni coppia A, 4 & sempre possibile assumere il riferi-
mento in maniera che sia A4(0,0) e A(h, 0) con k=0 se i piani sono distinti
o sovrapposti con A=A, ed h=1 se i piani sono sovrapposti con 4 = A4;
applicando alle (1) le formule di TAYLOR si serive:

T=h+aw+py+ > a,;E8 + [3]
(3)
yo -+ 0y + 3 b, 88+ [3].

i,5=1

4
I

8i & posto &1 =u, £2=1y e [3] sono i resti delle formule di TAYLOR .

(*) L. MURACCHINT [4].
(¢) I'. Evcexi [2].
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Chiameremo, come d’uso, proprieta dell’intorno d’ordine » tutte le pro-
prieta possedute dalla classe di trasformazioni aventi lo stesso sviluppo della T
nella coppia A, 4 fino all’ordine r, interpretando, qualora occorra, gli enti
algebrici definibili per tali classi nei complessificati degli spazi che intervengono.

Ogni omografia tangente a T in A, A induce tra i fasci di rette uscenti da
A ed 4 uwna proiettivitd F. Se p, § sono parametri direttori nei due faseci, ’equa-
zione di T risulta essere:

(4) Bod+of—00—y=0.

Se i piani +, 7t sono sovrapposti e i punti 4, 4 sono distinti, si puo osservare
che, per il Teorema di STEINER, § individua la conica I' di equazione:

(5) a4 (0~ a)wy — fy* —yu— 0y =10,

che chiameremo conica I relativa all’intorno del 1° ordine. I risulta essere
degenere se e solo se § & una prospettivita, nel qual caso la coppia 4, A si
dice prospetiica. Cid si verifica se e solo se y = 0.

In tal caso Passe di prospettivitd ¢ la retta di equazione

(6) —ayo—pPy—0=0.

Nel caso in cui la coppia 4, A4 & unita, si pud individuare ngualmente una
conica degenere costituita nel complessificato di st dalle rette doppie della
proiettivitda che hanno equazione complessiva

(7) ya: 4+ (0 — ey — fy*=0,

che chiameremo ancora conica [ relativa all’intorno del 1° ordine. Nell’intorno
del 20 ordine di T nella coppia A, 4 intervengono le direzioni caratteristiche
di equazioni complegsive:

.
ax + fy z“z‘jfigj
=1

() A —0.
va 4+ 8y zl7ia‘§"§j
=1
Escluderemo che nella coppia A, A le direzioni caratteristiche siano indeter-
minate, perche in tale caso non esistono né t.q.o. né t.q.s.o.. Per scrivere le
t.q.5.0. (7) si adotterd la tecnica usata da F. SPERANZA (7) mediante la varieta
di C. SEGRE.

() M. ViLra [8] e F. SperaNza [6].
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I casi che verranno distinti sono i seguenti:

I) I piani # ed st sono sovrapposti.
TI) T piani 4 ed s sono distinti e paralleli.

Si presentano per ciascuno di tali casi dei sottocasi che verranmno distinti

come segue:

Caso I (piani sovrapposti).

a) A=A, P ¢ una prospettivita (h=1, y = 0).

a,) L’asse di prospettivitd coincide con la retta impropria:

a,) L'asse ¢ incidente alla retta AA:
0£a£0%0.
a;) L'asse & parallelo alla retta A4 :

=00, ps=0.

b) A=A (h=0) (Caso del punto unito).
b,) & non & parabolica.
b,) ¥ e parabolica non degenere.
b,) & & degenere. La coppia 4, 4 non & regolare.

c) A#A e T non ¢ una prospettivita (h=1, y % 0).

In tale caso la conica I relativa all’intorno del 1° ordine é non degenere.

Caso IT (piani distinti e paralleli).
d;) Le coppie di rette corrispondenti in § sono coppie di rette parallele.

d,) Esistono in § due coppie distinte di rette corrispondenti e paral-
lele (eventualmente complesse).

d;) Bsiste una sola coppia di rette corrispondenti in 4 e parallele.
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TRASFORMAZIONT PUNTUALI TRA PIANI

ALCUNE PROPRIETA DELLE

(5]
3. - Caso a,).

Risulta:
o==0%0, f=9y=0.

In tale caso, imponendo che le t.q.s.0. abbiano la retta impropria di punii uniti,

le direzioni caratteristiche risultano indeterminate
Percid nel caso a,) non vi sono t.q.s.0. (e quindi neanche t.q.0.) con retta
1 A

impropria di punti uniti. Infatti le t.q.s.0. hanno le equazioni (¥)

(A, + mo)aZ + (Da, +nc)yZ + Gy Yy +
+ (o2 — @y — ( ;— )y—}— + i@ —yT +y)=0
(I
b 4+ 2 (1)1, ; %f oc) YT+ (Do + 00)y Y + yf +
— b @ (@ by — )y + opley — Ty +y) =10,

essendo m, n, A, u parametri. Le condizioni a che la retta impropria sia di punti
uniti sono:

(1L)
gy — 2byy ==

Le (II) sono propric le condizioni perché le direzioni caratteristiche siano

indeterminate.

4. - Caso a,).
In tale caso lasse della prospettivita § € incidente alla AA4. Esiste una

sola coppia di rette corrispondenti in J e parallele
gid y =0, 0 7= 7= 6 5= 0. Assumiamo come retta z =0 la retta per 4

B gid y =0, 4
parallela all’asse (e quindi anche alla propria corrispondente in ). Cid com-
porta f=0.

(%) ¥. SperanNza [6].
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La trasformazione 7' nell’intorno del 2° ordine si scrive:

¥y = (S;U';‘zbiigifi‘;‘[:g]'

i,j=1
Le t.¢.s.0. in tale caso hanno le equazioni:

8lay + mno)e{E —1) + ((1,2 %—ga) [ecaryy -+ 6(F — D)yl -+
+ ooy +oadlox—=2 4+ 1) + Aaxy + 6@ 1)yl =0

7

by (T —1) + (b +2 6) [ead + 0(F—1)y] +

+oalbee +00)yy + 0d(0y —y) + uloay + oy @ —1)] = 0;
per x =% ed y =19 ho due coniche (i cui punti comuni sono i punti uniti
della t.q.) che risultano degeneri con la retta impropria componente comune
se e solo se valgono le condizioni:

[ G+ Mmoo =1Dy +nd=20

Gop = by = O

(9,) (al._, v a) (e 0) + A(—8) = 0

Essendo « 5= 6 dalle (9,) si ricavano i parametri A, p, m, n, e si hanno inoltre
le condizioni a,, = b;; = 0.

Quindi si ha una sola t.q.s.o. purché la coppia 4, A verifichi le suddette
condizioni. Esse sono di facile interpretazione geometrica. Infatti, se e solo se
Ay, = by; = 0, le rette o =0, ¥ =0, e ciod la A4 e la retta parallela alla sua
corrispondente in §, sono caratteristiche. A4 & caratteristica tanto come retta
per A che come retta per A.

Vediamo ora le condizioni a che tale t.q.s.0. sia anche osculatrice (%).

(®) I'. SpEraANzA [6].
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Le (9,) per m =n =0, oltre a fornire 4 e 1 e la condizione sopra citata,
forniscono le ulteriori condizioni @, = b,, = 0.

Mostriamo che tali ulteriori condizioni somo verificate se e solo se le proiet-
tivita caratteristiche (1%), indotle dalla trasformazione T sulle retie caratteristiche,
sono delle stmilitudini.

Tra la retta caratteristica # =0 e la curva corrispondente ¢ indotta la
corrispondenza di equazione

§ =0y + bupy* -+ [31,

osculata (°) nella coppia 4, A della proiettivitd caratteristica di equazione

I

i/ 62?//(“ b22+(§)-
Analogamente sulle rette y =0, ¥ =0 ¢ individuata la proiettivita
z—1=a2/(—aye + «).

La condizione @,, = by, = 0 & quindi condizione necessaria e sufficiente a che
tali proiettivitd caratteristiche siano delle similitudini.

5. - Caso a,).

In tale caso 1'asse della prospettivita § & parallelo alla 4A4. Poniamo, come
in [6] (pag. 194),

12 14
a4, =y + Mo, 26, = 2a,, +mf + ne,
1 I
Ugy = oy + 1 f 4 by = bu,
! 7
2b,=2by +me, by = bay +na.

(*) M. Vira [10].
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Le t.g.s.0. la T in (4, 4) sono:

[ ayota® — [ay0f — 2a5,0°]9T — BT + o (0 — aly) @ -

+ [ag0 — 23508 + ay, 21y g -+ o +
+ 2B 4 ayaf - 24,01y + Al— ayT + aof + fyj + ay) =0
(10)
— by, 00T + [— 202b, + b aflys — [oc?b;2 — 20,0 4 by, B2y -
+ oY — by otw — [— 2a2by, + bl af + oily +
Tul-ayZ 4oy + fyy 4+ ayl=0.

Perché tale trasformazione quadratica abbia la retta impropria unita, lezdue
coniche ottenute da (10) per & =7, y = devono essere degeneri con la retta
impropria componente comune. Le condizioni a che cid accada sono:

a’11=a12:b11=b;2=07 (";2“2_{_52: ‘“2b;2+ﬁ/‘=07
e cioé:
Oy +ma=0, bop +ma+upf=0,
m V3
(11) ot 5h+g5=0, bu=10,

Gy -0+ A=0, ty = 2by,.

Essendo o4 0, f5 0, quattro delle relazioni forniscono m, n, 2, u e ciog
Punicita della t.q.5.0., e le altre due relazioni dicono che la retta y=20 &
retta caratteristica doppia. Tale retta, come si sa, & la congiungente 4, 4.
B evidente che vale anche il viceversa. Se si vuole che Ia 1.4.5.0. sia anche
osculatrice, devono valere le (11) per m = n = 0, onde si hanno le condizioni
sulla coppia (4, 4):

Oy =y = by = by, = 0.

Occorre interpretare geometricamente le condizioni ;=0 e a,=0. (Se a, =0,
essendo gid ay; = 2b,,, & pure by, =0.) La a,; =0 & condizione necessaria e
sufficiente a che la proiettivitd caratteristica relativa a z = 0, Z=0 sia una
similitudine,
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Considero ora la linearizzante di 7' (cfr. [6], [9], [1]) e della omografia
tangente K, cioé¢ la corrispondenza:

{ E = 2“’12‘577 -+ e ?

7 = beat®

essendo &, 5 parametri di direzione e &, 7 le direzioni corrispondenti. Onde si
osserva che se e solo se a,, = 0 la linearizzante a una retta generica per 4
fa corrispondere una retta fissa per A.

Viceversa, se impongo che la proiettivitdh caratteristica sulla retta doppia
sig una similitudine e che la linearizzazione faccia corrispondere ad una retta
generica per A una retta fissa per A, si hanno le condizioni a che la t.q.s.0.
sia osculatrice.

6. - Risultati finali del Caso a).
Si ha:

Teorema. Una coppic (A, A) prospettica, regolare, a direzioni caratteri-
stiche non indeterminale, di una trasformazione puniuale di un piano affine A
in sé ammetie una t.q.s.0. con una retta tmpropria di punti uniti, se e solo se vale
una delle sequenti due condizioni;

(1) La retta AA e la retta parallela alla sue corrispondente, nella proiet-
tivita dell’intorno del 10 ordine di T, sono caratteristiche.

(IT) La retta AA ¢ caratteristica doppia.
In entrambi ¢ casi la t.q.s.0. é unica.

La t.q.s.0. & anche osculatrice nel caso (I) se e solo se le proiettivita carat-
teristiche indotte sulle rette caratteristiche sono delle similitudini, nel caso (IT)
se e solo se la proiettivita caratteristica indotta sulla retta caratteristica & una
similitudine e la linearizzante relativa a 7' e K ad una retta generica fa cor-
rispondere una retta fissa.

Va escluso il caso in cui in § Passe sia la retta impropria (le direzioni ca-
ratteristiche sono allora indeterminate).

7. - Caso ¢).

In tale caso la coppia 4, 4 non & né unita né prospettica in T, cioé (vedasi
n. 2) h=1, y#0.
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Osserviamo che alla A4 corrispondono in 7 le tangenti alla conica I in
A ed 4.

Assumiamo la tangente in 4 a I' come retta @ =0: cid implica 6= 0.
Inoltre sara

(12) (e o + By) = (0, 0)

(¢=10 dice che 44 & un diametro, ed «2 - fy =10 si verifica se I' & una
parabola: le due condizioni non possono ovviamente verificarsi insieme). Sotto
le condizioni (12) le t.q.s.0. sono:

Yooy T + By + (2Pby, — aby)yF — By +
+ v — yluy + Al- yaZ 4+ aaf + fyg + yal =0
(13)
— VYT + 7T — fay@F + (2ay, — 2ha)yF +
—afya + v — By — v — ul— yaZ + oy + fyj + yal =0,
avendo a;j, b;,. il significato di [5] (pag. 194) ed essendo al solito 2, H, m, n
parametri.

Affinché la retta impropria sia unita, dalle (13) per z=7 ed 1 =y si
devono avere due coniche aventi la retta impropria come componente comune,
si hanno allora le condizioni:

A=u=0

(14) m = — (yby + ﬂb11)/(ﬁ')’)
n = (2byy — 2/9611)/(/3)7) y

- /3’)/51'11 — Y2y - 2/5’9/1712 + ‘Zﬂbu =0

(15)

P2+ By by — 2By an + ayan=0.
Le (14) assicurano Punicitd delle t.q.s.0. sotto le condizioni (15) da interpre-
tare geometricamente.

Mostriamo che le (15) equivalgono all’essere i punti impropri della conica
direziont caratteristiche per T nella coppia A, A; vale a dive: due direzions carat-
teristiche sono parallele alle direzioni corrispondents.

I punti impropri della conica I' sono quelli delle rette:

(16) ya:—oaxy — fy:=0.
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Le direzioni caratteristiche della (8) del n. 3, con le semplificazioni adottate
in questo numero, sono:

A7) (aby — yan)@® 4+ (2bpa + By — 2epy) 2y +

+ (obyy + 2D — @any) Y + fhpy® = 0.

Moltiplicando la (16) per La -+ My, essendo L e M coefficienti indeterminati,
ed identificando con la (17), si ottengono le relazioni:

Ly =oby —yay

My —al =2bpo+ by — 2a,y
(18)
— (L A+ M) = bpoa+ 201 ~ @y

U M= —by.
Eliminando L ed M da queste relazioni, ottengo due relazioni equivalenti alle
condizioni (15). Allora se le direzioni (16) sono contenute nella (17) valgono
le condizioni (15) e viceversa (11).
Vediamo ora se tale t.q.s.0. pud essere osculatrice. Affinché cid accada
devono essere valide le (14) per m =n =0, si hanno allora le condizioni
ulteriori:

b = 0.

e

(19) Vb + by =0, orhyy — 2

Dimostriameo che tali condizioni wvalgono se ¢ solo se le proieftivita caratteri-
stiche sulle rette caratteristiche contenenti i punti impropri di I' sono delle simi-
lituding.

Considero le direzioni delle rette:
y=e®, y=20(»-1).

Tali direzioni sono caratteristiche e corrispondenti in T se e solo se g & solu-
zione della

(20) y—ap—fo*=0.

(1) Si noti che sia la condizione o« = 0, che o + 4fy= 0, non implicano restri-
zioni nel ragionamento.
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La T subordina fra tali rette, e le curve corrispondenti, la corrispondenza:
J=yz+ (b + 2by0 + by o®)x* 4 [3],

che ¢ approssimata fino al 20 ordine dalle proiettivitd caratteristiche, le quali
sono delle similitudini se e solo se (22):

(21) b + 2 me + bay o= 0.

Allora i due valori di ¢ soddisfacenti alle (20) e (21) devono essere gli stessi,
ciogé i polinomi devono essere proporzionali: cid implica proprio le (19). Vice-
versa, se valgono le condizioni, i polinomi sono proporzionali e le proiettivita
caratteristiche sono delle similitudini.

8. - Riassuntoe del caso c).

Teorema. Data una trasformazione puntuale T dun piano in sé, se A, 4
¢ una coppia regolare a direzioni caratieristiche non indeterminate ¢ non pro-
spettica, st ha:

Condizione necessaria e sufficiente a che esista una t.q.s.o. con retta impro-
pria di punti uniti é che i punti impropri della conica I' coincidano con due dire-
ziont caratteristiche di T (coincidenti mel caso che I' sia una parabola); vale a
dire: due direzioni caratteristiche sono parallele alle direzioni corrispondenti. La
t.q.s.0. richiesta ¢ in tal caso unica. Inolire:

Condizione necessaria ¢ sufficiente a che la t.g.s.0. del teorema precedente sia
osculatrice é che le proiettivita caratieristiche indotte da T sulle rette caratteristiche
contenentt i punti impropri di I' siano delle similituding.

9. - Caso b,).

Le (6) del n. 8 si scerivono:
zT=oaw+ fy+ [2]
y=yz+ oy -+ [2].

Se ¥ & una proiettivity ellitica o iperbolica o identica, conviene assumere
come rette =0, y =0 due rette doppie della proiettivitd (eventualmente

(1) M. Vicoa [10].
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con opportuni ecambiamenti di coordinate nel complessificato). Cid comporta:
p=y=0.

Allora le t.g.s.0. sono (12):
O(ay + ma)rx -+ (aw + g cx_) (g + 0% y) +
e wtpyy J A4 o (i) + Aawy — 0FY) =0

(1)
0byxZ + (1),2 + %l« 5) (cey + 0TY) + (b + 20y Y +

+ o0 (0y —y) + ploxy—O0Ty) = 0.

Per # =%, y = § le due coniche hanno la retta impropria componente comune
qualora valgono le condizioni seguenti:

ity == O by =

O(ay 4+ mo) == o (bye

+ nd) =0

(22) - 8) (am + oc) e ) =0

ol 2

(o + 6) (bm—'r%bé) e —0) =0.

Mostriamo che nella (22) non pud essere « = 6 (). Infatti per «= ¢ ho:

n nm
Ay = by = 0, Gy -+ Mot = by + e =0, a12+§a=1)12+§a=0,

che sono le condizioni di indeterminazione delle direzioni caratteristiche.

(13) F. SPERANzZA [6] (pag. 196) (dove si & posto a = a, b= f).
(M) «==0 si verifica se e solo se¢ J & I'identita.
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Il caso della ¥ identica va quindi escluso; se invece o == §, allora deter-
mino A, u, m, » e le condizioni @, = b;; = 0; tali condizioni dicono che le
rette doppie in &, cioe le rette @ =0, y = 0 sono rette caratteristiche.

Quindi, ko una t.g.s.0. con retta impropria di punti uniti se e solo se le retie
doppic di T sono caratteristiche: essa & unica.

Tale trasformazione quadratica risulta osculatrice se le (22) valgono per
m=n = 0; cid comporta:

(22) (o0 -+ 0)tye + Aot — 0) =0
) 0

(0 + 0) by + p(x — 8) =

Le ultime due relazioni assicurano I'unicitd della t.q.0. richiesta. Le ulte-
riori condizioni ay; = 0, by, = 0, procedendo come al n. 5, permettono di affer-
mare che le proiettivitd caratteristiche indotte sulle rette doppie per J sono
delle similitudini e viceversa.

Quindi, ho una sola t.q.o. se e solo se le proiettiviia caratieristiche sulle rette
doppie della proietiivitda T sono delle similitudini.

10. - Caso b,).

Sia ora & parabolica: assumiamo l'unica retta unita come retta y =0,
allora la 7' si pud serivere

2
T=o@+y) + 3 asEE + (3]

iyj=1

2
g = oy + > ;&8 4 [3],

1,i=1

ed usando le equazioni delle t.q.s.o. gid trovate nel lavoro citato (%), a che
la retta impropria di tali trasformaszioni sia unita, si hanno immediatamente
le condizioni:

gy~ M = Gy + N — Lo = 0
(23) 20 — @y N =by +n—pa=0
by =2byp—ay=0.

(1) F. Sreranza [6] (pag. 199).
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Le (23) dicono che esiste una t.q.s.0. se e solo se valgono le ultime due condi-
zioni delle (23), mentre le prime quattro equazioni determinano univocamente
A, 1y, m, n e quindi la t.q.s.0.. I immediato che le due condizioni

by=0, 2by, — ay; =0

valgono se e solo se la retta y=0, ciod la retta unita nella proiettivitd para-
bolica 7, ¢ retta caratteristica doppia per la trasformazione 7. Se si vuole
che la t.q.s.o. sia anche osculatrice, le (23) devono valere per m=mn=20, ¢

cid comporta:
(24) Ay == gy = Dy = by =0 .

Se le (24) sono verificate si ha un’unica trasformazione quadratica osculatrice.
Le (24), procedendo come alla fine del n. 6, dicono che per la T la proiettivita
caratteristica relativa alla retta unita in § (che & caratteristica) risulta una simi-
litudine ed inoltre che la linearizzante di CicH della trasformazione T e della
affinita tangente, a una retta generica fa corrispondere una retta fissa.

Inoltre se nell’intorno del punto vangono tali condizioni geometriche, allora
valgono le (24).

11. - Risultati finali del Caso b).

Teorema. Una coppia A, A regolare, a direzioni caratieristiche non inde-
terminate ed unita, di une trasformazione puntuale di un piano affine in sé am-
mette una 1.q.s.0. con retta impropria di punii uniti se e solo se le reite unite,
nella proiettivita T relativa all’intorno del 1° ordine (supposta non degenere),
sono caratteristiche per T (caratteristiche doppie se é parabolica); in tal caso la
t.q.s.0. & anche unica.

Tale t.q.s.0. ¢ anche osculatrice se e solo se le protettivite caratierisiiche, indotte
da T sulle rette caratteristiche considerate, sono similitudini e se inoltre, nel caso
di T parabolica, la linearizzante di Céch relativa a T ed alla affinitd tangente K
¢ una mappa costante. Va escluso il caso in cui § & Videntita, nel quale caso le
direziont caratteristiche sono indeterminate.

12. - Caso II.

Nel Caso II & ancora fondamentale il comportamento della proiettivitd 7.
Assunti sui due piani le origini corrispondenti in 7, si ha nelle (3) k= 0.
Trattiamo separatamente 1 sottocasi:
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Nel sottocaso d,) risulta ovviamente
f=y=0, =10,

Allora le equazioni della T' si serivono, come nel Caso a,) (n. 3), sostituendo
Z -1 al posto di # nelle (I) del n. 3; le condizioni a che le t.q.s.0. abbiano la
retta impropria di punti uniti sono ancora le (II) del n. 8, onde in tale caso
non vi & né t.q.s.0. né t.q.o. del tipo richiesto.

Nel sotfocaso d,) si ha che, prendendo gli assi di riferimenti affini nelle rette
parallele e corrispondenti in &, risulta f=y =0. TLe t.q.s.0. in tale caso si
presentano identiche alle (I) del n. 9 e le condizioni richieste portano proprio
alle (22) dello stesso n. 9. Poiché & ancora da escludersi « = § per lo stesso
motivo del n. 9, dalle (22) siricava una sola t.q.5.0. con la condizione dy,,=>b,=0
che, nel nostro caso, sono valide se e solo se le rette corrispondenti in ¥ e pa-
rallele sono rette caratteristiche per 7' in (4, 4).

Se si vuole che tale t.q.s.0. trovata sia anche osculatrice, occorre e basta,
come & immediato, che le proiettivita caratteristiche indotte sulle rette carat-
teristiche considerate siano similitudini.

Nel sottocaso d,), assunte come rette y = 0, § = 0 Punica coppia di rette
corrispondenti e parallele in &, si ha:

a=0%0, y=0, g0,

condizioni che permettono di serivere le (3) esattamente come nel caso a,)
(n. 5).

In analogia completa al n. 5 si ricava che esiste una ed una sola t.q.s.o.
del tipo richiesto, se la coppia di rette corrispondenti in & e parallele sono rette
caratteristiche doppie per T in (4, 4). La t.q.s.0. & anche osculatrice se e solo
se la proiettivita caratteristica indotta sulla vetta caratteristica doppia ¢ una
similitudine e se la linearizzante di T e della omografia tangente a T in (4, A)
ad una retta generica fa corrispondere una retta fissa.

13. = Conclusioni finali.

T risultati parziali trovati (nn. 6, 8, 11, 12) si possono riassumere in altra
forma come segue.

Sia T una trasformazione puntuale tra due piani affini coincidenti o parallels
e sia (4, 4) una coppia di punti corrispondenti che sia regolare e a direzioni
caratteristiche non indeterminate (eventualmente appartenenti al complessi-
ficato del piano affine). In queste ipotesi si ha:
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Teorema L. Condizione necessaria ¢ sufficiente a che nella coppia A, A
esista une 1.q.s.0., la T, avente la retta impropria di punti uniti, é che due dire-
zioni caratteristiche siano parallele alle divezioni corrispondenti. La 1.q.5.0. in
tal caso ¢ unica.

Si ha inoltre:

Teorema LI. Se le duc direzioni caratieristiche del Teor. 1 sono distinte,
allora condizione necessaria ¢ sufficiente a che la t.q.s.0. del Teor. I sia oscula-
trice ¢ che le due proiettivite caratteristiche indotte da T sulle due retie caratieri-
stiche siano similituding.

La condizione espressa dal Teorema II non & pit sufficiente se le direzioni
coincidono, ma solo necessariamente. Il Teorema II in tale caso diviene:

Teorema LII. Se¢ le due dirvezioni caraiteristiche del Teor. I coincidono,
allora condizione necessaria ¢ sufficiente a che la t.q.s.o. del Teor. I sia oscula-
trice ¢ che valga la condizione del Teor. IL e che la linearizzanie (*°) di Céceh,
relativa alla trasformazione T ed alla affinita tangente a T nella coppia (4, A)
ad una retie generica, faccia corrispondere una retta fissa.
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Sommario.

St prova che in una coppia generica di puniti corrispondenti in una trasformazione
puntuale fra piani affini coincidenti o paralleli mon esistono trasformazioni quadratiche
osculatrici o semi-osculatrict tali che la retla impropria sia retta di punti wniti. i trovano
le condizioni perché tale trasformaszione quadratica esista e si prova che in ogni caso essa
¢ unica.



