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DeirinA Roux e Paoro SoARDI (%)

Sui punti uniti di mappe continue

di uno spazio topologico in se. (*%

Introduzione .

Si consideri una mappa continua 7' di uno spazio metrico X in sé. La con-
vergenza delle iterate di un punto x, di X implica evidentemente che il punto
limite di tale successione sia un punto unito di 7. La relativa compattezza del-
Porbita di o, non & invece di per sé sufficiente a garantire che almeno uno dei
punti limite della successione delle iterate di @, sia unito: & stato perd dimo-
strato che essa & sufficiente per le mappe continue a diametri orbitali decre-
scenti, oppure f-contrattive.

In questa Nota si dimostra, tra 1’altro (n. 3, Teor. II), che un analogo
fatto si verifica per un’ampia classe di trasformazioni continue di uno spazio
topologico in sé: tale classe contiene, in particolare, le mappe sopra ricordate.

Vengono inoltre assegnate altre condizioni sufficienti affinche tutti i punti

limite di {T"(«,)} siano uniti.

1. - Considerazioni preliminari.

Siano (qui e nel seguito): X wuno spazio topologico; T un’applicazione di
X in s&; O(z) = U {T*(x)} (*); O(x) la chiusura di O(x); L(z) linsieme dei
n=0

punti limite della successione {T'"(z)} (?).

(*) Indirizzo degli Autori: Istituto Matematico, Universith (via C. Saldini 50),
20133 Milano, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei Programmi di Ricerca Matematica del C.N.R. .
Ricevuto: 26-II1I-1971.

) T@) ==, Trx)= T(TYz)) Va>0.

(®) Ciod: zeL(w) < 3 {m}: I™(w) »2z per h - co.
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Ovviamente:
(1.1) O(x) 2 O(x)V Lw).

L’insieme L(z) pud non essere chiuso e la relazione di inclusione (1.1) pud
valere in senso forte, anche se T & continua e se X e L(x) sono quasi com-
patti, come mostra il seguente esempio.

Siano: N linsieme degli interi positivi; R l'insiecme dei razionali della forma
n -+ 1/(n +m) (n, meN); «, f arbitrari, non appartenenti a NUR; X =N U RuU{, }.
Sia W un ultrafiltro su N pit fine del filtro di Fricuer. Diciamo s I'insieme delle parti
di ¥ u E che sono unione di insiemi della forma my,<z<w, (2, B,ENUR, 1<, <)
e sia s’ linsieme degli elementi A’e 4 tali che 4’ ~ NeU. Consideriamo l'insieme
B costituito da X, dalle parti di X della forma {f} U 4’ (4d’€A') e dagli elementi
di #; & facile verificare che J3 & base di una e¢ una sola topologia su X, nella quale
ogni insieme contenente « & quasi compatto.

Definiamo su X un’applicazione T nel modo seguente: sia T(o)= T(B)= o e
inoltre

s YnenN,

Tw)y=n+1, T =1
(n) =n + (n +n+ 1) +n—}- 5

1 1
T(n—{— ):n—}— 14 VmeN - {1}AVre N,
n -+ m n - m

T & continua su X e, se » 7 3, nessuna sottosuccessione di {7"(x)} puod convergere
a f# (non esistendo in X alcuna successione di interi positivi convergente a g) (3). Ne

Osserviamo inoltre che anche la relazione di inclusione:

O{z) 2 O(x)U L)

vale, in generale, in senso forte.

Consideriamo infatti ’esempio precedente e sia X’ il sottoinsieme di X: X'=Nu
U {x, B} con la topologia indotta dalla topologia definita su X. Sia 1" la restrizione
di T'a X’. X' & quasi compatto, T & continua su X’ e, per ogni » appartenente a N,

(3) Vedasi per esempio [1] (n. 2, p. 148).
() Denotiamo con IL(z) la chiusura di L(w).
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Supponiamo ora che X soddisfi il seguente assioma di numera bilita:

(A) Per ogni punto di X esiste una base numerabile di intorni.
Allora L(z) ¢ chiuso, ma la relazione (1.1) pud valere in senso forte.

Si consideri infatti il seguente esempio. Sia: R* I'insieme dei numeri reali non
negativi; o un elemento qualsiasi non appartenente a R+; X=R*+u {a}. Sia & la fami-
glia dei sottoinsiemi di X formata da X e dalle parti di X della forma 0<z <z
(¢, € X); & & una topologia su X nella quale X e {«} sono quasi compatti e I'assioma (A)
risulta soddisfatto.

Sia T T'applicazione continua cosi definita: T(z) =2 -1 VeeRr; T(a) = a

Risulta L(0) = L(0) = {«} mentre 0(0) = X % 0(0) U L(0).

Se X soddisfa Passioma (A) ed & inoltre uno spazio T (cioé ogni insieme

\ N

costituito da un solo punto & chiuso), allora L(z) & chiuso e vale in (1.1) il
segno = .
Se T & continua su X, ovviamente:

(1.2) 2€0(w) = O0()CO()

e inoltre & anche:

(L.3) T(L(x) € L{x) ()

2. - Lemmi preliminari.
Siano (qui e nel seguito): M C X un insieme tale che T(M)C M; (¥, <)

un insieme parzialmente ordinato; ¥: M—Y un’applicazione soddisfacente
le condizioni seguenti:

(2.1) vaoe MAY n>0 risulti: F(T™()) > F (T (2));

(2.2) vaoe M: F(T™@) =F() Va0 = o=T().

(%) Infatti, se #=1lim T"z), & T(2) = lim Tm+ (), ciod T(I(2)) € L(z). Quindi vale
h—> o0 h—> @

anche (1.3).
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Lemma I. Esista zc M tale che:
(2.3) Vaed: Fx)<F(z) = Flz)= F(z) .

Allora 2 = T{(z).

Infatti T"(z) appartiene a M per ogni » e da (2.1) e (2.3) si ricava F(T(2))=
= F'(z) per ogni n. Da (2.2) segue quindi Passerto.

Se Y si riduce a un punto, dal Lemma I segue che 7' & l'identitd su M.
Si ottiene cosi il

Corollario. Se¢ I ¢ costante in M, ogni punto di M & un punto unito di T.

Lemma II. Sia M=2X, Y =R ¢ la restrizione di I a O(z) L L) sia
semicontinua inferiormente. Allora:

vel(z) = o=17T(.
Infatti, per la (2.1) e per la semicontinuity di F, abbiamo:

(2.4) F(a)>lm F(T*w)) > F(z) VzeL(x) .

D’altra parte, se xe L(x), per ogni s positivo esiste 9y appartenente a

L(z) tale che F(y)> F(z) +&. Da (2.4) si ricava allora F(z) = F(T"(»)) per
ogni n>>0 e da (2.2) segue la tesi.

Supponiamo ora che le restrizioni di 7 e F' a O(x) U L(») siano continue.

Allora vale (1.3) e, per ogni z appartenente a L(w), risulta F(z) = lim F'(T"(z)) =
n-—>0

= costante. Applicando a L(z) il Corollario del Lemma I, si ottiene il seguente

Lemma III. Sia M =X, Y=R ¢ le restrizioni & T ¢ di F a O(z) U

U L(x) siano continue. Allora:

zel{z) = 2=1Tk) (9.

(°) In modo del tutto analogo si ottiene anche il pilt generale Lemma seguente,
che contiene le proposizioni di A. Zrrarosa ([6], p. 408) e M. Furr - A. VIGNOLI
([4], Teor. I, p. 197): «Sia ¢ un’applicazione di X in uno spazio separato ¥ soddi-
sfacente la (2.2). Se @(T"(x)) converge e le restrizioni di pe T a O@) u L) sono con-
tinue, ogni punto di I{z) & un punto unito di 7.»
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3. - I risultati.

Teorema I. X sia quasi compatto; T sia continua su X e soddisfi la
condizione seguente:

(3.1) veeX: O@) =0(T" ) (®=12..) = «o=1TI(@).
Allora, per ogni © appartenente ¢ X, O(x) contiene almeno wn punto unito
di T.

Dimostrazione. Sia @ un punto qualsiasi di X e poniamo M = 0(x),
Y = {0@)},err - M & quasi compatto e ¥ & parzialmente ordinato dalla rela-
sione di inclusione. I applicazione F: M—Y definita da y—>0(y), per ogni g
di M, soddisfa (2.1) e (2.2) in forza di (1.2) e (3.1).

Sia {F( Ja)}aEi una cmtenw di Y La, quasi compattezza d1 M 1111P110<L che

&E4 XEA

a N O(y,), e quindi, per la (1.2), P(z) C F(y,) per ogni o appartenente a A.

a€d

11 lemma di ZORN assicura allora che esiste in ¥ un elemento minimale; sia

esso F'(w). Per il Lemma I, % & unito e, poiché appartiene a M = O(z),
segue l'asserto.

Osservazioni. 1) Il Teorema I vale anche nella pitt generale forma

seguente:
Sia X topologico; K,CX quasi compatto; KCX chiuso; T: K —K

continua ¢ tale che, per ogni x appartenente o I, valga (3.1) e inolire sia O(x) N
N K, 5= @. Allora, per ogni x di K, O(x) N K, contiene almeno wn punio unito
di T.

Basta infatti ripetere la dimostrazione del Teorema I assumendo x appar-

tenente a K e tenendo presente che (in luogo di O(x)) Pinsieme Ox)N K, &
quasi compatto.

2) Se X non & quasi compatto, la (3.1) non & sufficiente a garantire Pesi-
stenza di un punto unito di 7', anche se esistono punti di accumulazione

per O(z) (7).
3) 1 evidente che:

8.2) O(x) = O(T"(wj)- vreN <= O@C O(T"(w))" VaeN.

(?) Si possono costruire facilmente esempi in proposito.
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Quindi, affinché O(z) = O(W) per ogni n intero positivo, occorre e basta
che si verifichi uno dei casi seguenti:

@) v = T(x);

b) @ genera una successione periodica (ciot esiste un m > 1 tale che
@ = T™x));

e) per ogni intero » non negativo, 7*(x) & punto di accumulazione di
punti di O(x).

La condizione (3.1) esclude quindi la possibilita che si verifichino b) o ¢).

Se X & uno spazio T, soddisfacente lcassioma (A). allora er ogni x
e ? ’ S

appartenente a X, ¢ L(z) = L(z) e O(z) = Otz) U L(z). Da (3.2) e (1.8) si
deduce allora che:

O(@) = 0(T"(x)) VneN < wel(a),
e dal Teorema I si ricava il

Teorema II. Sia X wno spazio T, quasi compatio soddisfacente Vas-
stoma (A); T sia continua su X e verifichi la condizione sequente:

(3.3) VoeedX: zel(x) = ov="T(z).

Allora, qualunque sia x appartenente o X, la successione {T™(z)} contiene una
sottosuccessione convergente & un punio unito di T.

4. « Alcuni casi particolari.

T soddisfi la condizione seguente: esista f: X2— R tale che, per ogni
di &, la restrizione di f(y, T'(y)) a O(x) U L(z) sia semicontinua inferiormente
e inoltre la successione {f(7™(y), T*+(3 7))} (n=0,1,2,...) sia monotona non
crescente e non costante (8). In tal caso diremo che 7T & sequenzialmenie f-con-
trattiva. In particolare, se X & metrico e @, y) =d(z, y) V (@, y) € X2, diremo
che T & sequenzialmente contrattiva.

Poniamo I'(x) = f(, T(»)); le condizioni del Lemma IT sono evidentemente
soddisfatte e quindi dal Teorema IT si ricava il

Teorema III. Siano: X uno spazio Ty quasi compatio soddisfacente Das-
sioma (A); T X — X continua e sequenzialmente f-contrattiva. Allora, per ogni
@ di X, la successione {T(x)} contiene una sottosuccessione convergente ad un
punto unito di T (°).

() Ciod: Lim f(Tn(y), T (y)) < (y, T(y)).

(®) Questo Teorema generalizza un risultato di M. Turt ¢ A. VIGNOLI ({31, p. 506)
valido per spazi metrici completi.
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Tnoltre dal Lemma III si ottiene il

Teorema IV. Sia X topologico; T: X —X continua ¢ sequenzialmente

Corollario. Sia T un'applicazione continua sequenzialmente contrattive di
uno spazio metrico X in sé. Allora ogni punto limite della successione {T"(@)}
¢ un punto unito di T (**).

Sia X uno spazio metrico e sia 6(x) il diametro di O{x). Se, per ogni & appar-
tenente a X, @ = T'(x), risulta definitivamente O(m) > o (T"(w)), T viene detta
a diametri orbitali decreseenti. Per una tale applicazione, e L(x) implica evi-
dentemente z= T(x). Dal Teorema II si ottiene cosiil teorema di W. A. K1Rx (12),
affermante che, se 7' & un’applicazione continua a diametri orbitali decrescenti
di uno spazio metrico compatto in 56, ogni successione {T"(x)} contiene una
sottosuccessione convergente a un punto unito di 7.

Supponiamo ora che la restrizione di 6 a O(z) sia continua e che L(z) 5= 9.
Per il Lemma III ogni punto z appartenente a L(w) & unito e quindi 6(z) =0
su L(x). Ma allora lim o(T*(x)) =0 e quindi TH(x) —z. Vale pertanto il

n >

Teorema V. 7T sia un’applicazione continua o diametri orbitali decre-
scentt di uno spazio metrico X in sé e la restrizione di 0 a O(x) sia continua.
Allora, se L(z) non ¢ vuoto, la successione {T™(w)} converge « un punto unito

ai T (1)
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Summary.

Let T' be a mapping of a topological space X into itself. Let O(m) = {w, T'(x), T2(z), wh
and denote by C the class of the mappings satisfying the condition:

O@)CO(TH@)) YV = x=T(=@).

The main result of this paper is as follows. «Let TeC; if Oz) is quasi-compact set

and T0(z) is a continuous mapping, then in O(x) there ewists a fized point of T.» This
theorem generalizes to topological spaces some resulls of the same sort, so far Lnown only
for metric spaces.

The paper contains also some other conditions in order that a limit point (or every
limit point) of {I™(w)} be a fimed point of T.



