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DAVID LOWELL LOVELADY (%)

Sulla stabilitd asintotica

di un’equazione differenziale non lineare perturbata. (**)

1. - Introduzione.

Sia ¥ uno spazio lineare di dimensione finita con la norma ||, sia D un
aperto di ¥ tale che 0 & in D, e sia R, Vintervallo [0 oo). Siano # e G fun-
zioni continue da R XD a Y tale che F(f,0)= G(t,0)=10 se ¢ & in R*. Per
studiare la stabilitd asintotica della soluzione del problema

(1) W)= Bt u®) + G(t,u®) ;  w(0)=e¢,

secondo una tecnica comune occorre:

i) trovare una funzione continua scalare f su R™ tale che le soluzioni di
(2) v'(t) = F(t, v(3)) ; 2(0) = 2
siano limitate dalle soluzioni di
') =pWe);  @(0)=|z],

ii) trovare una funzione continua scalare y su R¥ tale che |G(4, )| <
<y()|x| se (t, ) & in R"XD e x & sufficientemente piccolo. Allora, se

(3) lim exp [ J'tﬂ(s)ds + _fty(s)ds] =0,
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ogni soluzione di (1), con valori iniziali sufficientemente piccoli ha limite 0
per t—oco. Teoremi vari di questo tipo sono conosciuti. (Cfr. C. CorRDU-
NEANU [5], [6], A. StravUss e J. A. YorkE [9], F. BRAUER [1], [2], BRAUER
e STRAUSS [3], e questo autore [7].) In [5] e [6] i risultati furono ottenuti me-
diante le funzioni di Livapuxov, e in [1], [2], e [3] F & supposta continuamente
differenziabile. In questo lavoro elimineremo lipotesi della differenziabilitay
mediante un metodo simile a quello di[7], inoltre la condizione su G sard
indebolita come in [7] e [8].

2. - Continuazione e stabilita.

Teorema 1. Sia 0 un numero positivo e siano w e A funzioni confinue
sealari su R*X[0,0). Supponiamo: ¢>0, ({,z) in R*xD, |z| <0,

(4) |z — eF(t, @) | > |@] — ew(t, |])
(5) [w— cG(t, w| > |@| — eA(t, |2]) -

Inoltre, supponiamo che per ¢ > 0 esista un 6 >0 tale che se 0<E<< O la solu-
zione o di

(6) o) = w(t, o)) + At M) 5 0(0)=¢

esiste su R*, abbia i suoi valori in [0, &), e soddisfi alla relazione lim o(f) = 0.
t—

Allora, per €>0 ¢ un 0> 0 tale che se 0<|z|<<d, ogni soluzione w di (1)
esiste su R*, soddisfa |u(t)|<e per ogni t in R¥, ¢ soddisfa alla relazione
lim u(t) = 0.

>

Si osserva che (4) e (5) non richiedono che w e A abbiano valori solamente
non-negativi. In ([8], Teoremi 1, 2), questo autore dimostrd che se l2| <&
allora |u(?)|<p(?) purché % e p esistano. Cosi il Teorema 1 & evidente.

Se {,} & un prodotto scalare e || & data da |z|*= {m, #}, allora (4) &
equivalente a Re {z, F(, #)} <|@|w(t, |#|) per ogni (¢, ) in BT XD con |z|<0.
Se, come nel Teorema 2 di [8], w & della forma w(t, r) = rf(t), allora (4) & equi-
valente a Re {m, F(t, »)} <f(t)|@|* per ogni (4, #) in R* XD con |o|<6. Cosi
vediamo che (4) limita F. Procedimenti analoghi si applicano a G e (5), risul-
tando cosi indebolite significativamente le condizioni solite sulla norma di G.
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Teorema 2. Siano B ¢ y funzioni continue scalari su R*. Siano dati w
e A con (i, r)=1B(1) ¢ At, r) = ry(l). Sia 0 un numero positivo ¢ supponiamo
che (4) ¢ (5) siamo soddisfatti per ¢>0, (&, x) in R*x D, ¢ |o] < 0. Supponiamo
che (3) sia soddisfatio. Allora le conclusioni del Teorema 1 sono valide.

Dimostrazione. Si deve dimostrare solamente che (6) soddisfa le ipo-
tesi di Teorema 1. Sia ¢ un numero tale che

exp [ ] TAls) + y(s))ds] <o

per ogni ¢ in R*. Sia & un numero positivo, e sia ¢ = min {¢/o, 6/c}. Poiché
o>1, abbiamo J < 6. Supponiamo che 0<&<< e che ¢ sia la soluzione di (6).
Allora p & dato da

o) = £ exp[ [ 166) + Y101,

da cul g(f)<éo < do<e per ogni ¢ in R*, e lim g(¢) = 0. La dimostrazione &
completa. e

3. - Discussione.

Malgrado la semplicita apparente di Teorema 2, esso include risultati noti
vari. Sia A Palgebra delle funzioni lineari da ¥ a Y con la norma | | e la
identita, I. Sia x la «misura» di W. A. CorpEL ([4], p. 41):

plA]=lim (1/6)(|I 4 04| —1).
Lad

Se I' ¢ continuamente differenziabile e u[(9/0x)F(, x)]<S(?) per ogni ({, z) in
R*x D, allora (4) & soddisfatto con w preso come nel Teorema 2. (Cfr. [7],
Proposition). Con cid abbiamo eliminato la condizione di differenziabilita,
usata in [1], [2], e [3]. Inoltre, si noti che (5) & assicurato mediante la disu-
guaglianza | G(4, 2) | < A(t, |#]). Con ¢ido abbiamo indebolito le condizioni solite
sulla norma di @G.

Ci sono due combinazioni, particolarmente utili, di ipotesi su f e ¥ che
assicurano (3).

Proposizione 1. Supponiamo che

4

! lim sup (1/t) [ B(s)ds

t—>r 1]
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t—>co

lim sup (1/t) fy(s)ds

esistano, e che la loro somma sia negativa. Allora (3) & valido.

Proposizione 2. Supponiamo che

limexpl j'tﬂ(s) ds]=10

- Y

e che esista un numero # tale che
[r(s)ds <7

per ogni ¢ in R™. Allora (3) ¢ valido.

Le proposizioni possono essere dimostrate con caleoli elementari. Una con-
seguenza della Proposizione 1 & che, se (7) esiste ed & negativo, se ¢’¢ un
numero positivo § tale che per 6 <0 e y ¢ dato da y(t)=0J, allora (3) &
valido. BRAUER {1], [2] e questo autore [7] hanno usato questa idea. CorDU-
NEANU [5], [6] ha usato idee analoghe a quelle della Proposizione 1 essendo
formulate mediante le funzioni di LyApUNOV e limiti esponenziali sulle solu-
zioni di (2).

La Proposizione 2 dimostra che se (2) ha una stabilitd esponenziale parti-
colare allora quella stabilitdh non é disturbata per una perturbazione con «la
parte positiva» in LY(R*). Si noti che la Proposizione 2 non richiede che y

sia in LY(R*). (Cfr. [7], Theorem 2).
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Summary

A general asymplotic stabilily theorem is given for the equations w'(t) = I(t, w(t)) +

+ G(t, w(8)). It is indicated that the theorem includes many known results.






