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MAURO DILIGENTI (%)

Una teoria delle collezioni (**)

Nel presente lavoro presento due formulazioni di una teoria degliinsiemi,
nella quale sia possibile collezionare le classi (anche proprie) di GB e le col-
lezioni.

I’intento ultimo & quello di fornire una teoria pit flessibile di GB, quindi
pit adatta a fornire una fondazione per una porzione abbastanza ampia della
teoria delle categorie.

In vista di cio, le esigenze fondamentali da soddisfare sono le seguenti:

1) per ogni bf di GB, avere la collezione di tutte le classi che la sod-
disfano;
2) poter collezionare non solo classi, ma anche collezioni di classiete.

La prima delle due formulazioni riflette in modo piti diretto le suaccen-
nate esigenze. Lia seconda, pit semplice e piut «scoperta», si presta meglio
al confronto con altre teorie, in particolare GB e ZFU (cioe ZF piu esistenza
di un universo). I1 lavoro si articola percid nelle seguenti parti:

1) Prima formulazione della teoria (teoria TQC).
2) Seconda formulazione della teoria (teoria TGC,).
3) Equipollenza fra TC e TC,.

4) Interpretazione di 6B in TC.

5) Interpretazione di TC in ZFU.

1. - La teoria TC.

Nella teoria TC (del primo ordine con uguaglianza) che vogliamo costruire,
si hanno i due predicati primitivi, € (binario) e Cl (unario).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. Ricevuto: 13-I111-1973.
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La bf atomica Cl(z) si leggera: «a & una classe ».

Per poter elencare gli assiomi occorrono delle definizioni preliminari. Diamo
anzitutio la definizione di «insieme »:

Definizione 1.

S(@) < @(Cly) Az ey),
cioe 2 & un insiteme se e solo se appartiene a qualche classe.

Definizione 2. TUna bf¢ & predicativa quando le variabili quantificate
si riferiscono ad insiemi, in altri termini, il quantificatore universale compare
in ¢ solo in sottoformule della forma:

(V2)(S(z) - )
e quello esistenziale solo in sottoformule della forma:
(32)(S(@) A w) -

Detinizione 3. Una bf ¢ & semipredicativa quando le variabili quanti-
ficate si riferiscono o a classi o a insiemi: le presenze in ¢ dei quantificatori
sono delle seguenti forme:

(Va)(Cl(w) — ) (Vz)(S(z) =)
(32)(Cl(2) A ) 3o)(8(z) A ) -

Passiamo ora all’elencazione degli assiomi. Come di consueto, dopo Penun-
ciazione dei primi assiomi, dimostreremo qualche teorema prima di enunciare
gli altri.

Assioma 0. (Va)(S(z) — Cl(z)).

Ogni insieme ¢ una classe.

Assioma 1. Assioma di Estensionalitd

(V2)(Vy) (Vo) (m ey s>z ER) >4 = 2) .

Assiamo 2. (1° Schema d’assioma di comprensione): Sia @(x) una formula
predicativa le cui variabili libere cadono tra , Yy, Ys, ..., Yn; ellora & un assioma

Cl(ya) A Cl(ma) A ... A Cl(yn) — (F2)(Cl(2) A (Va)(w ez > S(@) A o)) ;
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se n = 0 allora Passioma agsume la seguente forma:
(32)(Cl(2) A (Vo) (@ €2 > S(@) A ¢(®))) -
Teorema 1. Sia ¢ wna bf; allora & un teorema:
(Vi)tez > gt)) A (V)(tey > p@) ~2=1y.

Teorema 2. Sia ¢ una bf predicativa le cui variabili libere cadono ira
Dy Yiy Yoy ooes Yuy GllOra é un teorema:

Cl(m:) A CL2) A -.- A Oly,) = @R)(CLz) A (Vo)(z €2 > p(@) A S(@))) -

Dimostrazione. Llesistenza della classe z si ha tenendo presente I’as-
sioma 2, mentre lunicitd discende dal Teorema 1, prendendo come formula
ben formata ¢(z) A S(x).

Teorema 3.

Cl(z) A Cl(y) — @R)(Cl(z) A (Vu)mez oS A (u=aV u=1y))).

Dimostrazione. L'esistenza della classe z deriva dall’assioma 2, pren-
dendo come bf la formula predicativa « = & V «# = y. L'unicitd di tale classe
si ha ancora una volta dal Teorema 1, prendendo la stessa bi.

Assioma 3. Assioma della coppia per insiems

S(@) A 8(y) = @) (8@) A (Vu)uezru=aVu=1y).
Teorema 4.

S(@) A S(y) = 3R)(S(2) A (Vu)uee mu=aV ujz ¥)) -

Dimostrazione. Ilesistenza dell’insieme z ¢ assicurata dall’assioma 3,
mentre 'unicitd dal Teorema 1.

Teorema 5.
Cl(z) — @) (Cle) A (Vu)(wez > @Y)SE) Auey Ayea) A S(w))) -

Dimostrazione. I’esistenza della classe z scende dall’assioma 2 pren-
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dendo la bf predicativa (3y)(S(y) A v ey A y €x), Punicitd ancora una volta
si ha dal Teorema 1.

Assioma 4. Assioma dell’unione per insiemi

S(z) = (Fe)(S(e) A (Vu)(uez < Fy)uey A yew))).
Teorema 6.

S(z) — (3 !z)(S(z) A (Vuy(uezes Fy)uey Ay e co))) .
Dimostrazione. L’unicitd discende dal Teorema 1 prendendo come bf

@y ey A yen).
Questo unico 2z sara chiamato DPunione dell’insieme x.
Teorema 7.
Cl(z) — (E{z)(Cl(z) A (Vu)(u ez > S(u) A uC m)) .

Dimostrazione. IL’esistenza della classe z discende dall’assioma 2 pren-
dendo la bf predicativa (Vv)(S (v) = (v € u — v € )).

Teorema 8.
Clz) - !z)(Ol(z) A (Vuy(u ez Sw) A u Qw)) .

Dimostrazione. L’unicitd della classe z discende dal Teorema 1 pren-
dendo la bf S(u) A 4 Ca.

Assioma 5. Assioma dell’insieme potenza
S(z) — (Hz)(S(z) A (Vu)(uw ez —Su) Auc w)) .
Teorema 9.
S(z) — (3 !z)(S(z) A (Vu)(uez>Su) A uc m)) .
L’insieme 2z & detto ’insieme potenza dell’insieme z.

Teorema 10.

(EIz)(Cl(z) A (Vu)(u ez > S(u) A u # u)) .



[5] UNA TEORIA DELLE COLLEZIONI 217

Dimostrazione. I’esistenza di z dipende dall’assioma 2. Possiamo
inoltre scrivere ’enunciato del teorema nel modo seguente:

(Fz)(Cl(z) A\ (Va)(u ¢ 2 > u = u))

e poiché u =u & un teorema logico, sard anche: (F2)(Cl(z) A (Vu)(u ¢=z)).
Sfruttando anche il Teorema 1, si ha poi:

Teorema 11.
(J12)(Clz) A (Vu)(u ¢2)) .
Questo unico 2z sara la classe vuota, che verrd indicata con 0.
Teorema 12.
Cl(z) — (Bz)(CI(z) A (Vu)(uez—S@) A (Vy)yer —~ue y))) .
Dimostrazione. I’esistenza di tale classe discende dall’assioma 2, con-

siderando la bf (Vy)(y ez — u €¥) che risulta equivalente ad una predicativa
in quanto x & una classe.

Teorema 13.
Cl(z) — (3 !z)(Ol(z) A (Vu)(wez«>Su) A (Vy)yew —>ue y))) .
Assioma 6. Assioma di rimpiazzamento per insiemi.

Sia @(x, ¥) una bf predicativa avente libere solo le variabili 2, &, ..., 2., %, ¥;
allora & un assioma:

Cl(z:) A ... A Cl(z,) A S(a) A (Vu) (V) (V) -
(OL(m) A CL(v) A Clw) A @(u, v) A @ty w) —v =) —
— @B)(SE) A (V) (S@) = (y b > @)@ e a A glz, 1)) -

Teorema 14. (Isolamenio per insiems). Siano a, b, x tre variabili distinte,
sta @(x) una b predicativa contenente libera x, ma non b, allora é un teorema:

(Va)(S(a) — @b)(S() A (Va)web>zea A p@)) .
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Dimostrazione. Per dimostrare questo teorema ¢ sufficiente usare
Pagsioma di rimpiazzamento per insiemi relativamente alla bf predicativa
@) N @ =y.

Teorema 15.

Cle) Az 0 — @)(SB) A (Vo) (zeb > (V) (tez —ue 1)) -

Dimostrazione. Sia Clg) A2+#0 e sia acz Chiaramente ¢ & un
insieme, quindi per l'isolamento,

@) A (Va)(webraea A (VO)(S(H) ~ (tez—>ve 1)) -

D’altra parte, da Cl(z) A acz segue che zea A (VE)(S(t) - (tez —zet))
equivale a (Vi)(tez—+axet), da cui Passerto.

Sia ora ¢(x) la seguente bi:
(%) S@)APex A (Vy)(y ex— (Vu)((Va)zeureeyVe=y)>uc w)) .

B facile verificare che essa & equivalente (sotto gli assiomi enunciati sin qui)
alla sua relativizzata ad S, p(z).

Assioma 7. Assioma dell’infinito per insiemi

(Elw)(S(m) A Bex A (Vg/)(y ex— (Vu)((Va)zeu<szeyVae=19)—>u ew))) .

Ovviamente ’assioma asserisce che la classe & determinata dalla bf pre-
dicativa w(x) & non vuota.

Corollario. (El!w)(S(ao) A (Vu)(u ez <> (\'/t)(tegﬁuet))) .

Dimostrazione. Applicando il Teorema 15 alla classe non vuota &
si ottiene I’esistenza; l'unicitd segue dal Teorema 1.

Indichiamo con w Pinsieme individuato dal corollario precedente. Siavra:
S(w) A (Vu)(uew <« (Vi)(te & ~uet)),
ovvero, ricordando la definizione di &, abbiamo:

Teorema 16. S(w)A (Vu)(u ew > (Vi)(S(¢) A p(t) > u et)), dove @(z)
¢ ancora la (k).
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Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema:
Teorema 17. L'insieme o soddisfa ¢, cioé:

a) S(w),

b) few,

o) (V)(yew— (Vo)((Va)eevrzey Va=1y) v ew)).
Dimostrazione. Il punto a) segue dal Teorema 16. Per il punto b),

ricordiamo che, per il Teorema 16, few <> (VI)(S() A ¢(t) — fet). Ma
p(t) >0 et, quindi 0 €w. Del punto ¢) diamo una dimostrazione formale.

1) 1. yew hp.

(2) 2. (Ve)zevrzeyVez=1y) hp.

(3) 3. S0 A () hp.

(1) 4. (VH(SE) A gty —yet) teor. 16

5. o) — (Vw)(w et— (Vu)((Va)geurzew Vo= w)>ue t))

def. di ¢()

(3) 6. yet— (Vu)((Ve)(zeurzeyVa=y)>uct) pred. 3, 4

1, 3) 7. yet pred. 4, 3

1, 3) 8. (Va)z € vesrzeEy V2= y)—>vEL pred. 6, 7

(1,2,3) 9. wet

(1,2)  10. (VB(B@) A o(t) >veEt) el. e Gen.

1,2) 11. vew teor. 16

1) 12. (V/v)((Vz)(z gv«srzeyVeae=y)—>0ve w) el. e Gen.

13. o).

Assioma 8. (2° Schema d’assiomi di comprensione). Sia ¢(x) une bi semi-
predicativa le cui variabili libere cadano tra , ¥, Ya, -y Yn, allore & un assioma
la seguente bi:

Cl(y) A CLYa) A - A CL(ya) = (32)(Va)(w € 2 > Cl(@) A p(@))
con Vintesa che per n = 0 Passioma assume la seguente forma:

(Fe)(Va)(z € 2 <> Cl(z) A @(x)) .

Utilizzando i due assiomi di comprensione relativamente alla bf predica-
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tiva @ = &, si possono ora definire la classe V di tutti gli insiemi e la colle-
zione U di tutte le classi:

CHV) A (Va)(z eV «>8(z)),
(Va)(z € U <> Cl(z)) .
In particolare avremo: Ve U perché V & una classe. Vediamo qualche altra
relazione esistente tra U e V.
Dall’assioma 0 abbiamo intanto:
Teorema 18. VcCUTU.

Per la definizione di insieme si ha inoltre:

Teorema 19. (Va)(re U —-zC V).

Dimostrazione.

(1) 1. =zeU hp.
(2) 2 YyET hp.
3 z e U - Cl{x) def.
) 4. Cl(w) MP,
1, 2) 5. wyea A Clw) Pprop.
1,2) 6 (@z)(y e A Cl(z)) RE.
1, 2) 7 S(y) def.
8 Sy)—»yeV def.
1, 2) 9. yeV MP.
) 10. yex—yeV el.
(1) 1. ¢V trad.
12, weU—aCV el.

Diamo ora un certo numero di assiomi riguardanti le collezioni.
Assioma 9. Assioma della coppia per collezioni
(Va)(Vy)(Fe) (Vo) (tez st =a Vi=y).

Teorema 20. (Va)(Vy)@R)(Vi)(tezri=2aVi=y).
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Dimostrazione. Llesistenza della collezione z ¢& assicurata dall’as-
sioma 9, 'unicita discende dal Teorema 1, prendendo come bf: t=aVi=1.

Assioma 10. Assioma dell’unione per collezioni
(Vo) @) (Vy)(y et Fe)(y ez A zea)) .
Teorema 21. (Va)3W)(Vy)(yet«> (F)yez A zew)).

Dimostrazione. L’esistenza della collezione ¢ discende dall’assioma 10,
Punicitd dal Teorema 1 prendendo la bf (Fe)(y ez A ze ).

Assioma 11. Assioma della collezione potenza
(Vo) Jy)(Ve)(zey > 2Ca).
Teorema 22. (Va)@ly)(Va)(zey «>2Ca).

Dimostrazione. DL’esistenza della collezione y ¢ assicurata dall’as-
sioma 11, I'unicitd deriva dal Teorema 1, prendendo la bf z2Ca,

Assioma 12. Assioma di isolamento per collezioni (schema). Siano z, vy, 2,
tre variabili distinte, sia @ una bf non contenente libera la variabile y; allore é
un assioma:

(V2)Ay)(Va)(z ey >z ez A o)) .

Teorema 23. Siano z,y, 2, tre variabili distinte, sia ¢ una bf contenente
libera la variabile @ e non contenente libera la variabile y; allora:

(V2)3ly)(Va)(zey >z ez A g)) .

Dimostrazione. I’unicitd della collezione y discende dal Teorema 1
prendendo la bf: vez A p(x).

Mediante questi ultimi assiomi sulle collezioni, si possono definire con le
consuete tecniche i simboli funzionali per la coppia ({...,...}), Punione (U)e
la potenza (P).

Avremo percid:

gE{m, Yyt =aVae=1y,;
zeV@) — (Iy)zey ANyea);
zePx) «>2Cx.
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Possiamo poi introdurre il simbolo {xei: ()}, dove 2 & una variabile

che non compare nel termine {.
Analogamente si possono introdurre i simboli funzionali binari: U, n,

Lovey e
Asgioma 13. Assioma di fondazione
v 0—>Fyez ANyna=10).

Utilizzando gli assiomi sugli insiemi possiamo ora dimostrare il:
Teorema 24.

a) xeVpayeV —=>{x,yeV,
by xeV—->U(z)e ¥V,

¢) e V>V NPxeV,

d) 0eV,

e) weV.

Dimostrazione. Dimostriamo solo il punto a). Dall’assioma 3 si ha:
zeVAyeV—->3REeVA Vo) uezu=aVu=1y).
Per la regola di scelta (cfr. [5]) si avrd percid:

aeV A NVu)uearu=0unVus=1y).

D’altra parte, (Vu)(ue{z, y}«>u=2aV u=y), quindi (per il Teorema 1),
a = {z, y}, e infine {&, y} e V.

Per la definizione di insieme si ha inoltre:
Teorema 25. V =uU(U).
Corollario. U(U)CUT.

Definizione 4. TUna collezione x ¢ transitiva se: U(x)C 2.

Teorema 26. Sia @(w) una bf semipredicativa le cui variabili libere cadono
a2y Yy Yoy ---5 Yn; allora é un teorema:

NMEUAReUA .. ANYaeU— @e)(Va)(zezaeUA ).
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Dimostrazione. Dall’assioma di isolamento e dalla definizione di U
segue immediatamente:

@e)(Va)(zez<«raxe U A y(2),
dove y(z) & una qualunque bf.

Teorema 27. Sia @) una b predicativa le cui variabili libere cadono
Wa Ty Yi, Yoy ...y Yny allore é un teorema: :

NEUNYeUA...ANY€U—>{@weV:p@)}el.

Dimostrazione. Per il primo schema d’assiomi di comprensione, sotto
Pipotesi 9,6 U A 9.€ U A ... A yn€ U, si ha che esiste una classe b tale che:

(Vo) (zeberzeV A p@) .

Draltra parte ze{reV: p@)}«>ax eV A @(z), percid: b = {we V: ¢px)}. Ma
b ¢ una classe, quindi {we V: ¢(z)} e U.

Teorema 28. (E}y)(@ey A (Va)zey -—>wu{a¢}ey)) .

Dimostrazione. Dal Teorema 17 si ha:
Dew A (Vw)(wew - (Vu)((Ve)(zeuszea V2 =n) ->uew)) .
D’altra parte, per le definizioni di unione e di coppia,
(Va)(zea U {m}rzea Ve =u2a),
quindi §ew A (Vz)(rew -2 U (&} €ew), da cui P’asserto.
Diamo ora la definizione di classe univoca.

Definizione 5.

Clun(y) <> Cl{y) A (Vu, v, we U)({u, vD ey A {u, wy) €y —v = w) .

Mediante I’isolamento, si pud poi introdurre il simbolo funzionale binario
di ¢«immagine », ¥"». Con questa definizione si ha il:

Teorema 29. (Va)(aeV AyeU A Clun(y) »>y"acV).
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Dimostrazione. B sufficiente utilizzare lo schema d’assiomi di rim-
piazzamento per insiemi relativamente alla bf ¢(u, v): {u, v)> €.

2. - La teoria TC,.

In questo paragrafo ci proponiamo di riformulare TC in un linguaggio
avente, oltre al predicato binario €, una costante individuale U.

Lia teoria TC, che otterremo sard « equipollente » a TC; esistono, ciog, una
estensione per definizione di TC ed una di TG, che sono equivalenti.

Lo scopo di questa seconda sistemazione & di rendere piu trasparente la
struttura di TC e rendere poi pitt agevole il confronto con altre teorie. Iniziamo
col dare alcune definizioni.

Definizione 1. V =U(U).
Definizione 2. Claz)«>zeU; S@)xeV.

Gli assiomi di questa teoria sono:

1) Tutti gli assiomi di Z (estensionalitd, coppia, unione, potenza, isola-
mento, fondazione, infinito).

2) Uno schema d’assiomi di comprensione: Sia p(z) una bf predicativa
(cioe una bf relativizzata a V) le cut variabili libere cadono tra @, Y, Yoy -5 Yns

.

allora ¢ un assioma:
NeUANBeUAN ... ANYeU—{zeV:p@)}el,;
se n = 0 Passtoma assume la seguente forma:
{zeV:pwlel.

3) VcU.

4) Assiomi di chiusura su V:

a) coppia per insiemi: veVAyeV >{x,yeV;
D) unione per insiemi: zeV-—>U@eV,;

¢) potenza per insiemi: eV —=VnNnPxeV;

a) infinito per insiemi: weV;

e) rimpiazeamento per insiemi: (Va)(weV Aye U A Clun(y) >y"xe V).
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Diamo la definizione di collezione iransitiva:
Definizione. Tr(z)+«»>U(z)Ca.
Teorema 1. Tr(U).
Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dall’assioma 3.
Corollario. Tr(V).
Per poter confrontare TC con TC,; & opportuno enunciare qualche teorema

Teorema 2. Sia ¢(x) une bf predicativa le cui variabili libere cadono tra
By Y1y Yay ooy Yn, allora:

Cly) A OLlgs) A ... A Cllyn) = (F2)(C1(2) A (Ya) (@ € 2 <> S(a) A ¢(@)) -
Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dallo schema
d’assiomi di comprensione e dalle definizioni di insieme e di classe datein
questa teoria.
Teorema 3.
S(@) A S(y) — (F)(SR) A (Vu)(uez—r u=aVu=y)).
Dimostrazione.
S(2) A S®H) -> S{{z, v}) A Vu)ue{m, ylou=aVu=y).
Teorema 4.
S(z) — (F2)(S{2) A (Vu)(uez— Ay)uey Ayea)) .
Dimostrazione.
8(x) — 8(U(@)) A (Va)(u e V@) o Gy)lucy A yea) .
Teorema 5.

S(#) = (32)(S(2) A (Vu)(u €2z > S(u) A ula)) .

16
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Dimostrazione.
S(@) = S(VNP@) A (Vu)(ue VNP@) > Su) A uca).
Teorema 6.
(Bw)(S(m) ANBex A (Vy)yexw— (Vu)((Ve)zeu—zeyVe=1y)—u E:v)))
Dimostrazione.

1. S(w)Afew A (Vy)(yew —yrew),
2. (Vy)(y €w — (Vu)(u = y+ —u € w)),
3. (‘v’y)(y ew— (Vu)((V2)(zeurzeyVe=19y) - u Ew))

Teorema 7. Sia gz, y) une bt predicativa avente libere solo le variabili
Ly Yy Bry @ay ooy &, allora:

Cl(z1) A Cl(ze) A ... A Clzw) A S(a) A (Yu) (Vo) (V) -
-(Cl(u) A Clw) A Cl(w) A @lu, w) A\ @(u, v) =0 = w) —
— (@)(S0) A (YY)(S(y) ~ (y €b > (Fw)(wea A p(a, ’IJ))))) .

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema deriva dall’as-
sioma di rimpiazzamento e dalle definizioni date.

Teorema 8. Sia p(x) una bf semipredicativa le cui variabili libere cadono
ra x, Y1, Yoy -y Yu; allora:

Ol(ys) A CU#.) A ... A Cly.) — (F2)(Va)(z € 2 > Cl(z) A g(x)) .
Dimostrazione. Assunte come ipotesi Cl{y:) A Cl(g:) A ... A Cl(y,)
possiamo dimostrare mediante 'assioma di isolamento e la definizione di
classe che: (32)(Va)(x € 2 <> Cl(®) A @()). Infatti, «isolando» da U con la bf
@(z) data dal teorema abbiamo (J2)(Va)(x €2« Cl(®) A p(r)) da cui segue
il teorema.

3. - Confronto fra TC e TC,.

L’assioma 0 di TC segue banalmente dallassioma V CU di TC,.
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Gli assiomi di estensionalita, della coppia, dell’unione, della potenza, di fon-
dazione e di isolamento sono gli stessi per le due teorie.

Gli assiomi 2-8 di TC (cioé relativi agli insiemi) sono i Teoremi 2-8 di TC,.

Infine gli assiomi 2, 3, 4 di TC,, sono rispettivamente i Teoremi27, 18,
24, 28, 29.

4. - Interpretazione di GB in TC.

Nel presente paragrafo vogliamo mostrare che GB & interpretabile in TC.
A tale scopo consideriamo la formulazione di GB presentata in [5].

Per interpretare GB in TC interpretiamo ciascuna bf di GB nella sua rela-
tivizzata ad U. La bf M(z) di GB viene cosi interpretata in (y e U)z e y),
che equivale ad »eU(U), cioé ze V.

L’assioma E di estensionalitd viene interpretato in un teorema di TC,
perché U & transitiva.

L’assioma € della coppia si interpreta in (una bf equivalente a)

(VeeV)(VyeV)Fze V)}(Vue V)uecsu=aV u=y)
che & Passioma 3 di TC.

L’assioma V dell’insieme vuoto si interpreta in (Iwe VY VyeViydax), e
questa si dimostra ricordando che, in TC, 0 eV A (Vy)(y ¢ 0).

I sette assiomi delle classi si dimostrano utilizzando il primo schema di
comprensione. A titolo di esempio ci oceuperemo di alcuni di essi.

Linterpretazione di Bl é:

(Fwe U)(Vue V)(Voe V)(<u, v) ez >uew).

Consideriamo la bf predicativa senza parametri @(t):

Fue VYFve V)t =<u,vd A uev) ().

(*) A rigore la p(t) non & predicativa, perche contiene il simbolo di coppia ordinata.
Possiamo perd sostituire la sottoformula ¢={u,v> con la formula:

(VzeV)(2€t > (Vwe V)(wez mw=1u)V (VweV)(wez mw=1uVw=1)).

La bf »(t) che se ne ottiene & predicativa ed ai fini della dimostrazione che stiamo
svolgendo si comporta come g(t).
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Per T'assioma di comprensione (TC,) si ha che {{e V: p(t)} e U. D alira
parte (Voe V)(Vue V)({u,vy e{te V: p()} «>u €9), da eui Passerto.

L interpretazione di B2 ¢:

(Vee U)(Vye UNFre U)(Vuec Vi(uczruce Nuey).

Per Vassioma 2 di TC,, si ha z,ye U —>{uecV:ucae Aucy}c U. Posto
z={ueV:uex Auecy}, si ha Qaltronde uecz—uecV Auexr \ uey, da
cui ueV —(uez—ruecx AN uey).

Linterpretazione di B3 é:

(Vee U)dee U)(Vue Vi(uez—ud¢ax).

Mediante Passioma 2 di TG, abbiamo e U —{ueV:ué¢ate U. Posto
r={ueV:u¢a} sihaueV > (vezudan).

Linterpretazione di B4 é:

(Voe U)Fze U)(Vue Vi(uez— (Fve V) u, v) €x)) .
A meno delle considerazioni fatte nella nota (*) si ha che:

p(u): (Jve V)({u, vy ex) & predicativa .
Per Vassioma di comprensione di TC, si ha dunque:
zelU—>{ueV: (ve My, vd>ea)telU

e inoltre
weV > (ueze (FveV)((u, v en),

ove si sia posto e={ueV: p(u)}.

L’assioma U dell’insieme somma si interpreta in:

VeeV)dyeV)(VueV)(uey < (e V)(uev A veur))

e questo & dimostrabile banalmente mediante 1’assioma 4 di TC.
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Lrassioma P dell’insieme potenza si interpreta in:
(Vee VYdy e V)(Vue V)(u ey« (VeeU)(zeu—>= ew)) ,
che equivale a:
(-+) (VeeV)dyeV)(VueVi{iuey —ula),

giacché zeV A zeuw—+2e U. La (+) a sua volta equivale all’assioma 5
di TC.

L’assioma R di rimpiazzamento si interpreta in:
(Vo e V)(Olun(z) > FyeV)(VueV) uvey— (FveV)(v,up ez Ave m))) y

che risulta essere ’assioma di rimpiazzamento di TC,.
Infine I'assioma I dell’infinito si interpreta nel seguente teorema di TC:

(EmeV)(Gem A (V7,06T7)(vea:~>v+em)) .

5. - Interpretazione di TC in ZFU.

Il presente paragrafo costituisce una dimostrazione di coerenza relativa
per TC. Dimostreremo infatti, che TC, & interpretabile in ZFU (cio¢ ZF 4
-+ esistenza di un universo).

Ricordiamo che in ZF un insieme 4 & un universo se:

weA,

3Yzed >Px)e A,
4) (VoY e CA Nwd A-—>axed), dove o o2y significa che esiste una cor-
rispondenza biunivoca fra = e y.

1)

2) Per ogni «,y, se xeye A, allora s 4,
)
)

Ricordiamo inoltre che, se A & un universo, allora:
a) wed o] < 4],
by sCyAhyed »oved,
¢y zeANyed —{x ytcd,
d)y xed ->U(x)e 4.
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Sia dunque 4 un universo di ZFU; per interpretarein ZFU le bf di TC,, sara
sufficiente interpretare:

€ in €
U in P(4)

Allora V viene interpretata in U(P(4)) = 4.

Le bf di TG, in cui non compare U, vengono interpretate in se stesse. Cosi,
il primo gruppo di assiomi (quelli di Z) restano inalterati, e chiaramente val-
gono in ZFU.

I’assioma di comprensione si interpreta in:

1ePA) Ay eP(A)A .. AyneP(A) > {ze d: px)} eP(4);

ma ovviamente in ZF vale {wx e 4: ¢(»)} C 4 per una qualunque bf ¢(x).
L’assioma V C U, diviene A CP(4), e questo vale (in ZFU), perché 4 &
transitivo.
L’assioma 4 punto a) & la proprietd d) degli universi.
Il punto ¢) dell’assioma 4 viene interpretato come segue:

rzed-—-ANPed;

dal punto 3) si ha P(w)ed e da b): ANP(x)ed, perché AN P@)CP(x).
I1 punto b) dell’assioma 4 & la proprietd d).
L’infinito & il punto 1) della definizione di universo; vediamo infine il rim-
piazzamento. L’interpretazione é:

ved NyCA4A A Clun(y) »y"'ve 4.
Ma z€d — |z < |4], per a). Clun(y) — |y"«| <|#|, quindi non esiste

corrispondenza biunivoca fray’a e 4. D’altra parte xe A AyCA —y'xCA4.
Ne segue y"we 4 per il punto 4).
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