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ARTURO A. L. SANGALLI (¥)

Sugli automorfismi delle categorie di algebre simili. (**)

Ad AxToNIO MAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. - Introduzione.

Sia o, la categoria di tutte le algebre di uno stesso tipo u di similarita,
con morfismi tutti gli omomorfismi. In questo articolo si deserivono gli automor-
fismi A, — A «di varietd », ciod quegli isomorfismi di categoria F': ' y— Ay
che commutano col funtore dimenticante o, —Ens (un tale funtore F' fa cor-
rispondere ad ogni algebra 4, il cui insieme base sard denotato |4 |, un’algebra
F(A) basata sullo stesso |A| e in modo tale che ogni omomorfismo 4 —A'
sia anche un omomorfismo F(4)—F(4’)). Questi isomorfismi di varieta sono
precisamente le « equivalenze equazionali» di FELSCHER [1], introdotte da
MALCEV {3] sotto il nome di « equivalenze razionali». Si dimostra il seguente
risultato:

Teorema 1. QUi automorfismi di varietd A u—> Ay sono tutti e soli quelli
determinati (nel modo sott’indicato) dalle coppie (f,f'), dove f é una biezione del-
Dinsieme delle operazioni del tipo u (biezione che preserva il rango delle operazioni),
e f' ¢ un’applicazione che associa ad ogni operazione n-aria di p una permutazione
dellinsieme w={0,1,...,n—1}. L’automorfismo F determinato dalla coppia (f, f')
¢ il sequente:

Dinterpretagione in F(A) dell’operazione n-aria Q del tipo u ¢ Uinterpreta-
sione in A delloperazione [(Q)<PEy, ..., PEa_y>, dove =1 (Q) e p{” denotala
i-esima proiezione |A|*—|A]l.

Di fatto si dimostra un risultato simile per gli isomorfismi di varieta
F: A p— A . Come corollario si ottengono il Teorema 1 e anche il
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Teorema 2. Esiste un isomorfismo (di varietd) A o— 4y se ¢ solo se i
tipi g e p hanno lo stesso numero di operazioni di rango n per ogni n, nel qual

«© —
caso ci sono || p,!(n!)*s isomorfismi, dove u, é il cardinale (finito) dell'insieme Hn
n=0
p”#:t)
delle operazioni di rango n del tipo p.

2. - Richiami, definizioni e notazioni.

La dimostrazione che seguird si basa sulla rappresentazione delle varietd
(e dei suol morfismi) per mezzo dei sistemi trasformazionali algebrici (S.T.A))
esposta in [4] (consultare questo articolo per le definizioni di S8.T.A., morfismo
di S.T.A., ecc.).

La categoria TYP dei tipi (di similaritd di algebre) ha come oggetti le
sequenze u = {f,),e, d'insiemi disgiunti, e come morfismi f: {u,> - <o,> le
applicazioni f: o — Uo, che preservano il rango, cio¢, se @ €u, allora

new new
@) e o,

Se 1 & un tipo, con 7T, sara denotato linsieme dei termini di tipo u (pit
precisamente: fissato un insieme infinito {v;|i € w} di variabili, 7, viene otte-
nuto nel solito modo: ogni v; ed ogni @ € u, sono in Tu; se ty, ..., t,_; SONO
in Ty e Q€ u,, allora Qy,...,t, ;) € Tu). Ogni @ € p, determina un’opera-
zione n-aria @ su T, definendo Q(ty, ..., ts_s) = Qo) ..., tr_s) (oppure Q(9) = Q,
se n=0). L’insieme 7, ha una struttura di S.T.A., le sue operazioni privi-
legiate (chiamate « opérations distinguées » in [4]) sono precisamente quelle che
appartengono al « clone » [2] generato dalle operazioni @, con @ e Utn.

C’¢ un funtore 0: STA —TYP che fa corrispondere ad un S.T.A. 7 la
sequenza <{0,(T)) degli insiemi 0,(7) di operazioni privilegiate n-arie di 7.
Un morfismo U: T, ~ T, di 8.T.A. determina un morfismo 6(U): 6(1,) ~> 0(T,)
di TYP definendo 0(U)(Q) = U xQ (la definizione di U %— si trova in 1.2, [41).
11 funtore 6 ha un aggiunto sinistro. Pill precisamente si ha il

Lemma 1. Sia T un S.T.A., u un tipo di similaritd ¢ f un morfismo
u—~0(T) in TYP. Allora esiste un unico morfismo di ST.A U:Ty— T tale

che UxQ=f(Q) per ogni Qe Upu.,.

Dim. U viene definito per induzione sulla lunghezza I(f) di ¢ e T,. Per
W) =1: Ulv,) = n, U(Q) = f(@)®); per I(t)>1: U(Q(ts, ..., ta_y)) = QN T (), ...
.oy Ultn_y)). Si verifica facilmente per induzione su I(t) che U commuta con le
trasformazioni. Per mostrare che U preserva le operazioni privilegiate si veri-
fica che Pinsieme delle operazioni privilegiate B di 7, le quali hanno la pro-
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prietd: «per ogni fy, ..., ty_y € Ty U(E(ty, ..y tus)) = URE(U(ty), ..., Ultas))»
& un «clone» su T, che contiene @ per ogni Qe Uu,.

3. = Dimostrazione dei Teoremi 1 ¢ 2.

In vista dell’equivalenza (controvariante) di categorie VAR —STA defi-
nita in 2.3 (4] (VAR denota qui la categoria delle varieta) & sufficiente carat-
terizzare gli isomorfismi 7, — T, in STA e tener conto del modo nel quale si
passa da un morfismo 7> T, in STA al corrispondente morfismo £ — 4y
in VAR ([4], p.194). Si dimostra prima il

Lemma 2. Sie U: T,-—+T, un isomorfismo in STA ¢ sia Qcu,.
(i) se n=20, allora U %G =1 per un unico I € g,;
(il) s¢ n>0, allora U%Q=Fpfy, ..., p5 > per un unico F € o, ed
wuna wnica permutazione & di {0,...,n—1}.

Dim. II funtore §: STA —TYP associa ad U lisomorfismo
Us—: 0,(Th)> —{0,(T,)> in TYP . Dunque, perognine w, Ux—: 0,(Ly) >
—~0,(T,) & una biezione (la biezione inversa & U—'#x—).

Poiché U % & un’operazione privilegiata di T, essa deve essere di una
delle seguenti forme:

(a) F, per qualche I'e g,;
(D) p™, per qualche ien;

(¢) Fa™, per qualche F e g,, n >0 (qui 2 denota I’unica applicazione
Tr—1);
o 3y

(@) F(F,, ..., P>, per qualche m>0, Feop,, F.c0,(T,), icm.

B facile constatare che solo i casi (a) e (d) possono presentarsi. Infatti,
da (b) si avrebbe la contraddizione @ = U-*%x (U %@) = p{™, dal fatto che
U-1%-— preserva le proiezioni (essendo U-' un morfismo di STA). Se si sup-
pone (¢) si ha: Q= U1 (Fa) = (U~ % F)z™, e @ risulterebbe quindi una
applicazione costante, ma questo & impossibile se »>0. .

Supponiamo di avere (d) e sia

1) BE=U"%F, B,=U"%F,, iem.
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Dal fatto che U & un morfismo di STA si ha che U % — & un « morfismo di
clone », ciogé

# (BB, ..., Bp_y))= U BU % By, ..., U B,_>= F<F,, ..., Fo_>= U0
e quindi

(2) Q:E<EO}---yEnz_1>’

per Piniettivitd di U %—.

Le considerazioni fatte per U %@ valgono anche per U % F, o siccome
F ha  rango m > 0, U1 % F deve essere necessariamente della forma (d). Quindi
I = K(KO,..., K, ,>, per qualche >0, Keu,, K, €0.,.(Ty), jer. Da (2)
risulta

(3) Q=K{EL By ..., Bpsdy ooy Ko KBy, ..., Bo D).

Applicando ambedue i membri di (3) alla n-upla (Vo) .ery Vpy) Si oftiene

Qo ouvy Vay) = Kty ..., t,_,), dove ¢, = KBy ooy B 1D(Vy evny Vpy), jET.
Dunque @ = K, n =7, »,=1; (se questo non fosse ovvio, vedere per esem-
pio [3], « teorema di formazione % P.16) e allora K, oy ey By > = p,‘"), jen.
In particolare si ha che n>>0; quindi, se n =0 si deve avere necessaria-
mente (a), e (i) & dimostrato (Punicitd di F ¢ immediata).

Si vede facilmente che ogni K, deve essere una proiezione e dunque c’¢
un’applicazione (iniettiva) 0:n —m tale che

4) per ogni jen: KH,;= pe(” e Ee(,)zpﬁ.”)

a (1) si ha U%E =F, e quindi

1

= U= (Q(Pgi';)), 71’0(11 1)>) =U* Q<pe(o)7 . ';Pg('::)_1)> =

= F<F0<fpf()z;§y -~-7fp§(':11)>7 ey Fm_1<19§2'3, ceey pg’(':;)—1)>>-
Nello stesso modo nel quale da (3) si & ottenuto (4) si ottiene: esiste un’appli-
cazione (iniettiva) &: m —n tale che

(5) per ogni iem: F,=p{) e ety =p™

Si ha pertanto che n=m e che 0 e & sono delle permutazioni di » l'una
inversa dell’altra. Da (5) si ottiene (ii) (Punicitd di F e £ & immediata).
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Il Lemma 2 permette di definire, per ogni isomorfismo U: Ty —T,, un
morfismo PU: {u,> — o, xS, in TYP (dove S, denota I'insieme delle per-
mutazioni di {0, ..., n—1}), che soddisfa la condizione:

(6) la composizione {u,> 2% (o, X8> —%><0,> ¢ un isomorfismo in TYP
(¢ denota I'ovvia proiezione canonica).
Infatti @U ¢ 'unico morfismo che rende commutativo il diagramma in TYP

-~

U >,
<P, > 01Ty

S <an§1 > S

dove s(F, & & per definizione F<(p$),, ..., pinyy> © U corrisponde ad U per
Paggiunzione. Esplicitamente: @U(Q) = (I, &) se e solo se U*Qzﬁ'{p%),
ey pé’(',),_l)) Che @U wverifichi (6) risulta della seguente osservazione (che segue
dalla prova del Lemma 2):

UsQ=F<pg), ... Phayy>  se e solo se Ul =QpP g oy 2oy -

T8 immediato che la corrispondenza @ definita sopra ¢ iniettiva. Per dimostrarne
la suriettivitd sia ¢g: u —<p, %X 8,> un morfismo in TYP tale che valga (6).
Per il Lemma 1 ¢’¢ un unico morfismo U: T, — T, in STA caratterizzato
dalla proprieta: per ogni Qe p,, U %0 = sg(Q). Questo U & in realty un iso-
morfismo: il suo inverso ¢ il morfismo associato (Lemma 1) al seguente mor-
fismo o —0(7,) in TYP: ad I e g, corrisponde Q(pé’l)l(o), ...,pé'_‘)x(,,_lp se e solo
se ¢(Q) = (I, &). Dalla definizione di U & immediato che QU = g.
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Summary

Let o » denote the category of all algebras of a similarily type p, with morphisms all
homomorphisms. The isomorphisms o oo, commuling with the forgetful functors into
the category of sets are described. In particular there follows that there is one such isomor-
phism Ay~ o Just in case the types ¢ and u have the same number of operations of each
rank. *
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