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GTULIA BARBARA MARTINI (%)

Somme cartesiane di n-grafi e loro matrici associate. (**)

1. - B noto ehe dicesi grafo orientato una terna G — (V, A, f) costituita da
un insieme V i cui elementi sono detti vertici, da un insieme A i eui elementi
sono detti archi e da un’applicazione f dell’insieme 4 nellinsieme VX V.

Consideriamo il caso di grafi orientati finiti, per i quali & finito sia 'insieme V'
che Pinsieme A4, V

T noto che per molte questioni & utile rappresentare i grafi finiti mediante
matrici.

In particolare posto V= {v,,...,v,}, si chiama matrice associate ad un
grafo G, e si indica con [[@[, la matrice quadrata di ordine m = |V| sullin-
sieme IV, il cui generico elemento g,; & dato da:

0 se non esiste alcun arco ae€d: f(a) = (v, v,) € V2
giy=17 71 se ad A appartengono n archi o, ..., a.: flon) = (v;, 2;) ,

Vie{l,...,n}.

Due grafi G=(V, A,f) e G'= (V', A", ) si dicono isomorfi, e si scrive
G~ @', se esiste un’applicazione biettiva y di V su V' e un’applicazione biet-
tiva @ di A su A’ tale che, denotata con p Papplicazione biettiva p: Vi V2
tale che

(@, ) 2 (z(), 2(¥))

(*) Indirizzo: Universitd degli Studi di Napoli, Facolta di Architettura, Istituto
di Matematica, via Monteoliveto 3, 80134 Napoli, Italia.
(**) Ricevuto: 30-VII-1973.
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risulta:
fle) = p(fg~e)) Va'e A'.

I noto che le matrici associate a due grafi isomorfi sono simili.
Se si ordinano gli elementi di V e di V' in modo che risulti:

(v <)) <= (1) < 14wy,

le matrici associate ai due grafi G e G sono uguali.

2. — Consideriamo la composizione chiamata somma cartesiana ([1], p. 303)
dei grafi definita nel modo seguente:

Definizione 1. Data una famiglia finita di grafi orientati e finiti
(Gi= (V(i)’ A(i): f(i))){e{l, ey T} (n>1) con

VO = {0, ..., o

mg) )
A0 = (9, ., o},

fO: AD > TOX T |

n
dicesi somma cartesiana dei grafi (G));cq, .. © Si designa con @ G¢;= G, @ ...
=1

.. ®G,, il grafo orientato e finito G = (7, 4, f) con

V=TV,

f=1

A= [J(TWx... X V-1 A VDX . X TV#),

{=1

L0, ol o (o, fOeD), o), (0P, o, £, Ly o) ().

n n-1
Dimostro che i grafi G= @ G, ¢ = (® ¢,) @ G, sono isomorfi.
g=1 fml

(*) Siano § e T due insiemi ed f: § > T", con f; si denota l’applicazione che a
x € 8 associa la coordinata j-ma di f(z).
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Invero, posto

-1 n~—1 n-1
@ G= (T 7O, U(TOX...x TEDx A0 X Vi %, % Pin-1y, g) |
=1 ¢=1 =t
i1
Gx = (V*, 4%, f%), V¥ = (T[] VW) x V=,
i=1

n—1 n—1
A¥ = ((U(TE XX VU0 AD X V) X T1d)) 5 P) U (TT 7 x A)

=] =1

(TOX L X VED X AD X PO o Tin-2) 5 Pl |

[Nt

4

dico che sussiste la relazione
(%) 1*(e5) = p(f{g~H(et2))) Vo € A%,

dove p & Papplicazione biettiva tale che
DO, ey 62,00, 07y, o) = (0 ., ), 0) (059, =) )

dedotta dall’applicazione canonica di V in V*[1] e (p & I'applicazione cano-
nica di 4 in 4%,

Infatti si ha:
o) = (g2 (0§, ooy o870, oD, U+ gyl o™y,

(gz(@§1)7 ceey 'vg-‘—l)y 055'), 1}§£+1)’ sy ’Usu_l))? ”;n)))

— (((’U?), ey DY FO () Nty o'y,

((7731), ceey ?)ﬁ“l)y fét)(“gi))y ’UY‘H), ) @5"_1))7 ’U(jn)))

=‘1P((7)§1), ceey ?75"-1), ﬁ‘)(“ﬁ")), ”ﬁ‘ +l)y LY 7)5“—1)7 715")%

(/Ugl)’ e ’U(jt‘—.l)’ fgi)(“gi))y 'USH.I)) A ’1)5”_1)7 /ugn)))

= p(fo?, ..., o4, L) e M oL, oY)

I

PHPHOP, oo o, o2, o0, L D), o))

p(Fo2e))) -
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Dungue la composizione di somma cartesiana di n-grafi orientati e finiti, a
mene di isomorfismi, & associativa.

Non priva di interesse per applicazioni analoghe sembra anche la seguente
composizione di n-grafi orientati e finiti che chiameremo somma cartesiana
abbinata.

Definizione 2. Data una famiglia finita di grafi orientati e finiti
(G = (VO A, f@)) 0 (n>2), dicesi somma cartesiana abbinata (2) dei
n

i

grafi (Giieq,. .y © 81 designa con DG=4..dG,, il grafo orientato e

i=1

~

finito G = (¥, 4,7) con

V=T17v®,

i=1

n
A= (VO x ... x VED X AR X P % X TE-0 X AD X VI XL X V)
i, §=1
i
f: (’D,(zl), cens oci"), ceey txgj), cers q)in)) >

> (00, oy 19(0), ey T, vy 0), (0D, 1Pty ey FP()y eny o))

L’opportunity delle due diverse definizioni di somma di n grafi & eviden-
ziata dall’estensione dell’esempio dato da BERGE in [1]:
se G4,..., 4, deserivono Viter di funzionamento di » macchine, allora

n

@ @, descrive l'iter di funzionamento delle macchine realizzato da un opera-
w3l 7

tore che pud far funzionare una sola delle macchine per volta, mentre @ G
. =1
descrive Piter nell’ipotesi che l’operatore faccia funzionare le macchine due

per volta.

3. — Per determinare la matrice associata al grafo G somma cartesiana
di n-grafi orientati e finiti Gy, ..., Gy, ¢ opportunc fissare un ordinamento nel-

n
Pinsieme V ==T] V@ dei vertici.

=1

(2) 11 grafo somma cartesiana abbinata si pud considerare grafo parziale del pro-
dotto normale di (Gy)eq,..,n definito in [1], nell’ipotesi che i grafi della famiglia siano
1-grafi.
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Scelto in ¥ Pordinamento lessicografico, la matrice |G| = l9.,..
sociata al grafo somma viene definita da

s e 3] D57

gz(:)fn se esiste uno edun sol he{l,...,n}: 4,5 j
n (
. h) s A
@ g, by T dnendy Zg,-,, i 8¢ tn=1Jn Vhe {1,...,n}
h=1
0 negli altri casi.

La costruzione della matrice |G| riesce perd pitt immediata utilizzando il
seguente algoritmo ottenuto estendendo al caso di # addendi la formula (?)

It @ G = [6:] @ |6:] = (| O L) + (L O | &)

nella quale i simboli @, © indicano rispettivamente la somma ed il prodotto
Kroneckeriano di matrici ed I, denota la matrice identica di ordine uguale
a | V| (con kef{1,2}).
Sussiste infatti il seguente teorema:
La matrice associata al grafo somma di n-grafi orientati e finiti (G.),q .
¢ data da:

n

”@ Gi” _—'z (Il @ @Ii-—l @ HGz” ®I1'+1 @ OIn) .

i=1 T=1

Dimostriamo il teorema per induzione dato che esso & stato dimostrato
per n=2.
Per quanto detto al n. 2, risulta

n—1 n
@ G~ (@ Gi) @ Gn+1
=] i==]
e per note proprieta del prodotto Kroneckeriano di matrici si ha:
n41 n n n
Netl=(®6)®6¢..]l=]® 6] OLiat+ OL O |G|
f==1 i=1 i=1 =1
= E (Il ©...0L,0 “G:” @Ii+1 ... @In> OLin+0I1;O HGn+1H
i=1 i=1
=300l 06 OLin©... OL OLun) + O L, O | Gas
i=l i=1
nt+1
= z (I1 O0...0L,0O HGz" (OF FIRO I @In+1) .
fe=1

() Cir. [3].
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7
T interessante rilevare che la matrice |@® @, & la somma di n matrici
i=1
di ordine my. m,. .... m, e ciascuna contenente gli elementi di una sola delle
matrici dei grafi componenti.
Questa proprietd & Pespressione analitica della proprietd del grafo che rap-
presenta il grafo sommsa di contenere il grafo G; ripetuto my...m;
Mig1... M, voOlte Vie{l...n}.

4. — La matrice |G| = [s,..001,..5,] associata al grafo @ somma abbinata
dei grafi (G, . m & definita dalle relazioni, che diciamo b),
[ g™, 9, se esiste una ed wuna sola coppia
(hyE)e{l,...,n}? con hsk per cui ri-
sulta i, 554, € 7%

> g, 9%, se esiste uno ed un solo hefl,...,n}

(B) Gyt 5y iy = | FLemh=bibbdin) per cui risulta i,%j,

g 0% se (i ey Ga) = (G1y e )
Byke{l,.,n}
<k

L 0 negli altri casi,
nelle quali gli indici rispettano 'ordinamento gia prescelto come nel caso della
somma cartesiana.

Anche per la matrice associata alla somma cartesiana abbinata di » grafi
conviene adottare un algoritmo che consente la costruzione della matrice stessa
mediante le matrici associate ai grafi componenti.

A tal fine sussiste il teorema:
La matrice associata al grafo somma abbinata di m grafi orientati e finiti
(Gieq,...my (n>2) ¢ data da:

Hé G| ={Z ({1 Qe OLaO6] OLi O OLia O |G O L1 O - OLa)-
i=1 h,kef{l,..,n
A<k

Dimostriamo il teorema per n = 3.
Decomponiamo il sistema di relazione (b) nei seguenti tre sistemi:

. O G se h=lo,
(bl) gﬁi:ia, 41923, =

0 8€ 5% 75 ,
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i 35, se =i,

(bz) gixi:fsy Syfady . .
0 56 1y3= 7y,
N ggllj)l ’ ggff)a 5€ Ty =], ,

(b,) Gerirts, 1023y = .
; 0 8€ 197 g, .

Ognuno di questi sistemi definisce una matrice di ordine m, m, m,.

La matrice definita dalle (b;) & costituita dagli elementi della matrice
61X @,| e ciascuno di questi & ripetuto m, volte; questi m, elementi uguali
costituiscono la diagonale di una matrice di ordine m, aventi nulli tutti gli
altri elementi.

Conseguentemente la matrice determinata dalle (b,) & data da:

[6:x65] O L= |64] © 6] O

La matrice definita dalle (b,) & costituita dam, sottomatrici principali tutte
uguali alla matrice |G,X Gl ed ha tutti gli altri elementi. Si ha quindi che
tale matrice ¢ data da:

LO[G:x6&]|=L0O|6] 0|6 .

La matrice definita dalle (by) & costituita da m?sottomatrici di ordine m, m,,
ciascuna formata ripetendo m, volte in diagonale il prodotto di un elemento
di |G| per la matrice |G,||. Tali sottomatrici sono disposte nello stesso ordine
degli elementi gfll,’x di [|@4]. Gli altri elementi della matrice sono nulli. Si ha
quindi che la matrice determinata dalla (by) & data da |Gy O L © ||Gs]-

Risultando:

~ ~t ol "
gi;{gig, Jafads gi;i,f;, I1dpds + gfxf:fn 41975 + gﬁfni:, 93dsds

abbiamo:

() lif;Blel! = ([G:] )6 OL) + (L O 6] O |6]) +(|6:] O L. © |&]) -

Per dimostrare il teorema nel caso di n >3, osserviamo che dalla defi-
niziene di somma abbinata di » grafi si deduce la seguente relazione:

n-1 B

G=(® G:xXy) U (® G X )

=1 =1
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nella quale y, denota il grafo costituito da |V, | vertici isolati in ciascuno del
quali esiste uno ed un sol cappic.
Da questa relazione si ricava che la matrice associata al grafo Gf & data da:

f=1 n—1

- ~ B—1 ~ n—1
61 =1 & Gyl + | @ GG = | & G OLit | @ G O 6]

= i

Questa consente di dimostrare il teorema per induzione, in quanto supposto
vero il teorema per I'indice n — 1, tale formula fornisce la (%) per Pindice n.

n
B interessante rilevare che la matrice H@ G| & la somma di » matrici
fe=1
ciascuna contenente solo gli elementi di |G X G4l| con kykef{l,...,n} e h<<k.
Questa proprietd & Pespressione analitica della proprieta del grafo che rap-
presenta il grafo G di contenere il grafo G, X @G, ripetuto my... My My
e Mgy Mgy ... My, cON R<k e R, ke{l, ..., n}.

5. — Denotiamo con M Pinsieme delle matrici quadrate d’ordine finito sul-
PYinsieme IN,.
In tale insieme si pud definire la somma abbinata di una famiglia finita

n

(A eq,.., my Qi matrici, e si designa con @ 4, la matrice

=]

SO 0hiaQ4hO0hun0...0La 04 0LunO...OL,).

hke{l,.. n}
r<k

T noto che la relazione ~ di similitudine tra matrici & una relazione d’equi-
valenza nell’insieme M e sia 4= M|~ e [A] la classe d’equivalenza deter-
minata dalla matrice 4.

Si dimostra che per ogni coppia di famiglie finite (A.),ey, m © (A:)te{l’__”,,}
tali che A4;~ A; risulta:

@A~ A

=1 i=1

Si pud quindi definire nell’insieme .# loperazione somma abbinata nel
seguente modo:

OAl=[@®4,].

i=1 i=1

Denotiamo con I la classe dei grafi orientati e finiti.
B noto che la relazione d’isomorfisimo ~ tra grafi & una relazione d’equi-
valenza in I' e sia ¥= '/~ e [G] la classe d’equivalenza del grafo G.
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Si verifica che per ogni coppia di famiglie finite di grafi (GDieqa,.,my ©
(G)icq,...y tali che G~ G, risulta:

Si pud quindi definire nell’insieme % Poperazione di somma abbinata nel
modo seguente:

OG1=[®C].

i=1 f=1
Conseguentemente, ’applicazione

p: [Gle ¥ —[|G|le 4

risulta essere un’isomorfismo di (%, @) su (%, @), a norma del teorema del

n. 4.
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