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CArrLA Liurr1i (%)

Connessione relativa e compattezza nelle algebre

di Heyting topologiche. (*¥)

Introduzione.

In [2] ho considerato la definizione di topologia in una algebra di Heyting,
introducendo cosi le AHT; ho quindi esteso alle AHT i consueti concetti alge-
brico-topologici che compaiono nelle algebre di chiusura: ad esempio, ho defi-
nito i morfismi, studiato le congruenze, definito le AHT quozienti e le algebre
relativizzate. Nel presente lavoro ho portate avanti ulteriormente l'indagine,
occupandomi del concetto di connessione e di compattezza. (’¢ anzitutto da
osservare che, non essendo i due operatori K, I I'uno duale dell’altro, & spon-
taneo affiancare a ciascun K-concetto il relativo I-concetto: cosi la nozione
di compattezza si sdoppia, ed anzi aleuni esempi mostrano che i due concetti
di K-compattezza ed I-compattezza non coincidono; per la nozione di con-
nessione tuttavia si preferisce seguire una via diversa. Poiché la connessione
di un elemento x & strettamente legata all’esterno di =, si estende dapprima
quest’ultimo concetto alle AHT, considerando naturale definire Pesterno di @
in relazione allo pseudocomplemento relative, di cui il complemento & un caso
particolare. Tra le varie possibilith che si presentano per definire Pesterno
di x relativo ad e ¢ apparso naturale scegliere 1'operatore F, (cfr. Def. 1.1),
che coinvolge entrambi gli operatori della topologia e che ha eome codominio
gli aperti dell’AHT.

Usando Voperatore E, si ¢ data quindi la definizione di connessione rela-
tiva ad e (cfr. Def. 2.1), che corrisponde, sotto opportune ipotesi, al concetto
di « connessione a meno dell’elemento a» (cir. Teor. 2.2). A tale concetto si
estendono, anche se sotto alcune condizioni, varie proprieta della connessione
nelle ABT (cfr. Teor. 2.1, 2.3).

(*) Indirizzo: Ist. di Mat., Universith, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro esegnito nel’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.).— Ricevuto: 14-VII-1977.
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Per quanto riguarda la compattezza, come detto sopra, i due concetti di
K-compattezza ed I-compattezza non sono equivalenti; si sono comunque
trovati dei legami fra essi (cfr. Teor. 3.1); tra le varie proprietd delle AHT
compatte si pud segnalare che vale, seppure sotto una condizione, che ogni
elemento chiuso & compatto (cfr. Teor. 3.2, 3.3).

1. - L’operatore E,, elementi relativamente separati.

Definizione 1.1. Sia o = (H, K, I)> una AHT, a € H, per oghi ¢ € H
chiameremo esterno di x relative ad a Pelemento

() Bo(z) = K(@) =1(a) ;
chiameremo invece esterno di & ’elemento
2) L) = — K(») .
Corollario. In ogni AHT si ha B(x) = Eyx) = I{— =).
Valgono le seguenti semplici proposizioni.
Lemma 1.1.
(1) Bo) = Byal®);

(ii)  se ay<a,, allora B, (2)< B, (®);

(i) K@)<I{a) sse E,(z)=1.

Definizione 1.2. Sia & = <H, K, I> una AHT, siano z, y, ac H;
@, y sl dicono separati relativamente ad a sse 2 <H,(y) ¢ y<H.(z); x, y si dicono
invece contigui relativamente ad a sse non sono separati relativamente ad a.
Ovviamente @, y si dicono separati sse <H(y) e y<H(z), si dicono contigui
§se non sono separati.

Corollario. Siano @, y € 3; valgono allora le due seguenti proposizioni:

(i) o, y sono separali relativamente a 1;

(i) @, y sono separati relativamente ad a sse sono separati relativamente
ad I(a).
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Nel prossimo teorema saranno enunciate varie proprieta relative alla sepa-
razione o alla contiguitd di elementi; poiché in alcune di esse interviene il con-
cetto di intorno di un elemento, ne richiamiamo la definizione.

Definizione 1.3. Sia # = (H, K, I) una AHT, a, z€ H; si dird che
a ¢ un tntorno di x sse w<I(a):

Teorema 1.1. Sia # = <H, K, I> une AHT, siano »,y,2, e, beH,
allora valgono le sequenti proposizioni:
() se &<z ¢ 2, y sono separali relativamente ad a anche @, y lo sono;
(ii) 1, @ sono separati relativamente ad o sse a ¢ intorno di K(w);

(iii) se @, y sono separati relativamente ad a ¢ a noN ¢ intorno ne di
ne di y, allora », y = 1;

(iv) sia a clopen; se (€U a) e y sono conligui relativamente ad a, allora
xz, Yy somo contigui relativamente ad a;

(v) se a<b e @,y sono separati relativamente ad a, allora , y sono sepa-
rati relativamente a b;

(vi) I(%) e BE.(x) sono separati relativamente ad ogni intorno di K(I (@)
in particolare se « & clopen, I(x) ed E.(x) sono separati relativamente ad a;

(vii) se @, y sono separati relativamente ad a allore « ¢ intorno di x Ny,
viceversa se @, y sono chiusi ¢ a ¢ intorno della loro intersezione, allora , y sono
separati relativamente ad a;

(viil) @ ¢ wn intorno di (K(:i;) N B (x));

(ix) sie 3y = 1; @, y sono separati relativamente ad a ss¢ @ ¢ intorno
i (K(x)0 K(y)).

Dimostrazione. (i) Basta osservare che aN K(y)<zN K(y)<I(a) e
yN K@) <y N K(z)<I(a).

(i) Ovvio.
(iii) Se fosse # = 1, si avrebbe da (ii) che a & intorno di K(z), assurdo.

(iv) Supponiamo che z, 7 siano separati relativamente ad a; allora si ha

(@Ua)NKy)= (N E(y) U (an Ky)) <a=I(a)
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K@zUua) Ny = (K@) U K@) Ny = (K@@ ny) U (Ka) Ny)<Ka)=I(a),

da cui segue che (U a), ¥ sono separati relativamente ad a.
(v) Basta osservare che I(a)<<I(b).

(vi) Da znN (z =a)<a, segue, tenendo presente (iii) del teor. 2.1 di [2],
I(w) <I(x =a) =I(a) < (K(») =I(a)) =I(a), da cuiper (ii) del teor. 2.1 di [2],
siha I(@) <I((K(z)=>I(a)) =>I(a)) < K(K(x)=>I(a)) = E(I(a)) < K(E.(2))=I1(b),
dove b & un intorno di K(I(a)); inoltre F.(z) = K(x) =I(a)<K(I(®)) =I(a)<
< K(I(w)) =1(D).

(vii) Basta osservare che s N y<ao N K(y)<I(a). Lia parte inversa segue
dal fatto che e N K(y) =y N K(z) = o Ny <I(a).

(viil) 8i ha K(z) N B,(x) = K(z) N (K(z) =1(a)) < I{a).

(ix) Basta dimostrare che K(z) N K(y)<I(a), poiché¢ PI'altra implica-
zione segue da (vil) e da (i). Da (viiQ) si ha K(@)<B.(2) =I(e¢) ¢ Ky)<
<B.(y) =1(a); da cid K(z) N K(y) < (Bau(x) =I1(a)) N (Buly) =1(a)) = (B(x) U
U B.(y)) = I(a); Qaltra parte < B, (y) e y<EB.(z), da cui (Ba() U Bo(y)) =
=I(a)<(zVy) =I(a) =1 =I(a), si ha quindi K(zx) N K(y)<I{a).

Teorema 1.2. Sia 3 = {H, K, I> una AHT, siano x, a due elementi
di H tali che a<z e a aperto, inolire siano x,, x.<x. Allora sono equivalenti:
(i) @, x. sono separati relativamente ad a in H,;
(ii) @, @, sono separati relativamente ad a in .
Dimostrazione. (i) implica (ii). Basta tener presente x; N K(w,)<

<I(a)<I{x ==a).
(ii) 9mplica (i). Basta tener presente x, N K@) <z N I(z =a)<a = I(a).
Si osservi che la condizione « @ ¢ aperto », oltre che sufficiente per 1’equi-
valenza fra (i) e (ii), ¢ anche necessaria per = = a.

Chiudiamo il paragrafo considerando un secondo operatore #!, analogo
ad F,, ma di esso meno «fine »:

(3) Bl(z) = I(z =a) .

Tale operatore ha un certo interesse, in relazione ad un noto teorema di rap-
presentazione delle algebre di Heyting (efr. [4]). Posto &’(z, y) = Bl(x), &' pud
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in un certo senso essere considerato come loperatore che fa «nascere» la
struttura di Heyting nel reticolo degli aperti di un’algebra di Boole topolo-
gica. Appare cosl naturale, dopo aver introdotto una topologia nelle algebre
di Heyting, reiterare il processo iniziale, ovvero chiederci quale specie di strut-
tura ne verrd, introducendo l'operatore &’ nel reticolo 7 degli aperti di una
AHT; il seguente Lemma da una risposta a tale questione.

Lemma 1.2. Sia o = (H, K, I> una AHT, sia J il reticolo degli aperti
di #; T & una algebra di Heyting e precisamente per ogni a,bed, a—b=
= Bla). In particolare s¢ a ¢ clopen a —b=a =>b.

Dimostrazione. I sufficiente dimostrare Yz €9, ws<lI(a=>b) sse
z N a<b, ma cid segue tenendo presente # = I(x) e che I & un operatore
crescente. Inoltre se ¢ ¢ chiuso P'asserto segue dall’assioma (g) delle AHT.

Si pud infine notare che esiste una relazione fra i due operatori £, ed E:
e precisamente:

Lemma 1.3. In ogni AHT si ha B.(x)<Ei(x); inolire se a ¢ clopen
B (x) = El(z); in particolare B(z) = Bo(x) = Ey(z).

Dimostrazione. Segue da (iii) e (ii) del teor. 2.1 di [2].

2. - Connessione relativa, connessione.

Definizione 2.1. Sia # = (H, K, I> una AHT; si dice che o ¢ con-
nessa relativamente ad @ sse non esistono x, y € H tali che:

i =»y<a,
(i) 1=aUyya,
(iii) @, y sono separati relativamente ad a.

Corollario. Se 52 ha la topologia condensata, 3 ¢ connessa relativamente
ad ogni a.

Lemma 2.1. Sia H wn’algebra di Heyting, sono allora equivalenti le due
sequenti condizioni:
(i) in H il filiro {1} ¢ primo;
(ii) per ogni topologia <K, Iy ¢ per ogni a € H, # = {H, K, I ¢ connessa
relativamente ad a.
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Dimostrazione. (i) implica (ii). I1 contronominale segue direttamente
da (iii) del Teor: 1.1.
(ii) implice (i). Posto 2 Uy == 1, basta prendere a =ao Ny e la topo-
logia discreta.

Corollario. Sia H un'algebra di Heyting avente un nodo o tale che H* (%)
¢ una catena; per ogni topologia (K, I> si ha allora che 3 = (H, K, I> ¢ con-
nessa relativamente ad ogni a € H.

N

Definizione 2.2. Una AHT si dice connessa sse & connessa relativa-
mente a 0.

Teorema 2.1. Sia # = {(H, K, I> una AHT ¢ sia a un clopen di 3,
allora sono equivalenti le due sequenti condizioni:

(i) o7 ¢ connessa relativamente ad a;

(i) non esistono due chiusi @, y tali che 1=2U yUa, o, y<a ¢ a sia
intorno della loro intersezione. '

Inoltre sono equivalenti:

(i') o ¢ connessa;

(ii") 1 non ¢ unione di clopen disgiunti e = 0.

Dimostrazione. (i) implica (ii). Da non (ii), tenendo presente la (vii)
del Teor. 1.1, segue che 5 & sconnessa relativamente ad a.

(ii) #mplica (i). Da non (i) segue che esistono #, y tali che 1 =2 U y U q,
z,yLa e aNKy)<I(a) e yNn K@) <I(a). Sia 2=y U a, essendo « clopen
per (iv) del Teor. 1.1 z, z risultano separati relativamente ad a; per (ix) del
Teor. 1.1 si ha quindi K(z) N K(y) <K(») N K{z)<I(a). Cosi si ha che « & in-
torno di K(x) NK(y), 1 = K(@)U E(y)V a e K(=), K(y) <a.

(i) implica (ii'). Segue ovviamente da (i) implica (ii), essendo 0 clopen.

(ii") #mplica (i'). Da non (i), tenendo presente (ii) smplica (i), si ha che
esistono due chiusi @, ¥ tali che L =2Uy e,y 0, sNy = 0; da cid segue
T=—1y ey =—ax cosl &,y sono clopen; da cid segue non (ii’).

(*) Con = si intende il filtro generato da «; dualmente con H,l'ideale generato
da a.
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Osservazione. Contrariamente a cid che accade nelle ABT (cfr. [51),
una AHT pud essere connessa pur avendo dei clopen == 0, 1; si possono infatti
considerare semplici esempi, tenendo presente il Lemma 2.1.

Definizione 2.3. Sia o = (H, K, I> una AHT, siano @, a € H ¢ a<<®;
si dice che @ & connesso relativamente ad a sse non esistono x;, @, tali che:
i) @y, 2% a,
(i) w =2,V x,U a,
(iii) @, @, sono separati relativamente ad a.
Corollario. Se @ é un aperto di 3, sono equivalenti le due seguenti con-
dizioni:
(i} @ & conmesso relativamenle ad a;

(ii) 2P, ¢ connessa relativamente ad a.

Dimostrazione. ILlequivalenza segue direttamente dalle definizioni 2.1,
2.3 tenendo presente il Teor. 1.2.

Definizione 2.4. 8Sia o = (H, K, I> una AHT, siano a,ze H; si
dice che a spezea la connessione di » se a5 0, a7 x ed Ja’ separato da o tale
che # = a U &'. Nel caso # = 1, si dirh che « spezza la connessione di .

Lemma 2.2. Sia a<w; a spezza la connessione di @ sse a spezza la con-
nessione di .

Dimostrazione. Basta osservare che an K(d') =anaonN K(a') =aN
N K (a'), essendo a, a’ <.

Lemma 2.3. Sia o = (H, K, I)> uwna AHT, ac H; s¢ a spezza la con-
nessione di JF ed a' & un elemento separato da a tale che aV o' =1 allora val-
gono le seguenti proprietd

i a'=—a ¢ a=—da,
(i) @ =——a,

(iii) @ & un clopen proprio.
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Dimostrazione. (i) Poiché¢ aUa'=1 e ana'<an K(a') = 0, si ha
o=—aea=—a.

7

(ii) Da (i) segue ¢ =— a' = — —aq.

(iii) Basta dimostrare che a, a4’ sono aperti; da c¢id segue infatti che
essendo a = — a', @ & anche chiuso e quindi ¢ & un clopen (proprio, essendo
a = 0,1). A tale scopo basta tener presente a< — K(a¢') = I(— a') = I{a); ¢’ &
aperto per simmetria.

Il seguente teorema illustra il significato del concetto di connessione rela-
tiva.

Teorema 2.2. Sia # = (H, K, I) una AHT, siano a,x € H e a spezzi
la connessione di x; si ha allora che le due seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) # & connesso relativamente ad a;
(ii) —anNz é connesso.
Dimostrazione. Poiché ¢ spezza la connessione di x, Ja’ tale che

z=aUa e anK(a)=aNKa)=0; tenendo presente il Lemma 2.2 e (i)
(ii) del Lemma 2.3 si ha che ¢’/ =—a=—aNuz e a=_-a.

b

(i) implica (ii). Dimostriamo il contronominale; si ha che Ja;,, @< 0
e separati tali che a’' = @, U @,; inoltre dall’ipotesi si ha s =aU x, U z,. B
infine ovvio osservare che @, s, <a, mentre da (v) del Teor. 1.1 segue che
@, @, sono separati relativamente ad a.

(i1} ¢mplica (i). Dimostriamo il contronominale; si ha che a,, =, La tali
che =2,V 2, U a, o, N K(w,) <I(a) e z.N K(z;)<I(a). D’altra parte x = a U a’,
si ha quindi ¢’ =xNa’ = (a'Nx,) U (@ Nz). Si pud osservare che a’ M z;520
(¢=1,2): sia ad esempio a’' N, = 0; poiché «, z; € H,, ne segue Ty < —a' =
=;; &= a, assurdo. Si deve infine dimostrare che (a' N =) N K(a' N a,) = 032
tale scopo basta osservare:

(¢’ Nay) N Ko Nay) =
=a' N(nN K Nnm))<a N (o N K@) <d nIa)<a NE(@)=0.

Lemma 2.4. Sia o = (H, K, I> una AHT, siad a, 2, yc H ¢ a < 2<y;
se a spezza la connessione di y allora a spezza la connessione di .
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Dimostrazione. Dall’ipotesi segue che esiste un elemento a’ separato

da @ tale che y = a\Ua'; si ha quindi e =yNnao=aV (e’ Na), ed ¢’ Na &
separato da a perché ¢’ Na<a'.

Teorema 2.3. 8ia s = (H, K, I> una AHT, siano a,vc H, a<<z ¢
a spezzi la connessione di K(x); se ® ¢ connesso relativamente ad a ¢ y < K(w),
st ha allora che U y ¢ connesso relativamente ad a.

Dimostrazione. Dal Lemma 2.4 segue che a spezza 2 U y, cioé: da’
tale che Uy = aU @’ e a, ¢’ sono separati. Supponiamo che # U y sia scon-
nesso relativamente ad a; allora dal Teor. 2.1 segue che &' & sconnesso, cio¢
@y, 7% 0 e separati tali che a'=a,Ua,. Si ha quindi a' Nz = (1, 2) N
Ne=(@ENzU@nNz), da cul segue v = @Uy)No=(aVUd)Ns=al
U@ Nae)=aU @Na)U (@.Nez). Si vuol dimostrare che x;Nxfa; sia ad
esempio &, N x < a, poiche oy <a/y siha (BN @) Nm<ana =0, ciod 3Ny =103
quindi si ha 2 = a U (N 2,) e K(z) = K(a) U K(z Na,) < K(a) U K(z.). Tenendo
presente che @, a’ sono separati e x,, ¥, sono separati, segue

@ = 2, N K@) <N (K(e) U K@) =
= (2.1 K(a)) U (2.0 K(@,)) < (¢’ N E(a)) U (@.N K(a,)) = 0,

assurdo. Si pud osservare inoltre che (N ;) e (wMN x,) sono separati relati-
vamente ad a; cid segue infatti da (v) e (i) del Teor. 1.1, tenendo presente

2

che x,, @, sono separati. Da cid segue che z & sconnesso relativamente ad a,
assurdo.

Il teorema che segue trae spunto da un noto fatto topologico, del quale

costituisce una generalizzazione.

Teorema 2.4. Siano # = (H, K, I>, #' =<H', K',I'y due AHT, siano
a,vcH ¢ acH,, sia {: # — ' un omomorfismo continuo tale che | H, sia
indettivo. Se f(@) é connesso relativamente ad f(a), allora x ¢ connesso relativa-
mente ad a.

Dimostrazione. Supponiamo che da,, 2, separati relativamente ad a
tali che 2 = 2, U 2, U a; si vuol dimostrare che @, <a oppure #,<a. Si ha

f@) = (@) U f(ay) U f(a)
@) <f(E(w)) =1(L(a)) <K' (f(@)) =I'(f(a)

e analogamente f(2,) <XK'(f(z,)) =>1I'(f(a)); poiché f(x) & connesso relativamente
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ad f(a) si ha f(z,) <f(a) oppure f(z.)<f(a), da cui segue, tenendo presente la
iniettivitd di f [ H,, o,<a oppure #,<a.

Corollario. Siano € = (H, K, Iy, #' = (H',K', Iy due AHT, sia a € H
e f: 60 - wn omomorfismo continuo iniettivo. Se ' ¢ connessa relativamente
ad f(a), allora S ¢ connessa relativamente ad a.

3. - Compattezza.

Nelle seguenti definizioni, richiameremo i consueti eoncetti di ricoprimento,
ricoprimento aperto, sottoricoprimento finito.

Definizione 3.1. Sia o = (H, K, I> una AHT, sia ac H e sia &F
una famiglia di elementi di H che ammette supremo (2); si dice che & & un
ricoprimento di a se a< |JF; il ricoprimento & si dird aperto se gli elementi
di & sono aperti di &; se & & un ricoprimento di 1 si dird anche che % & un
ricoprimento di . Si dird inoltre che da un ricoprimento & di a & possibile
estrarre un sottoricoprimento finito se esiste un %F,c & tale che &, ¢ finito e

a< U F,.

Definizione 3.2. Sia o = {(H, K, I> una AHT, si dird che 5 & K-
compaita se vale la seguente condizione:

(i) per ogni famiglia & di chiusi, che ha la proprietd dell’intersezione’
finita (PIF) e che ammette infimo, si ha [ & 70 (%);

si dird che 52 & I-compatia se vale la seguente condizione:

(ii) da ogni ricoprimento aperto di 5# & possibile estrarre un sottorico-
primento finito.

Si diry inoltre che un’algebra 5 & compaitia se & H-compatta e I-compatta.

Corollario. Sia 57 = (H, 4,9 » una AHT; se €, T sono finiti allora
H ¢ compatia. In particolare se H ¢ finita, S ¢ compatia.

(%) Nel seguito si indichera I'infimo di & con [} &, mentre si indicherd il supremo
con | J#.
(3) La (i) pud anche essere formulata nel seguente modo:
(i) per ogni famiglia & di chiusi che ha infimo 0, si pud trovare una sottofa-
miglia finita &, tale che [ Fy = 0.



[11] CONNESSIONE RELATIVA E COMPATTEZZA NELLE ALGEBRE ... 341

Lemma 3.1. Sia o# = (H, K, I> una AHT; si considerino le seguentt
condizioni:

(i) H ha un nodo o= 0 tale che Hs ¢ finita;

(i) H ha un nodo ast 0 tale che H* ¢ finita.

Se H soddisfa (i), 3 ¢ K-compatta, menire se H soddisfa (ii), S ¢ I-com-
patta.

Dimostrazione. Sia & = {¢;} una famiglia di chiusi tale che | F = 0.
Posto allora Fa= {c;|c;<o} ciod HxN &, si ha [} Fa=0, glacche Fy+* 0;
Passerto segue tenendo presente che F, ¢ finita. L’altra affermazione si dimo-
stra dualmente.

Come noto nel easo booleano le condizioni (i) ed (ii) della Def. 3.2 sono
equivalenti; nel caso heytingiano si osserva che esistono AHT IK-compatte
e non I-compatte e viceversa; esempi di AHT K-compatte e non I-compatte
si possono trovare considerando delle AHT aventi la topologia discreta, sod-
disfacenti (i) del Lemma 3.1 e aventi un nodo f§ tale che Hj & isomorfa ad un
segmento chiuso della retta reale; dualmente si possono trovare esempi di
algebre I-compatte ma non K-compatte.

Ci si pone ora il problema di vedere sotto quali condizioni un’algebra
I-compatta ¢ K-compatta e viceversa. Se tentiamo di estendere al caso hey-
tingiano una nota dimostrazione booleana, si pud osservare che in entrambe
le implicazioni servono due condizioni: un legame fra supremi e¢ infimi e un
legame fra operatori topologici; precisamente nella prima implicazione serve
—N=U— e —K=1I—, nella seconda implicazione serve [|— = — U e
K — = —I. In generale nelle AHT vale una sola delle due condizioni richieste
contemporaneamente; si ha quindi il seguente teorema:

‘Teorema 3.1. Sia 2 = (H, K, I> una AHT, si considerino le due se-
guenti condizioni:

(i) — N {od=U{—=}, per ogni famiglia {:} s;
ies LR
(il) H(—z)=— I(»), per ogni xe H.
Se o & I-compatia e in essa vale (i), allora A ¢ compatia; se £ ¢ K-compatia
e in essa vale (i), allora 3# ¢ compatia.

Osservazione. Si possono costruire semplici esempi di AHT (finite e
quindi) compatte in eui non valgono rispettivamente (i) e (ii); ciog tali condi-
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zioni non sono necessarie. Si osservi che una classe di algebre (non di Boole)
in cui vale (i) ¢ quella delle algebre aventi un nodo « tale che H, & una catena

finita; mentre una classe di AHT in cui vale (ii) & costituita dalle algebre
I-discrete i cui elementi diversi dallo 0 sono densi.

Definizione 3.3. Sia ¢ = (H, K, I> una AHT, sia a € H; si dice che
a & K-compatto se vale la seguente condizione:

(i) per ogni famiglia di chiusi & tale che, & U {a} ammette infimo e
ha la PIF, N (F U {a}) = 0;

si dice invece che a & I-compatio se vale la seguente condizione:

(ii) da ogni ricoprimento aperto di a ¢ possibile estrarre un sottoricopri-
mento finito;

si dice che a & compatio se & K-compatto e I-compatto.
Lemma 3.2. 2, é K-compatta sse a ¢ K-compatio.

Dimostrazione. Sia & = {e.},., una famiglia di chiusi di # tale che
N (F U {a}) = 0. Posto allera F,= {e;N a},,, siha, per una nota proprie-
ta reticolare, che () (F,U {a}) = 0 da cui, osservando che [} (F,U {a}) =
={) %, si ha [| #,=0. Poiché¢ ¢;Na & un chiuso di 5%, e 5, & K-com-

patta, si ha che esiste un insieme finito .#, C.# tale che 0 = (¢; N a); da cid
i€d,

segue 0 =) ({¢}wy,V {a}) e quindi che ¢ & K-compatto. Viceversa, sia
Y = {b;};, una famiglia di chiusi di 5%, tale che 0 =) ¥; da una nota pro-
prieta delle AHT (cfr. teor. 3.1 di [2]) si ha che esiste un chiuso ¢; di 5 tale

che b;=¢;MN a, da cui 0 =) (¢;N a). Poiché¢ vale M (¢;Na) = ({¢:};es U{a})
i€f icF
e a ¢ K-compatto, si ha che esiste un insieme finito #,C.# tale che

0 = ) ({e:}icr,V {a}), ciod O =(; b; e quindi s, ¢ K-compatta.
€5,
L’affermazione duale in generale non vale: pilt precisamente vale solo una
delle due implicazioni; nel Lemma seguente diamo una condizione sufficiente

perché valga anche laltra.

Lemma 3.3. 8Se o, ¢ I-compatta allora o ¢ I-compatto. Se a ¢ I-com-
patto e ogns famiglia di aperti ha supremo, allora 3, ¢ I-compaita.

Dimostrazione. Sia & = {a;},, una famiglia di aperti di 5 tale che
a< JF; si ha a=an |J&F e, da una nota proprietd delle algebre di Heyting,
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« = U(ana,). Poiché¢ a N a; & un aperto di 3, e 5, & I-compatta, esiste un
fef
insieme finito £, C.# tale che ¢ = J(aNay), da cul a< Ua; e quindi a &
€5, €S,
I-compatto. Viceversa sia ¥ = {b},., una famiglia di aperti di 5, tali che
a =) %; da una nota proprietd delle AHT (cfr. teor. 5.1 di[2]) si ha che

esiste un aperto a; di # tale che b,=anNa,;, ¢ quindi a = U(en a;). Poiché
€f
gli a; sono aperti di 4, e, esiste ed inoltre si ha a< Ua;. Tenendo pre-
ief i€f
sente che ¢ ¢ I-compatto si ha che esiste un insieme finito #,C.# tale che

a<Ua;, da cui segue a = anUa;= U(ena)= Ub; ciod #, & I-compatta.
i€f, i€, €5, €S,

Si pone ora il problema di estendere al caso heytingiano il seguente ben
noto risultato delle ABT: se 2 & un elemento chiuso di una ABT compatta,
2 & compatto. Si osserva che tale proposizione si estende alle AHT nel caso
della K-compattezza (cfr. Teor. 3.2), mentre semplici esempi mostrano che
esso non vale nel caso della I-compattezza; il Teor. 3.3 da una condizione
sufficiente perché esso valga anche in questo secondo caso.

Teorema 3.2. Sie # = (H, K, I) una AHT, se a é chiuso ¢ # ¢ K-
compatta, allora a ¢ K-compatio.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.2 & sufficiente dimostrare che 5,
¢ K-compatta; ma cid segue direttamente tenendo presente che i chiusi di #7,

sono anche chiusi di 5 e che s# & K-compatta.

Teorema 3.3. Sia # = (H, K, I> una AHT I-compatia, a € H chiuso.
Supponiamo che per ogni ricorprimento aperto {b.} di a si abbia

(4) Ula =b) = 1;

allora a ¢ I-compatto.

Dimostrazione. Sia & = {f},, un ricoprimento aperto di a, quindi
a< Ufs; allora si ha, tenendo presente la (4), 1 = U(a =71,) = UI(a =1,).

- ief ief ief
Poiche & & I-compatta, esiste un insieme finito £, C.# tale che 1= [J(a =-1.);
i6.5,

quindi 1<a =Uf;, da cui a< Uf..
i€SF, i€,
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\

Osservazione. La condizione (4) non & neeessaria, come mostra il
seguente esempio di algebra di Heyting in cui si mette la topologia discreta

4

o)

Si ha ovviamente che Palgebra & compatta, e« ¢ I-compatto mentre
a=>bUe)=1(a =>b)Ula=c)=a.

Una elasse di algebre di Heyting in cui invece vale (4) & costituita dalle
catene finite o discrete. Si pud osservare perd che gli elementi di ogni algebra
di questa classe sono algebricamente compatti, cioé compatti nella topologia
disereta. Si noti tuttavia che (4) non implica necessariamente una tale pro-
prietd per gli elementi dell’algebra; a tale scopo basta considerare il prodotto
cartesiano dell’algebra 4, dotata della topologia discreta, con la seguente AHT

T = {»|0<w<a/} U {1},

% ={0,a,1},

O @ g ey
o) KR
to\ I o

dove la catena (0, «) ¢ un intervallo razionale. L’elemento a = <{«, 1> infatti
& compatto ma non algebricamente compatto. s
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Summary.

We further investigate topological Heyting algebras (introduced in [2]) giving and

studying the notions of connection, relative-connection and compactness.
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