Riv. Mat. Univ. Parma (4) 3 (1977), 347-356

DANIELA MONTEVERDI (¥)

Questioni di completezza

relative a particolari categorie rappresentabili. (**)

1. - Introduzione.

B ben noto il concetto di funtore rappresentabile e Pimportanza che esso
riveste nello studio della teoria delle categorie. Sono state studiate generaliz-
zazioni di tale definizione ad esempio in [3], [4] e [5].

Nello spirito di[3] ho formulato un’altra estensione, inconfrontabile con
quella, sopra citata, giundendo cosi al concetto di categoria comma-contro
rappresentabile.

Ho rivolto la mia attenzione ai problemi di completezza, come primo passo
per analizzare tematiche riguardanti la teoria dei modelli.

2. - Categorie comma-contro.

Definizione. Date tre categorie ¥, 2, & e dati due funtori #:%¢ — &
covariante e ¥: & — & controvariante, vogliamo definire la categoria & com-
ma-contro %, che indicheremo con &\, ¢¥. Gli oggetti sono le terne ordinate
(4, B,f), dove Ac0Ob¥%, BecOb 2, f: F(A4)—>¥%B) in &; se (4, B,f) e
(A', B', ') sono oggetti di F (¥ allora porremo (k, k): (4, B, f)—(4', B',f')
in F\¥se h:A—>A"in %, k: BB in 9 e f=%&k}fFHh) (O

(*) Indirizzo: Ist. Mat., Universita, 43100 Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nel’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 14-VII-1977.

(*) Nella terminologia di P. Freyd, #\ ¢ cosi definita & una proto-categoria, ma
diventa una categoria definendo i morfismi come quaterne (h, %, f, f'): (4, B, f) —
. (AI, Bl’ ]cl)

(2) F ¥ risulta essere limite di un diagramma analogo a quello che serve per
definire le categorie comma (efr. [1]). Con I: FNF—F ¢ Iy: F (¥ 2 indicheremo
gli ovvi funtori proiezioni.
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Osservazione 1. T banale osservare che se (4, B, )eOb #\ ¥,
w: X — A insig?f; e y: Y —B in 9, allora

(X9 Y, (cj(?/)fgz(m)) e0Ob#F\ Y e (@, 9): (Xa Y, g(y)f@_(m)) (4, B,f).

Per comoditd si indichers nel seguito il morfismo 9(y)f# (@) di & con la
serittura fo(w, y), da leggersi, con evidente abuso di linguaggio, f composto
con (#, y). Notiamo allora che se (4, B, f) ¢ (4', B', ') sono oggetti di #F\ ¥,
se i A —A"in € ek: B—>B in 2, la coppia (, k): (4, B, f) = (4', B, f') &
un morfismo in F N\ ¥ se e soltanto se f=f'o(h, k).

Con quesfa notazione se #': X'—+X e ¢': ¥'— Y si avrd allora

1) (fol@, m)o(@, ") = fo(aa', yy') .

Osservazione 2. La corrispondenza che ai funtori F:%—& e
¥: & — & associa la categoria F\ ¥ & la «funzione oggetto» di un funtore

N\ ¢ Funet (%, €)°F x Fanet (2°7, &) — Cat .

Date due trasformazioni naturali y: F' — %, ¢: ¥ &', denoteremo con p\, @
il funtore fedele (3) da F\ ¥ in F'\, ¥ che associa ad (4, B,f)eOb F\ ¥
Poggetto (4, B, (B)fyp(4)) di F'\ % e al morfismo (h, k): (4, B, f) —
= (4, B, ') di FN\F il morfismo (h,k): (4, B, p(B)fp(4d)) — (4’, B,
p(B') fp(d") di F'\, 9. Denoteremo il morfismo @(B)fp(d) di & con
(w, p)of (a parole: (u, ) composto con f).

Se ¢ (rispettivamente yp) & la trasformazione identica, allora anziche (v, ¢)of
si seriverd talora pitt semplicemente gof (rispettivamente pof). )

Siano F': ¥ — & covariante ¢ ¥": @ - & controvariante e si abbiano due
trasformazioni naturali, v': #'— F' e ¢': ¥'— ¥"; usando le notazioni in-
trodotte, si ha

(2) W', #)o (s p)of) = (', 9 @)of
3) (p, p)o(folx, y)) = ((w, @)of)ola, y) .
3. - Categorie comma-~contro rappresentabili.

Definizione. Una categoria comma-contro dicesi rappresentabile se am-
mette oggetto finale.

() E sottinteso che bisognerebbe passare dalle proto-categoric in questione alle
categorie associate. ‘
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Un oggetto finale di F\, ¥ si dird anche oggetio rappresentante i F\ F (4).

Fissato F: % — &, si consideri la sottocategoria piena di Funct (2°°, &),
che indicheremo con % costituita da tutti e soli i funtori covarianti ¥: & — &
tali che Z\ ¥ sia rappresentabile.

In tutto il paragrafo 7 denoterd un fissato schema i diagrammi; sia
D: of — z# un diagramma.

Per ogni-IeOb &/, porvemo ¥, = D(I}) e indicheremo nel seguito con
(4;, By, u;) un arbitrario, ma fissato, oggetto finale di F\ F;; se m: I —dJ
in &7, porremo g, = D(m). Dunque ¢,: ¥;— Y, per ogni m: [ —J.

Per VOsservazione 2, (4,, By, g,ou;) € Ob F\(¥,;; quindi esiste una ed
una sola coppia (h,, k,) che sia un morfismo, cioé tale che

(4) (pmoul == /u’Jo(h’my k’m) -

In tal modo il funtore D: o7 — ;% induce due funtori: P: o/ =% e
Q: o/ - tali che, se I € Ob o7 allora P(I) = A, e Q)= B;, e se m: [ —J
in ./ allora P(m)=h,: 4,4, e Q(m)=k,: B; = B,.

Date le categorie s e o, comunque preso un oggetto K € Ob X, chia-
meremo funtore valutazione su K il funtore e(B): Funct(X, ) — ', defi-
nito da e(B)(F) = F(B), e(B)(g) = ¢(B).

Lemma 1. Sia U: z# —Funct(Z°?, &) il funtore inclusione, sia (7;:
LD 1) coney Wi limvite di UD e siano (ar: M = Ap);cone ¢ (Bt N = Bi)icobw
Limiti di P e Q rispettivamente. Supponiamo che (M, N, u) sia un oggetto di
FN\ ¥ e (A, Br, ;) un oggetto finale di F\ G, tali che

(5) ot = U,0(cer, B1) .
Allora (M, N, u) é finale.
Dimostrazione. Sia (X, ¥, 2) un qualunque oggetto di # N\, Z. Poiche

(X, Y, m0m) € Ob F N\ ¥,, esiste una ed una sola coppia (fi, ¢,): (X, Y)—
- (4., B;), tale che

(6) strom = uso(fr, 1) per ogni IeOb .« .

() Per giustificare tale nomenclatura si ponga ¢ = BEns, € = 2, # uguale al fun-
tore costante di valore 1 ¢ sia & —F\¥ lugualizzatore delle proiezioni [y e I,.
Allora ¥: - Ens & rappresentabile nel senso di [2] se e solo se s7 ha oggefto finale.
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Si considerino i diagrammi P: o/ % e Q: o - % e le famiglie (f;: X —
A1) eobsrs (911 ¥ = Bi)copss- Per la (4) e la (6) e poiché & & limite di
UD si ha:

/u’Jo(hmfly kmgl) — ”’Jo(hm) km)o(fly gl) = (pmolllflo(fly !]1) =

= (anOnIom:nJOm:'uJo(fJ’ g?)?

da cui b, ;=71 e k.g:= ¢,. Dunque le famiglie sono compatibili per i rispet-
tivi diagrammi. Ma essendo M e N limiti per P e @ rispettivamente, esiste uno
ed uno solo f: X — M ed esiste uno ed un solo g: ¥ — N tali che

(7) arf =1r, Big=g:.
Da cio e dall’ipotesi (3), per ogni IeOb ./ si ha
qrowo(f, g) = uso(er, B1)o(f, 9) = wio(fs, 1) = m0m.

Quindi (f,9): (X, ¥, z) — (M, N, u).

Vediamo ora che (f, g) & unico. Supponiamo che esista (f',¢'): (X, ¥, 2) —
- (M, N, u); allora uo(f', g') = =, cioé per ogni I € Ob o7, m,ouo(f', g')=s,;00=
= w;o(o;f, Brg). Ma anche souo(f', g') = uso(wr, fr)olf's 9') = uso(of'y 1g').
Da cui o;f = o;f e Brg=p:g'. Per Punicitd di f e g nelle (7) si ha f=1f"e
g=19".

Lemma 2. Siano o«;, f;, 7 come nel Lemma 1. Hsiste allora un
(M, N, u)eOb %\, & che soddisfa la (5).

Dimostrazione. Fissato X € Ob 2, sia ¢(X): Funet(2°7, &) — & il fun-
tore valutazione su X. La famiglia (Z,(8)u, Z (o)) F(H)—> Y 1N))coner ©
compatibile per il diagramma e(N)UD: & — &. Sia, infatti, m: I —J; allora,
essendo M e N limiti di P e @ rispettivamente, per la (4) si ha:

(pmo'ulo((zly ﬂ]) = ’N’Jo(hm; k’m)o(‘xly )81) = uJo(hmfxly kmﬁl) = 1LJ°(aJ7 IBJ) .

Ma poiché Z(N) ¢ limite per ¢(N)UD, esiste uno ed un solo u: F (M) - L(N)
tale che sou = wu 0(ecs, f1).

Teorema 1. Se %, 2, & sono complete, allora A & completa.
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Dimostrazione. Sia (7;: & — %) eopey W0 limite di UD. Ovviamente,
FN\ &L & vertice di un limite di D, nella categoria Funct(2°?, €); sara quindi
sufficiente provare che &\, £ € % cioé che F\ & & rappresentabile.

Per il Lemma 1 (e con le notazioni in esso introdotte) basterd dimostrare
che esiste un (M, N, u) € Ob F\ & soddisfacente la (4), il che & assicurato
dal Lemma 2.

Tissato %: 9°° — & si consideri la sottocategoria piena di Funct(%, &)°7,
che indicheremo con %, costituita da tutti e soli i funtori covarianti &#: € — &
tali che F\ ¥ sia rappresentabile.

Teorema 2. Se¢ % ¢ @ sono complete ed & é cocompleta, allora Ry & com-
pleta.

Dimostrazione. Sia V:%y,=>Funct(¥, &)°° e sia (0;: F1— M) copsy U
colimite di V.D: o/ — Z,. Con considerazioni analoghe a quelle del Teorema 1,
si prova che 4\ ¥ & rappresentabile, cioé che esiste un w: #(M)-> Y(N)
tale che (M, N, u) sia un oggetto finale di .# ™\, %.

Riutilizzando le notazioni usate per il Lemma 1 si ha
Teorema 3. Se¢ & é completa, se

®) lim UD = lim D = (;: & — %)) ;e opar
D P

e se (M, N, 1) é oggetto rappreseniante di F ™\ &, allora P ¢ @ hanno limite, di
vertice M ed N rispettivamente.

Dimostrazione. Per ogni m:I—J siano h,, k, definiti dzﬂla, (4). Poi-
ché (M, N, 1) € Ob & \( %, si ha che (M, N, n;0l) € Ob F (¥ ; detto (x;, 1)
P’unico morfismo da (M, N, m;0l) ad (4., B;, u,), si ha
(9) J'EIOl:’lLIO(OCI, ﬂ]).

Si considerino i diagrammi P ¢ @ ¢ le famiglie (o;: M — 4),.qpr€ (fr: N—
— B)),cops Tispettivamente. In virtt di (4), (9), (8), per ogni m:I—J in &7,
si ha

u.lo(hm‘xly kmﬁ!) = ’M'Jo(hma 70,,1)0(061, ﬂ!) = ‘pmou’lo(“” ﬂl) =

== (Pm°751°l = n.lol = ,Ll’Jo(och ﬂJ) .
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Ne segue h,ou;=oy ¢ k,f;=p0,, quindi le famiglie sono compatibili per i
rispettivi diagrammi.

Siano ora (z;: X = 47),c0p © W1 ¥ = B)),cop,y famiglie compatibili per i
diagrammi P e @ rispettivamente. Si ha che (X, Y, uso(w;, ¥ ) €0b FN\ Y
Si consideri il ldiagramma. e(Y)D: of — & e la famiglia (9 ,(y,)u, F(w5): F(x)—
> Z1)) ;cone - Poiche, per la (4)

ProUro(@r, Y1) = ;0 (R, L) o(@r, 41) = uso(@s, Y4) ,

1a famiglia & compatibile. Essendo #£(Y) limite per ¢(Y)D, esiste uno ed un
solo z: F(X) - Z(Y) tale che

(10) 0% == U 0(Ly, Y) per ogni I1e0b 7.
Quindi (X, Y, 2)eO0b F Z.

Dimostreremo poco oltre che una coppia (u, v): (X, ¥) — (M, N) & un mor-
fismo (u, v): (X, Y, #) - (M, N, 1) se e solo se per ogni I € Ob &7, oc;u=1; ¢
Brv =19y, L’asserto segue allora dal fatto che (M, N, 1) & finale.

Sia dunque (u,v): (X, ¥, 2) - (M, N, ). Allora
(11) lo(u, v) = .

Ora, per ogni I € Ob &7, per le (10), (11) e (9) si ha
w,0(%,, Y1) = 71,00 = qwrolo(u, v) = wso(wr, f)o(u, V) = uro(ast, f,v),
da cui, per Punicitdh di (z,,y,), segue ;= o,u e y;= f,v. Viceversa, siano
u: X =M e v: ¥—N tali che a;u=2, ¢ ;v =1y,. Poniamo "= lo(u, v):
F(X)— L(Y). Per ogni IeOb & si ha '
708 = n;olo(u, ) = wgoleer, Br)o(t, v) = w,0(@;, ¥;) = 70w,

da cui @ =a'.

Un teorema analogo sussiste per #g.

4. = Categoria delle categorie comma-contro rappresentahili.

Si consideri la sottocategoria piena #Z di Funct(¥, &)°° x Funet(@°F, &) cosi
definita: (%, 9) appartiene ad % se e solo se F (¥ & rappresentabile; sia
W: & = Funct(¥, 6)°° x Funcet(2°?, &) il funtore di inclusione. Siano &/ uno
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schema di diagrammi e D: o/ —Z un diagramma fissato. Per ogni 7 € Ob &7
indicheremo con (%;, ¢¥,) 'oggetto D(I); se m: I —J in & indicheremo con

(zl)mg (pm) (Jbl (f,) (t/'J, g.}) il morfismo D(’m)
Se vale la condizione

{x) per ogni I, JeOb &/, (F,, 9,)e,
allora il funtore D induce due funtori: P: &/ - % e Q: &/2— 9, definiti come
segue.

Se I, He Ob o/ ¢ F,\\ %y & rappresentabile con (4L, Bj, u}), allora
P(I,H) = AL e QU, H) = BY. Siano ora m: I —J e n: H—H in =7; allora
(A%, By (Wi @) youl) € F,\ Y. Questa categoria & rappresentabile con
(4%, By, uy). Si definisce allora P(m, n) = k™ e Q(m, n) = k7, dove (b7, k™):
(4}, BL) - (4%, By) & Punica coppia tale che
(12) wgo (R, Ty') = (Ymy @)ooty -

Lemma 3. Sia & completa e cocompleta e sia
i_lifi WD = ((01, 7w): (M, L) = (F 1, D)) umeov o -
Sia inolire (M, N, 1) Ob.#Z\ & ¢ siano

(13) (s M — A meonar ¢ (Bu: N = Bp)meob o

famiglie compatibili per P e Q rispettivamente. Allora (M, N,1) ¢ finale per
AN F se ¢ soltanto se le (13) sono limiti.

Dimostrazione. Sianox: XM ¢ y: YN in &. Se (X, X,v) ¢ un
oggetto di 4\ & esiste uno ed un solo morfismo

(14) (@h, v (X, X, (o1, 7ty)ov) — (AL, BL, ul) in .\ % .

Inoltre, essendo (M, N, 1) un oggetto di .4\ .%, il morfismo
(15) (of, B5): (M, N, (01, 7wa) o) — (A, Bh, up) ¢ unico in F,N\ Gy .
Allora le due séguenti condizioni sono equivalenti:

(16) (ogys Br)o (@, y) == (¥, ¥z) per ogni (I, H) e Ob 273,
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(7 lo(,y) =v.

Infatti, componendo la (16) a sinistra con uj, per le (14) e (15) si ottiene
(01, 7n) olo(@, y) = (o1, ) o0

da cui la (17). Viceversa, componendo a sinistra la (17) con (o;, 7y), si ottiene
’u’zllo(“)lw .Biz)o(xy Y) = ’L(,}IO(Q}‘;, Ya) s

da cui la (16).

Si osservi che la (17) equivale & dire che (z,y): (X, ¥, v) = (M, NV, 1). Ora,
supponendo M e N limiti, esiste un’unica coppia (w,y) soddisfacente la (16),
quindi (M, N,1) ¢ finale.

Viceversa, se (M, N,1) ¢ finale, la coppia (2,y) & 'unica che soddisfa la
(17), da cui I'universalitd di M e V.

Siano F, ed B, le proiezioni da Funct(%, £)°° x Funct(2°, &).

Teorema 4. Se € ¢ D sono complete ed & é completa e cocompleta, allora
il diagramma D: of — % ha Umite ¢ lim D = lim WD.

Dimostrazione. Sia
(or: Fr—>M)icopy =1ImME WD, sia (20 %= %), conw = lelm B, WD

e siano (of: M— AL) meonas © (Bh: N— BL), myeopsr limiti di P e @ rispettiva-
mente. Per valutazione su M ed N rispettivamente si ha

(18) (0 M): F (M) — M (M)),con.y = lim o(M)E, WD
—

(]

(19) ()2 GUN) — L)), conwr = Lim o(N) B, WD .

Si consideri la famiglia (doppia)
(20) (ga(/%l) uzlz‘g;l(“fz): ‘g‘—I(M) - g(N))(I,H)eObﬂz .

Se m: I—~dJ e n: H—K in &/, per la (12) e poiché M e N sono limiti di P
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e () si ha:
(Yms (pm)ouzlz‘)(‘xfn Bi) = wxo(hy, k) o (o, By =
= uf;o(h;"oc;” ky Br) = o oy, fr) = (Ym; QD,,)O’M},
quindi la famigha (20) ¢ (doppiamente) compatibile per i diagrammi e(M) B, WD
ed e(N)E,WD.
Per le (18) e (19) esiste allora uno ed un solo I:.#(M)— Z(N) tale che

(21) (01, ) ol = ukolaly, Bl I,HeO0b .

Essendo M ed N limiti di P e Q rispettivamente, Poggetto (M, N, l)e
e\ Z, per il lemma precedente, ¢ oggetto finale.

Usando le notazioni del teorema precedente si dimostra il

Teorema 5. Se & & completa e cocompleta, se

limD =1im WD = ((Q], 75}1)3 (e///, g) — (g"'!, gH))(l,H)EOb&/'-’

D

e se (M, N, 1) ¢ oggetio finale di A4\, &, allora P ¢ @ hanno limite, di vertice M
ed N rispettivamente.

Dimostrazione. Comunque presi (I, H) € Ob &2, (M, N, (s, 7ty)ol) €
e0b F,\\%,;. Quindi esiste una ed una sola coppia (of, fo): (M, N} -
- (A}, BL), tale che

(24) (01, 7o) ol = g0 (og, Br) -

Si considerino i diagrammi P e @ e le famiglie (ac: M-+ AL myeovsr © (By: N—
= Bh)meobsre- Si ha, per le (12) e (24):

u},ro(h:‘a;n ky Br) = wxolhy, k:’)o(oc;, Ba) = (Y, ¥n) oty ooy, fy) =

= (Ymy Pa)o(0r; u) ol = (@s, 7x) ol = 'u’j{o(“fn Bx)
da cui, per 'unicitd di («f, f7), si deduce Aol = af € kTfL = Br. Quindi le
famiglie sono compatibili per i rispettivi diagrammi.

Eisendf_) (M, N, 1) finale per 4\ &, per il Lemma 3, esse sono anche limiti
per P e Q.
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Summary.

We introduce the concept of comma-contro representable category and we study com-
pleleness questions concerning these categories.
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