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G. Proca (%)

Conteggio di grafi esterno-planari massimali
con quattro vertici di grado due

e studio del gruppo dei loro automorfismi (**)

1. - Introduziene.

In [5] ci si & occupati del conteggio degli O M-grafi con quattro vertici di
grado due (2-vertici) tali che i due 3-cicli (cicli di lunghezza tre) senza spigoli
sul ciclo hamiltoniano ¢ hanno uno spigolo in comune.

Con il termine OM-grafo si intende un grafo esterno-planare massimale;
& noto inoltre che tali grafi hanno almeno due vertici di grado due (cfr.[3]).

Dato un OM-grafo @, esiste un grafo piano GP, che si suppone fissato per
ogni @, isomorfo ad esso che ha la proprietd di avere un ciclo hamiltoniano ¢
che divide il piano in due regioni, una finita che viene indicata con R, ed una
infinita, in modo tale che tutti gli spigoli di GP che non sono su ¢ (che ver-
ranno chiamati corde) si trovano in R e dividono R in triangoli.

Un OM-grafo GP che ha quattro 2-vertici ha due 3-cicli che non hanno
spigoli su ¢ (efr. [1],). Evidentemente i due 3-cicli possono avere, o non, uno
spigolo in comune.

Per conteggio dei grafi di un certo tipo si intende il calcolo della cardinalita,
di un insieme 7 dei grafi di quel tipo, a dne a due non isomorfi, tale che ogni
grafo di quel tipo sia isomorfo ad uno, e a un solo, elemento di I. All’insieme I
si da il nome di insieme campione.

In questo lavoro si procedera al conteggio degli OM-grafi con quatiro
2-vertici i cui due 3-cicli senza spigoli su ¢ non hanno uno spigolo in comune

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Facoltd di Ingegneria, Universitd, 80100
Napoli, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (CNR). — Ricevuto: 16-1V-1977.
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ed al conteggio degli OM-grafi con quattro 2-vertici aventi il gruppo degli
automorfismi di ordine dato.

Nel seguito con 4 (risp. B) viene indicato Pinsieme campione dei grafi di
ordine # con quattro 2-vertici ed i cul due 3-cicli suddetti non hanno (risp.
hanno) uno spigolo in comune.

Considerato un elemento H di B, nella sua rappresentazione piana HP le
corde dei due 3-cicli suddetti, diverse dallo spigolo in comune (spigolo che nel
seguito verrd detto diagonale), formano un 4-ciclo ¢ che divide R in cinque
regioni, una interna ad esso e quattro esterne.

Considerato un elemento G di 4, nella sua rappresentazione piana GP, le
corde dei due 3-cicli snddetti dividono R in sette regioni, due interne ad essi
e cinque esterne.

Le regioni di ¢ esterne ai due 3-cicli e che contengono i 2-vertici denomi-
niamole R;, 1<i<4, in modo tale che, detto =, il numero di corde interne
ad R,, risuiti

@) My = Mg 2> 003 > 14 >0

e chiamiamo #; la corda che appartiene ad R; e ad uno dei due 3-cicli.

La scelta dei nomi da dare alle suddette regioni risulta non univoca nel
caso che si ha Puguaglianza tra due o pitt #, aventi indici consecutivi; in tal
caso nel seguito, quando sard possibile, si dard un altro criterio per rendere
univoca la denominazione delle R;; in caso contrario la scelta dei nomi delle R,
sard fatta in modo arbitrario.

La regione di G esterna ai dume 3-cicli e che non contiene vertici di grado
due verra indicata con ;.

Una contrazione elementare di nn grafo G & loperazione che consiste nel-
Pidentificare due vertici adiacenti U e V, cioé nel sostitnive U e V con un
nuovo vertice W adiacente a quei vertici che sono adiacenti ad U oppure a V
(cfr. [3]). '

Un grafo G si dice contraibile in un grafo H se H pud essere ottenuto da G
con una successione finita di contrazioni elementari.

Ogni grafo @ appartenente ad 4 & contraibile in un grafo H appartenente
a B. Tale contrazione di G in H si oftiene identificando successivamente a
due a due i vertici di G appartenenti ad R;.

Conserviamo per le regioni e le corde del grafo H ottenuto dalla contra-
zione di @, la stessa denominazione delle regioni R, e delle corde ¢;, 1<i<4,
usata per G.

Se indichiamo con # I'ordine di un grafo @ appartenente ad 4 e con n,
il numero di corde interne ad R;, risulta, evidentemente, che

(2) N+ N+ 15+ Ny=n—9—mn;.
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Dato un grafo ¢ di 4 e detto H il grafo in cui & contraibile, scelta su H
una corda ¢, (il criterio di scelta verrdy indicato in seguito in base alla scelta
delle R;) orientiamola in modo che abbia come primo estremo il vertice 7,,
che essa non ha in comune con la diagonale, e come secondo estremo il vertice 7,
che essa ha in comune con la diagonale; associamo quindi al 4-ciclo ¢ un verso
che sia concorde con quello fissato su %,. Associamo alle corde ¢, di & lo stesso
orientamento che esse hanno in H.

Indichiamo ineltre con #; (risp. 7.) la corda di G diversa dalle ¢, apparte-
nente al 3-ciclo che contiene (visp. non contiene) ¢,. Orientiamo 7, in modo
tale che resti associata al 3-ciclo a cui appartiene il verso concorde a t,,.

Indichiamo con a,, 1<r<n; e 1<i<5, le corde di G appartenenti ad R,
e diverse da #; ed r;; poniamo a, = t;, 1<i<4; azp = 1, ed Agngr1 == 1, Consi-
derata la corda a, orientiamola con il verso per cui risulta primo estremo il
vertice che essa ha in comune con a,_;. Diremo inoltre che due corde a,,_,
ed a; sono consecutive se il secondo estremo di a,_, coincide con il primo
estremo di a,,.

Cid premesso, fissata la denominazione delle regioni R,, ad ogni corda a,,,
ove per 1<i<<4, 1<r<n, e per 1 =15 1<r<n;+ 1, associamo la quantiti

1 se a4y ed a; sono consecutive
0 in eago contrario .

In questo modo, in corrispondenza di ogni scelta di denominazione per le
regioni R;, ad ogni OM-grafo di A viene associata una sequenza di suceessioni
del tipo

(3) 811y S12y +vy Siny3 Sa1y Szzy oory Samy So1y Sazy eoey Sangi Sary Sazy +ery Sanyi
351, 852, seey 35n5+1 .
Nel seguito con P{, verrd indicato il numero di partizioni dellintero N

nei quattro addendi n,, n,, 1;, #, verificanti Pi-esima delle seguenti relazioni,
escludentesi a due a due (cfr. [5]):

(@) M= my=1n3=1n,>0; (@) 9> My =Ny = 1,0 ;

(a5) M=M= 03> n,>0; (@) My=My>Ny3=n,>0 ;
(4)

(a5) 9= 103> 03> N,>0; (ag) P> Ny= 03> 0,0 ;

(@) 71> 0> N5 =0,>0; (@) 7> N> n03> 040,
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e con il simbolo {#} indicheremo il pilt piccolo intero maggiore od uguale ad z;
inoltre dati due interi #>y il simbolo div (», ¥) indica il numero 1 se » & divi-
sibile per y, lo zero in caso contrario.

2. - Calcolo di |4].
Indicato con 4, (visp. B;) il sottoinsieme di A (risp. B) tale che gli #; veri-
ficano la j-esima delle relazioni (4) si ha che la famiglia {4} (visp. {B.}),
8

(=1, ..., 8); costituisce una partizione di A (risp. B) e quindi|4|= Y |4,].

=1
(2a) caleolo di |A4,].

Poiché gli n;, 1<i<4, verificano le (a,) di (4), per ogni H appartenente
a B, la scelta della regione da chiamare R; pud essere fatta in quattro modi
diversi. In corrispondenza di ognuna di tali scelte, si fissi il verso su ¢ pren-
dendo ¢, =1, e si chiamino le altre regioni in modo che la successione delle
corde su ¢ & t,4,%,%,. Allora ad ogni OM-grafo G di A4,, orientate le sue corde
nel modo prima indicato, sono associate guattro sequenze che, come si vede
facilmente, sono la (3) e

) 1 —8u1y 822y ey Sony3 1 — 811y Suzy ooy S1ny3 L — 841y Sazy ey Sangs
. !
1 — 81y Saay voey Sang5 S51y Ssngity ooey Ssa -
(Y) -5'317 3327 ceny S:}ﬂl; 341, 843, cery 84711; 811, 312, ey 81111; 821, 822, " Sgnl;
!
1_8517 85715+1, ey 852 .
(Z) 1 — 8415810y o0y Samg3 1 Sg1y S0y vey Sang 3 L= 8a1; Sany oory Sanygs
1811y 810y ey S1ny} 1— 8515 8529 +ony Ssmgt -

Si osservi che esse sono a due a due coincidenti nei seguenti casi, che si esclu-
dono a vicenda:

— la (3) coincide con la (X), e quindi la (Y) con (Z), se

(5) S:=1—8u, 85, =28r; Su=1—8u, S5r=284; (2<r<m);

S51== 851y S52== Sgngi1y er s
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— la (3) coincide con la (Y), ¢ quindi Ia (X) con (%), se
? ’

(6) $15 = 8353 S5 == 845 3 I<i<sm); Ss1=1—8; ;
Ss2 = S5nzp1 ;3 S53=8;

sng § oo -

Si vede facilmente che, per ogni fissato valore di n, , il numero delle sequenze
che verificano le (a,) di (4) &

(1) . (ougtngtngtngy  ongtl __ (1) L On=9—ng, ongti
n—9—ng,4 (" ) 2 _'P«n—-s—ns,ni 2 2

ed il numero di quelle che sono a due a due coincidenti & dato da

P . 9(n~9-n;)/2 o1+{ns/2} .

R—G—n g,

Per cui, posto n;="h, si ha che

]A = nigpm ) 9 (n~9—n)/2 9 1-+{n/2} Qn=9=h Qh+1__ O(n—9~m)2 Q14{n/2}
1 = n=9=h, 2 4:
" pw
— ZPn—B—h,42(n—11_h)/2 (2(11—94-;;)/2 _]_ 2{1»/2}) .
=0

2b) Caleolo di |4,] e [A4,].

Considerato un elemento ¢ di 4, (risp. 4,) ed indicato con H Ielemento
di B, (rvisp. B;) in cui esso & contraibile, si fissi il verso su # scegliendo ¢, =1,
(visp. ¢, =1¢,) e si chiamino le altre regioni in modo che Ia successione delle
corde su t & #,%,1;4,. Allora ad ogni elemento di A, (risp. 4,) viene associata
una ed una sola sequenza del tipo (3) e quindi, posto u;=h, si ha

7n—9 n—9
[4:] = 2 P2, 20 0havii = 2ns 3P0 (t=2,3).
=0 k=0

(2¢) Caleolo di |A,].

Considerato un generico elemento G di A4, ed indicato con H I’elemento
di B, in cui & contraibile, si chiami R, una delle due regioni con #; corde e si
fissi il verso su ¢ prendendo ¢, = %,; si chiamino le altre regioni con #, corde
in modo che la successione delle R, secondo il verso di £ & (a) By R, R, R,
oppure (b) R, R,R,R, oppure (¢) R, R, R,R,.

Indichiamo con A4, il sottoinsieme di A4 ai cui elementi & associata la (a),
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\

con A, quello ai cui elementi & associata la (b), con 4 quello ai cui elementi
& agsociata la (¢); evidentemente tali insiemi costituiscono una partizione di 4,,

"

per cui |4, |=|4,|+ |4+ 4]

In conseguenza della doppia scelta della regione da denominare I2;, ad ogni
elemento di 4, sono associate due sequenze: la (3) e, rispettivamente, la (X)
o la (Y) o la (%) a secondo che esso appartenga ad A; , A;’ ) AZ’, con

(X)) 1891y Sa0y +eey Sanys L= 811y 812y +ey S1ny5 L= 841y Sazy +oey Sang)

!
1 — 831y 32y ooy Sangi S519 Ssngyiy ooy Son e

(Y) Sa1y Sazy ++ey Sangs S11y S1zy cory Sings Sa1g Sa2y very Sang Sa1y Ssay ey Sangs

"
8513 Ssmgity oy Spa »

(Z) 1 —So1y Sany ey Sangi 1812y 8125 oony Stny3 1 ——Sazy Sagy evvy Sangs

1 — 851, Sa0y vvy Sang3 1—S51, 852y vvvy Somgpr -
Si ha che la (3) coincide con la (X) se

(7 S11=1—8s1, 81, =8y, 2<T<M; Suu=1—841, 83;= 845, (2<J<Ms) ;

1
S51== 851 5 S50 == Ssn_y1y e -
Si ha che la (3) coincide con la (Y) se

(8) $1,7= 8ar , (LP<CNy) 5 835== 845, (L<G<M) 5

i N
851== S35 S52= Ssngy1s S53 == Ssnyy - -

Indicato con N' il numero totale delle sequenze associate agli elementi
di A‘:, con N; il numero di quelle tra esse che verificano le (7); con N" il
numero delle sequenze che sono associate agli elementi di AZ econ vV ;’ il numero
di quelle tra esse che verificano le (8); con N;" il numero totale delle sequenze

. . . . " .
associate agli elementi di A,, si ha, ponendo n;="h, che

n—9g -9
¥/ mn ! n —— 9 o
N=N"=N"= z Pgln—h,42n~9—lb21+h; N1 | N1 — ZPS?—)Q—M oln—0-n)ia 21+{hl..}’

h=0 h=0



7] CONTEGGIO DI GRAFI ESTERNO-PLANARI MASSIMALI ... 129

e quindi
N+ N — (N, + ) ’ v N
[4,] = 5 . X +Nl+Nl+7:
= 2(71—9)/2“29137(;1_)9_h 4 (3-20=02 1 piro}y |
he=0

(2d) Caleolo di |A4,], |44], |4,].

Indicato con G un generico elemento di A; (risp. A4;, A,) e con H Pele-
mento di By (visp. Bg, B,;) in cui esso & contraibile, si fissi il verso su ¢ scegliendo
tm =1, (visp. %, =1;). Denominiamo le due regioni aventi lo stesso numero di
corde in modo che la regione R, preceda la regione R, .1 secondo il verso di ¢,
a partire da t,,. Tenendo allora presente che il numero delle possibili succes-
sioni delle corde ¢, su ¢ & tre, e che il numero delle sequenze, in corrispondenza
di ogni fissato valore di my==h, &: 3P _  ono=m) ;.5 6 7.5 ha che

n=9—h,d

n—yg

| 4] =3-2m= 3 P! i =15,6,7.

n—9—h,d ?
h=0

21) Calcolo di |A4g].

Per la unicita della scelta di denominazione delle regioni R;, si ha che ad.
ogni elemento di 4, ¢ associata una ed una sola sequenza del tipo (3) e quindi

n—9 n—9
—_ . pls e — 2.9n— (8
]Asl - z 6 'P7(129—h,42ﬂ SR =— 3. Q7 z 'Pn—)-!l—h,fl .
k=0 h=0

3. - Gruppo degli automorfismi di un OM-grafo con quattro 2-vertici.

Allo scopo di calcolare I’ordine del gruppo degli automorfismi associato
ad un OM-grafo con quattro 2-vertici, premettiamo i seguenti lemmi.

Lemma 1. Ogné automorfismo a di un OM-grafo G che lascia fisso un ver-
tice di grado due, coincide con Didentita.

Indichiamo con V il 2-vertice di G tale che a(V) =V e con 4 e B i ver-
tici di G che sono adiacenti a V'; poiché 4 e B hanno grado diverso (*), non

(*) Infatti 4 (ad es.) & adiacente a V, B, ad un vertice C, che & adiacente anche
a B, e ad almeno un altro vertice; B invece, & adiacente soloa V, 4 e ¢ (o viceversa,
scambiando i nomi di 4 e B).

10
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puod essere a{d) = B e quindi si ha necessariamente che a(4d) = 4 e a(B) = B.
Detto € I'altro vertice adiacente ad 4 e B, si ha necessariamente che «(C) = C;
cosl procedendo si vede che ¢ lascia fissi tutti 1 vertici di @ per cui coincide
con Iidentita.

Lemmsa 2. Ogni automorfismo a di un OM-grafo G con quattro wvertici
di grado due, distinto dallidentitd, ¢ uw’applicazione involuioria.

Supponiamo che a(V,) =V, ed a(V,)=V,, con V;, V,, e V, tre vertici
di @ di grado due e V, = V,,. Vogliamo dimostrare che V,==V,. Indichiamo
con A e B i vertici di @ adiacenti a V;; per definizione di automorfismo si ha
che a(d) = A’ e a(B) = B’ sono adiacenti a V,, e hanno lo stesso grado di 4
e B; detto C il vertice adiacente sia ad A che a B, si ha che a(C) & adiacente
sia ad A’ che a B’. Cosi procedendo si dimostra che a(f) = ¢, e a(f,) = 1.
Supponiamo per assurdo che V,=£ V,, ciod ;7 ¢, e distinguiamo due casi:

1) %, e i, hanno un estremo in comume; in tale ipotesi questo estremo
resta fisso, mentre da a(t,) = ¢, segue che esso ha come corrispondente in o
uno degli estremi di #;; da cni 'assurdo;

2) 1, e t, non hanno un estremo in comune; allora nel caso che G appar-
tiene all’insieme campione B si ha che ¢, e {; hanno un estremo 7' in comune,
per cui da a(t,) = t, segue che T resta fisso, mentre da a(f,) = #,, segue che
esso & corrispondente di uno degli estremi di ¢, e cid & impossibile. Mentre
se G appartiene all’insieme A si ha che ¢, e ¢, appartengono ognuna ad uno
dei due 3-cicli senza corde su ¢, per cui all’estremo X di ¢, ¢ associato Iestremo X'
di t,,, entrambi non appartenenti ad R;, ed all’altro estremo Y di #; & associato
Pestremo Y’ di ¢,, entrambi appartenenti ad R;. Allora se i, e #; hanno un
estremo in comune, questo & necessariamente X', che pertanto dovrebbe restare
fisso, e cid & assurdo; in caso contrario, uno degli estremi di #; & necessaria-
mente X, per cui si ha che a(X’) = X. Detto allora Z P’altro vertice del 3-ciclo
contenente #, si ha che a(Y’) = Z. Ma cidé non & possibile in quanto 1 vertici
Y e Z non sono adiacenti allo stesso numero di vertici di B; e da (YY) = Y’
segue che ¥ e Y’ hanno lo stesso grado. In definitiva da a(V,) = V,, segue
che a(V,) = ¥, e di conseguenza, si ha che a(4’) = 4 e a(B’') = B. Cosi pro-
cedendo si ha Passerto.

Teorema 1. Lordine del gruppo degli automorfismi di un OM-grajo con
quattro 2-vertici & uno, oppure due, oppure quailro.

In base ai lemmi dimostrati si ha che ogni auntomorfismo « di @, distinto
dall’identita, soddisfa a una sola delle seguenti condizioni
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(1) a(Vy) = Vy; a(V,) = V,; evidentemente un tale tipo di automorfismo
esiste quando n;=mn, e ny=n, e, poiché i vertici corrispondenti hanno lo
stesso grado, quando, fissata la denominazione delle R;, si ha che

— se G appartiene a By, le s,; sono tali che
(9) S1u=1—8u, 81,=8sr; Su=1-—84, S =384 2<r<m) ;

— se G appartiene ad 4, e le s,; verificano le (5);

— se G appartiene a By, la successione delle regioni ¢ R, R, R, R, 0 RyR,R,R,, e
(10) S11 =1 —8y1, 81,=5,, y (2<r<m) ;S =1—38y, S5=S5, s (2<i<ny),

mentre se la successione delle regioni ¢ R, R, R, R, e
(11) S1r="5, (I<r<m); sy=sy (I<ji<n,),

se G appartiene ad 4, e le s; verificano le (7) oppure le (8), secondo che &
appartiene ad 4, o ad 4.
(2) a(Vy) =V a(V,) = V,; un tale tipo di automorfismo esiste quando

== Ny € N, =Ny, ciod, in base alla (1), quando

— @ appartiene a B, e le s;; sono tali che
(12) S1r == 83r 5 Sor = 84, (1 <7'<%1) 3

— G appartiene ad 4, e le s,; verificano le (6).

(3) a(V1) = V4 a(V,) = V,; un tale automorfismo esiste quando @ appar-
tiene a B, e le s;; sono tali che

(13) S13=1—84, 8,=84; 8p1=1 831, 8y =85 ; C<r<n).

Si ha, quindi, che il gruppo degli automorfismi di @ ha ordine quattro
quando esso appartiene a B, e le s,; verificano sia le (9) che le (12) e 1e (13);
mentre se sono verificate solo le (9) (risp. (12) o (13)) e non le altre, tale gruppo
ha ordine due. Cio si verifica anche quando G appartiene ad 4, e sono valide
le (5) o le (6), oppure G appartiene 8 B, e sono verificate le (10) o le (11), od
anche se @ appartiene ad 4, e sono verificate le (7) o le (8). In tutti gli altri
casi si ha che il gruppo degli automorfismi di G & costituito solo dall’identita.
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Teorema 2. Il numero degli OM-grafi di ordime n, con quatiro 2-vertici,
il cui gruppo degli automorfismi ha ordine quatiro ¢ dato da

(14) div (n— 8, 4) 29
ed il numero di quelli avents il gruppo degli automorfismi di ordine due ¢ dato da
(15) 3.2("-12)/4«2(7;—-8)/4__ 1)137(11_)8’4 + o(n—4)/4 13(4)8’4) +

k

n-9
43 gl (PO 9. PO

k=0

Difatti si dimostra facilmente che il numero degli O M-grafi di B, che veri-
ficano le (9), (12), (13) & dato dalla (14) (cfr.[5], p. 358 e tale numero & indi-
cato con N;).

La (15) segue dal fatto che il numero degli elementi di B, tali che le qua-
terne ad essi associati sono a due a due coincidenti & dato da: 3P, (2092
2080y j9 ed il numero degli elementi di B, che verificano le (10) o le (11)
& dato da: 3- P 209/ inoltre, per ogni fissato valore di h, 0 <h<n—9,
il numero degli elementi di 4, verificanti le (5) o le (6) & dato da
PO, g@-e-nltal) od il numero degli elementi di A, che verificano le (7)

n—9—h,

o le (8) & dato da: P _,  gl-o-wistatiaiz},

~9—h,

Ringrazio il prof. 8. Antonucei per i validi suggerimenti datimi.
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Summary

As a completion of what has been developed in [5], it is performed the enumeration
of mazimal ouler-planar graphs with four vertices of degree 2, whose cycles of lenght 3,
without edges on the hamiltonian cycle, have non common edges; il is performed also the
enumeration of the mazimal outer-planar graphs with four wvertices of degree 2, beeing
he order of the group of automorphism established.






