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CRISTINA REGGIANI (*)

Le SH nei limiti diretti di strutture e di interpretazioni (**)

1. - Introduzione.

Scopo del presente lavoro & di dimostrare che se una SH & uniformemente
vera in una «famiglia diretta iniettiva» (s7),., di strutbure del 1° ordine,
essa & vera anche nel suo limite diretto 7.

Ci si pone in una categoria 2 con limiti diretti e limiti finiti, tale che i
limiti diretti siano permutabili con i limiti finiti, e si prova che esiste il limite
diretto, .7, della famiglia (7)), e che ogni <7, ne & sottostruttura. L’as-
serto seguird dall’osservare che, se (o)., ¢ una famiglia uniforme di
interpretazioni associate in cui sia vera una SH, questa & vera anche nel suo

limite diretto «7*, che risulta una interpretazione associata ad 7.

2. - Le SH ridotte,

Sia o una categoria con prodotti finiti e sia & un linguaggio dei predicati
del 1° ordine con uguaglianza; si useranno le stesse nofazioni per i termini
(astratti) elementari e per le loro interpretazioni (1).

Definizione. Dicesi ridofia ogni SH di rango »3>1 nella quale com-
paiono tutte le »n proiezioni astratte n-arie e ogni SH di rango 1 nella quale non
compaiono proiezioni.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 6-I-1978.
(*) Per le definizioni di termine (astratto) elementare, di interpretazione e di verita
di una SH, si veda [4],; di tale lavoro si utilizzeranno definizioni e notazioni senza
specifica menzione.
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Proposizione. I possibile associare ad ogni SH, H, di rango r una SH
ridotta, H, di rango n<r ad essa equivalente, cioé tale che in ogni interpretu-
zione di £ sia vera H se ¢ solo se ¢ vera H.

Dimostrazione. Sia H una SH di rango + nella quale compaiono n <7,
(n # 0), proiezioni astratte r-arie, diciamo ey Etgn weey Egy OO Iy << By <o < Ko,
Per ogni termine ¢ di # indichiamo con # il termine di rango » ottenuto da ¢
sostituendo ogni presenza di e, i==1,2,..., %, con &} e o, con «,. Ovvia-

» I N : oS

mente, se £ & un termine elementare di H, anche f & elementare. Sia o/* una
P . . o . ) .
Z-interpretazione di dominio 4 e sia v = {¢],¢7 , ..., skn}. Ar — A7, Per ogni
termine ¢ di H si ha

1) ir=1%.

Sia o: 4" — Ar tale che eo=2¢}, t=1,2 .., n. B immediato verificare che
70 =1, quindi, per ogni termine ¢ di H si ha

2) to =1.

Per ogni sottoformula H, di H, indichiamo con H, la SH ottenuta da H, sosti-
tuendo ad ogni termine £ il corrispondente . E evidente che H & ridotta. Inoltre
si prova facilmente che == H se e solo se == H. Infatti, se H & una SH ato-
miea, da (1) segue ehe per ogni s;: X — Ar, ;/TH[S] se e solo se k== H{xs],
mentre da (2) segue che per ogni g: X — A, == Hlg] se e solo se l== H[og].
Tenendo poi presente che H AH, = H ANH, ¢ H, > H,=H, —~ H,, si ha
Passerto.

Sia ora H una SH di rango # nella quale non compaiono proiezioni; tutti
i termini di H saranno della forma fo,. Indichiamo ancora con H, la SH otte-
nuta da H, sostituendo ad ogni termine di rango », fu,, il termine di rango 1, fa,.
Ovviamente H & ridotta; inoltre H e H sono equivalenti. Infatti, indicata an-
cora con /% una ZL-interpretazione di dominio A4, se H & atomica, per ogni
g: X — A, posto g, = {g,9,..., g}: X — A7, accade che == H[g] se e solo se
I== H[g,], e per ogni s: X — 4r, ==H[s] se e solo se I== H[es], dove
g: A7 - A & un morfismo quaklunque. Da osservazioni analoghe a quelle del
caso precedente, segue la tesi.

3. = Costruzione dei limiti diretti.

- In questo paragrafo e nel successivo aggiungiamo Pipotesi che S abbia i
limiti diretti (colimiti di diagrammi diretti) e i limiti finiti e che

(Z) i limite diretti siano permutabili con ¢ limiti finiti .
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Sia (&) la categoria delle L-strutture (in &) e U: #(¥) — A il fun-
tore dimenticante. Sia. .# un insieme parzialmente ordinato filbrante superior-
mente, T: . — (%) un diagramma in # (%) di schema £ tale che, se k<h,
il corrispondente omomorfismo j,.: T(k) — T(h) sia un omomorfismo iniettivo
forte. Indicata allora con 7, = (4;, @> la P-struttura T(k), ke, sard
&, sottostruttura di o7, se k<h ¢ diremo che (iher ¢ una famiglia diretta
inietiiva di strutture.

Sia (4, % A),. il limite diretto del diagramma UT:.# — #. 8i ha al-
lora il seguente

Lemma 1. 8ia P un predicato m-ario. Se per ogni k € &, uy: Ry, »> A e
Vinterprotazione di P in ofy, allora esiste un’unica interpretazione di P su A
tale che gli oy diventino fortemente compatibili.

Dimostrazione. Siano k, he.#, con k<h. Indichiamo con iy.: Ry — R,
il morfismo tale che il seguente diagramma sia un pullback

U
i .m
3 hk I hik
m
T
h

Allora R:.# — " definito dalle relazioni
R(k) = Ry, Rk — h) = iy,

& un funtore. Sia (R, %t R),., il suolimite diretto. E immediato verificare che
(22, N Am),., ¢ una famiglia compatibile per R. Ne segue che esiste uno
ed un solo morfismo #: R — A™ tale che per ogni ke sia WOy == o, U, -
Fissato comunque k€ 4, sia f= {he f|h>k}. Allora (R, %, R), , &il limite
diretto di R} ,; inoltre, dall’ipotesi (), segue che (A7 N Ay, & il limite
diretto di (—)»UT e quindi (A %, Am),_, & il limite diretto di (—)»UT} .
Allora, poiché (3) & un pullback, per (), sard un pullback anche il seguente
diagramma

R
(4) 5, l
R

uk m
k

A
m
Xy
Am

k

] |
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Poiché per ogni ke.#, 4, ¢ un monomorfismo, & un pullback il diagramma

Allora, da (&), segue che anche » & monomorfismo. B possibile quindi inter-
pretare il predicato P nel sottogetto Ry—2s A= Da (4) segue che per ogni
ke S, «, & fortemente compatibile con P.

Indicata con @ la funzione che associa a ciascun predicato m-ario P di &
la relazione m-aria u: R » A™, costruita come nel lemma precedente, consi-
deriamo la Z-struttura o = (4, ®). Ovviamente o;: 4, — A & un omomor-
fismo forte tra 7, e &7, per ogni ke #. Si ha dunque il seguente

Lemma 2. (&, 2, oF)., &4 limite divetto di T per ogni ke S, o, ¢é
sottostruttura di 7.

Dimostrazione. Se (o Py %), con # = (B,¥), & una famiglia
compatibile per T, (4, -, B),., & una famiglia compatibile per UT; allora
esisterd un unico morfismo y: 4 — B tale che yo; = . Dimostriamo ora che y
¢ un omomorfismo. Se P & un predicato m-ario e Ryt A, R»—";->A7",
85— B gono le sue interpretazioni nelle strutture of;, <7 e & rispettivamente,
poiché f, & un omomorfismo tra &7, e &, esisterd un morflsmo @,: R, —» 8
tale che sia commutativo il diagramma

u
K m
R d——— A
m
"kl lﬁ’k
S > s 8"

per ogni ke Sf. Si verifica facilmente che (R, %z 8),., & una famiglia com-
patibile per R; dunque esisterd un (unico) morfismo #: R — § tale che sia
@p; = @y, per ogni k€ #. Con semplici caleoli si prova che il morfismo & rende
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commutativo il seguente diagramma

Dungue y & un omomorfismo tra 7/ e #; ne segue che (o7, &, o)., & il
limite diretto di T.

Per dimostrare che o7, ¢ sottostruttura di .7, resta ora da verificare che o,
¢ monomorfismo. Sappiamo che, per k<2, §,. & monomorfismo (in 2°); poiché
¢id & esprimibile con un pullback, dallipotesi (&) segue che o, & monomor-
fismo (in 7).

Lemma 3. Se per ogni ke S, f.: AL — A, & un’operazione n-aria su A,
tale che ogni ju, sia compatibile, allora esiste un’unica operazione n-aria f: A» — A
tale che e, sia compatibile per ogni ke £.

Dimostrazione. B immediato verificare che (Ay 76, A),., & una fa-
miglia compatibile per il funtore (—)* UT. Dunque, poiché (A? L Ay @
il limite diretto di (—)"UT, esisterad uno ed un solo morfismo f: A" — A tale
che fof, = oy fy.

Sia (4;)es una famiglia uniforme di interpretazioni associata alla famiglia
di strutture (&), ,. Indichiamo con T*:.f — #°(#*) il funtore definito dalle
relazioni

T#(k) = o, , Tk ~> h) = oz

Se per ogni simbolo funzionale n-ario w, indichiamo con f,: A® — 4, la sua
interpretazione in .o7; e con @* la funzione che estende @ e che associa ad w
Poperazione f: 4» — A costruita come nel Lemma 3, o7% = (4, ®*) & una
Z-interpretazione associata ad o tale che oy: 4, —> A & un omomorfismo di
interpretazioni per ogni k €.#. Si ha dunque il seguente

Lemma 4. (&, 2, o7%) ;¢ il limite diretto di T*.

Dimostrazione. In base al Lemma 2, segue banalmente dal teo-
rema 11.5.7 di [3].

19
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4, - Verita delle SH.

Nel presente paragrafo ci occuperemo della verita di una SH nel limite
diretto di una famiglia diretta iniettiva di strutture. Allo scopo premettiamo
la seguente

Osservazione. Sia g: X — A" un morfismo (in #"). Per ogni ke . in-
dichiamo con &,: X, — X, ¢.: X, — A? i morfismi canonici del pullback del
seguente diagramma

Si ha offir.gx = g&x, se k<h; esisterd allora un unico morfismo s X —> X,
tale che &2 = & e Guldu = 130k Allora S:F — 4 definito dalle relazioni

Sk = X, Sk -—>h)= I
& un funtore e ha come limite diretto (X, %, X). ..
Sia (o7}),., una famiglia uniforme di interpretazioni e sia (o7, “h %),
limite diretto. Per ogni g: X — A» consideriamo la famiglia di morfismi (¢;),. »

costruiti come nell’Osservazione precedente. Si ha allora il seguente

Lemma 5. Sia H une SH atomica di range n; allora == H{g] se ¢ solo s¢
lg—’f‘ H[g,} per ogni ke S.

Dimostrazione. Sia H = P(l, %, ..., t,). Supponiamo che l;,—? H[g:]
per ogni k € ., ciod ehe {9, 19, ..., 1"} g, <w,, dove t¥, i =1,2,...,m, & Vin-
terpretazione in «7; del termine £; e u,: R, »> A} & Pinterpretazione in ,,oik del
predicato P. Allora, per ogni I € .#, esisterd un morfismo #,: X, — R, tale che

(8) ey, = {89,101,

Indicata con %: R » A™ P'interpretazione del predicato P in 7%, sappiamo che
(B 25 R),., & limite diretto; quindi, poiche (X, %%, R), ., ¢ una famiglia
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compatibile per S, esisterd un unico morfismo #: X — R tale che
(6) ony, = &y, .

Indicata ancora con %;, ¢ =1, 2, ..., m, Pinterpretazione in .=7* del termine ¢,,
da (6) attraverso semplici calcoli segue

(7) uB == {t1, tyy ooy bt g,

quindi {t;, b, ..., t,pg<u, ciod == H[g].

Viceversa, supponiamo che == H[¢], cioé che esista un morfismo z: X — R
tale che valga la (7), Allora, per ogni ke .#, sard uwé,= o {{%, (P, ..., 1} g,,
quindi, poiché (4) & un pullback, esistera un morfismo che verifica la (5).

Teorema. Sia (o)., une famiglia divetta indettiva di strutiure e
(fy 22y o )yop B0 su0 limite divetto. Sia H une SH: se H & uniformemente vera
i (Lpheys (cirv. [4)y), allova H & vera in 7.

Dimostrazione. Sia (.,ri,:)kE » una famiglia wniforme di interpretazioni,
. . . . . * ™"
associata alla famiglia (s7;)..,, nella quale H sia vera, e sia (o7, %2, o/*)
limite diretto. Dal Lemma 5, con considerazioni analoghe a quelle del teorema 1
di [4],, segue che H & vera in o7*; quindi, per il Liemma 4 si ha ’asserto.
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Summary

In a category in which direct limits commute with finite limits, if an SH formula H
is uniformly true in a direct family of structures, them it is true in its direct limit.






