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C. Corrr FERRERO (%)

Quozienti di stems rispetto a particolari annullatori (**)

Introduzione.

Nel lavoro[1], abbiamo classificato gli stems N il cui semigruppo molti-
plicativo [N; -] possieda un ideale § con proprietd commutative deboli ed
abbiamo provato che, sotto opportune condizioni, N/A(S) ¢ un anello com-
mutativo. Con questo in mente, abbiamo cercato casi in cul il quoziente di
uno stem rispetto all’annullatore di una sua sottostruttura notevole avesse
importanti proprietd in comune con la sottostruttura stessa.

In pavticolare consideriamo i ecasi in cui N possiede un ideale § di [NV; -]
a prodotti banali, il easo in cui il sottostem {S> generato da un ideale § di
[N; -] sia primo o astratto affine ed in ogni caso si prova che, sotto opportune
condizioni, il quoziente di N rispetto all’annullatore destro di S soddisfa alle
dette proprieta.

Inoltre abbiamo studiato proprietd degli stems N una cui immagine omo-
morfa sia a prodotti banali o costante. I interessante il fatto che in tali casi
si ritrovano ideali di [¥; -] in cui il prodotto & distributivo rispetto a se stesso
oppure ideali rettangolari; stems con queste due ultime proprietd sono studiati
ad esempio in[1]; e[2].

1. — Sia ¥ uno stem sinistro; indichiamo con S un ideale del semigruppo
moltiplicativo [N; -] di ¥ e con {8) il sottostem generato da S. Se M & un
sottoinsieme di N, poniamo M* = M\{0}, A (M) ={xe N|yx =0, Yy M},
A(M)={zeN|zy =0,Vye M} ed A(M) = A(M)N A(M). B ovvio che se
8 & un ideale di [NV; -] allora A,(S) & un ideale di N: questo fatto verrd spesso
utilizzato senza esplicito richiamo. ’

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). - Ricevuto: 23-I1I1-1978.
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Poniamo inoltre N® = {#*-...-a*|a*, ..., a* € N} ed indichiamo con N* il
sottostem generato da N®,

Oi interessiamo dapprima degli stems N il cui semigruppo [N; -] possiede
un ideale S a prodotti banali. Ricordiamo che S £{0} si dice a prodotti
banali quando, per ye€ 8, & 0y = 0 e, per v 8%, ay = y. E chiaro che allora
A8y 8§ ={0}.

Lemma 1. 8ia N uno stem ed S un ideale ¢ prodotti banali di [N; -],
allora, per xe 8% ed ye Sy, risulte zy = y. ‘ '

Sia 3 un sottoinsieme di N; indichiamo con > (M) Iinsieme delle somme
finite di elementi di M e con m (M) Vinsieme dei prodotti finiti di elementi
di M.

Poniamo S, =8 ed S;=x (3 (8;1) (i>1): ovviamente <S> = [J8,.

{ENg
Per dimostrare l'asserto ragioniamo per induzione sul minimo intero 4

tale che y € 8§;.
Se ye 8, oy = y per ipotesi. Si abbia, per induzione, che per zc S* e
per ye8;, sia 3y =y e sia 2z un generico elemento di S,,,. I ovviamente

2 == (Zyil)-(Zyiz)‘---‘(z@/iS)’

i€1,, tael,, isely,

ove gli y,, sono tutti elementi di S;. Poiche, per Vipotesi induttiva, ¢ Y, =
=y, (V;,€l,) risulta @z =z, grazie alla distributiva sinistra ed alla pro-
prieta associativa del prodotto. Per induzione ne segue l’asserto.

Lemma 2. Sia N uno stem ed 8 un ideale a prodotis banali di [N; -] se
esiste un y € (8)* tale che vy = 0 (we N), allora xe A(S). Inoltre il prodotio
di due elementi non appartenenti ad A(S) ¢ diverso da zero. :

Siano we N, ye{8*) e sy = 0. Per se S, risulta szcf e s¢c sw==0 &
swy =y (Lemma 1); ma & anche swy = s0 = 0, onde y = 0, contro Dlipotesi.
Pertanto & sz =0 e percid x e 4,(S).

Visto che S & un ideale di [N; -] con zero e privo di nilpotenti non nulli
allora (oss. 2 di[1], punto 1), per ze N e te S, si ha che 2t = 0 se e solo se
tz = 0, e questo vuol dire che 4,(8) = A,(S) = A(S); dopo quanto gid visto.
questo dimostra la prima parte dell’enunciato. : ‘

Siano ora a,be N con a,b¢ A(S) e ab = 0.

Poiche 4,(8) = A(S), esiste un s’ € §* tale che bs' € §*: visto che NV & zero-
simmetrico (oss. 1 di[l],), & anche abs'= 0s’= 0. Per la prima parte del-
Penunciato di questo lemma dovrebbe risultare a € A(S), contro l’ipotesi.
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Lemma 3. Sia N uno stem ¢ sia S un ideale a prodotti banali di [N; -1;
allora

(1) ws = s, per e N\ A(S) ¢ per se 8,

(2) s'y —y e A(S), per ye N ¢ per s'c 8*.

Dimostriamo la (1). Per z ¢ A(S), s'e8* ed se 8, risulta (zs'a) s =s¢
= (ws')-s, da oui ws'(ws—s)=0. Ora xs'#0. (Lemma 2, ricordato che
SN A(S) =1{0}) e se fosse ws — s 5= 0 si avrebbe ws — s € (§*) e, per la prima
parte del Lemmsa 2, sarebbe s’ € A(S). Questo ¢ assurdo perche as’ € 8% ed
SN A(S) = {0}.

Dimostriamo la (2). B chiaro che se y € A(S), allora s'y — y € A(S) perché

A(S) & un ideale di N (oss. 3 di[1ly). :
- Nel caso in cui 4 ¢ A(S), ys' ¢ A(S) perché ys' == 0 (Lemma 2) ed A(S) N §
= {0}. Possiamo quindi applicare la (1), per = = ys' ed s = s'y, ottenendo
(ys")(s'y) = s'y; ancora la (1), per x =y eds=¢s"y, da y(s'y) = s'y. Per con-
fronto abbiamo (ys')-(s'y) = (ys')-y, da cui ws'(s'y —y) = 0; ne segue
s'y—ye A(S) (Lemma 2). »

Teorema 1. Sia N uno stem ed S un ideale a prodotti banali di [N; -];
allora NJA(S) é uno stem a prodotti banali. :

Incominciamo con losservare che A(S) & un ideale di N (per la oss. 3
dif1],), e che N & zero-simmetrico (per Poss. 1 di[l],).

Consideriamo lo stem N = N/A(S); posto 3 =s + A(S) per se 8%,
Z=1z-+ A(8) ed ¥ = y + A(S), si ha anzitutto che:

(a) se 82 = A(S8), allora z = A(S),
(b) 5y = 7.

Dimostriamo 1a (a). Se 52 = A(S) e poiche 5= A(S) ¢,Vs'e S, szs' = 0.
Se 28" == 0 allora s € A(8) (Lemma 2) contro la s € §*. Dunque 2s’= 0 e percid
ze A(S) e z = A(S).

Per dimostrare la (b) osserviamo che per la (2) del Lemma.3 applicata ad s
ed y, risulta sy — y € A(S) e dunque sj = 7.

Veniamo ora alla dimostrazione del Teorema.

Conservando le posizioni precedenti, consideriamo Z = o + A(S) = A(8);
per la (b) risulta (ST)§ = ¥ = 5§ (perché 3T = A(S) grazie alla (a)). Dunque
5@y — §) = A(S), da . cui, per la (a), TG — J = A(8) e ciod Ty = 7.

Sia invece T = A(S), ¢ banalmente Z§ = Z perché¢ N ¢ zero-simmetrico.

Con questo l'enunciato ¢ dimostrato. i
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Il Teorema 1 & parzialmente invertibile nel

Teorema 2. Siano N wno stem, I un suo ideale tale che N|I sia a pro-
dotti banali. Sia A; (I)== 0: allora N & zero-simmetrico ed AJI) é un ideale di
[N; -] distributivo a destra (*). Se inolire A, (I)N I = {0}, allora AJ(I) é un
semigruppo distributivo, privo di divisori dello zero e contenuto in A.I). Se
ancora A (I} = AyI), allora A (L) é un ideale di N a prodoiti banali.

Dimostriamo che N ¢é zero-simmetrico: intanto I & un ideale di [N; -] perche,
essendo N/I a prodotti banali, risulta IN CI (mentre NI CI perché I & un
ideale di N).

Inoltre se meA’:(I), cioé se oI = {0} & anche aNI ={0}, da cui %-0-1
= 0-I = 0: ne segue N zero-simmetrico perche I risulta un ideale con zero
del semigruppo [N; -] (oss. 1 di[1},).

Ora A I) ¢ wn ddeale di [N; -] perché (N-A(I)I= N-(A,)-I) =
N-0=0 ed (4,(I)'N)-I = A(I)(¥N-I)=0.

Per mostrare che A,(Z) é un semigruppo distributivo a destra cominciamo
col mostrare che

(I) per a;¢1 e bye N allora a,b,— b,e1;

(II) per a,be N, abe I se e solo se a el oppure be I;
(III) per ¢, d, ec A(I), allora c¢de = 0 se de I oppure ec I;
(IV) per 7,8, te A(I), allora st = 7t se s, t ¢ I.

(I) Poiché N/I & a prodotti banali, allora, posto @, =a,+ I e by=>5,} I,
risulta @b, = b, e dunque a,b,— b, e I.

(IT) Sia a-bel ed a¢I; per la (I) risulta ab — be I e dunque bel. L’in-
verso & ovvio.

(III) Siano ¢, d, e A(I) con del oppure ecl; allora deel e dunque
cde = 0.

(IV) Siano 7, s,te A(I) eon s,¢¢ I; allora, per la (I), st— te I e dunque
r(st—t) = 0, da cui rst = rt.

Possiamo ora dimosirare che A, (I) é distributivo a destra.

(*) Un semigruppo § si dice disiributivo a destra se, Yz, y, z € S, risulta ayz = xeyz,
distributivo @ sinistra se xyz = xyxe e distributivo se & distributivo a destra e a sinistra.
Cir., per esempio, [1], oppure [3].
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Siano infatti @, y, ze A(I) e sia syz = 0; si hanno ora due casi. Se Y
oppure z appartengono ad I & syel e dunque, per la (IIL), z-(zy) 2 = 0. Se
invece ¥, ¢ I per la (I), risulta y2— ze I, da cui, moltiplicando per e per
@z successivamente, ayz = a2 e weyz = 2% Ma, per la (I), &anche 22— ze T
e, moltiplicando per «, si ha @s® = xz; da un confronto delle relazioni cosi
ottenute segue weyz = 22 = ayz = 0.

Mettiamoci nel caso in cui «, y, z€ 4,(I) ma zyz = 0; allora, per la (IT1),
Y, 2¢ 1 e per la (II), 2y ¢ I; per la (IV) dunque zyz = az e anche z(zy) 2=u2:
ne segue Yz = w2Yz.

In ogni caso si ha Passerto.

Supponiamo ora che sia inolire A,(I)N I ={0}; allora

LA =A0)I={0} ¢  A)CAD).

Dimostriamo che in tali condizions AJI) é distributivo.

Siano @, y, z€ A, (I); @, y,2¢ I e dunque, per la (IV), risulta zyz == az;
ma anche yz ¢ I (per la (I)) e dunque, sempre per la (IV), x(yx)z = a2: ne
segue wyz = gywz ed A(I) & distributivo anche a sinistra.

Inoltre A,(I) & privo di divisori dello zero, perche, se », y € A,(I) ed oy = ()
allora, per la (I), #zel o yel: dalla 4,(I)N I = 0, segue P’asserto.

Sia ora inolire A,(I) = A4(I); allora A,(I) & un ideale di N perché annul-
latore destro dell’ideale I di [N; -].

Applichiamo il teorema 6 di[1], ad A(I) = A(I); ricordato che ora A,(I)
risulta uno stem distributivo e privo di annullatori diversi da {0}, si ottiene
che gli elementi non nulli di 4,(I) sono unitd sinistre, il che completa la dimo-
strazione del feorema.

Completiamo il numero con la

Osservazione 1. Sia N wno stem e sia S un ideale con unita di [N; -];
allora N]A,8) ¢ uno stem con wunita.

L’enunciato ha senso perché 4,(S) & un ideale di W, essendo § un ideale
di [N; -]. Detta « Punitd di S, poniamo % = w + A44S), e, per e XN,
T =1+ A4,8); poiché wux—ze A,(S) ed wuw — xe A,8), si ha subito
ur = ¥u = ¥, da cui Passerto.

2. — Consideriamo ora il caso in cui il sottostem (8> di N generato da
un ideale § di [¥; -] sia uno stem primo o semiprimo (ofr.[4]).

Teorema 3. Sia N wno stem e sia (8> il sottostem di N generato da un

tdeale 8 di [N; -]; se {8y & primo (semiprimo) e A, (S) N (S = {0}, allora
N[AL8) & primo (semiprimo).

24
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Premettiamoe alla dimostrazione alecune considerazioni. Sia (8> uno stem
primo e siano I,, I, ideali di N tali che I,-I, ={0}; poiché¢ ovviamente
I, 8> ed I,N 8 sono ideali di <S) ed (I,N (8)) (I, N {8)) = {0}; allora
I,N ¢Sy = {0} oppure I,N <S8y ={0}. Sia, per esempio, I,N {8) = {0}
poiché SI,CI, ed SI,CS8C<{S), allora SI, ={0} e percio I,C A4(S).

Veniamo alla dimostrazione del teorema. Siano J;, J, ideali di N/A4,(S)
tali che J,-J, = 4,(8) e siano J;, J; le controimmagini di J,, J, nell’omo-
morfismo canonico w di N su N/A4,(S). Ovviamente z (J;-J;) =dJy s =A448) ;
ne segue che J,-J, C 4,(8) e dunque (J; N (SY) (J. N {8Y) € Al(8) N {8y ={0}.

Per quanto visto sopra allora J; C A, {8) oppure J; C A4(S). Se per esempio
J;QAd(S) deve essere J, = A,(S) perchd risulba anche J;2 44(8). Il resto &
ovvio.

Nel caso in cui (8) sia semiprimo si procede in modo del tutto analogo.

Corollario 1. Sia N uno stem e sia S un ideale di [N; -] tale che {8)
sia semplice non zero stem; allora N[A4(S) é primo.

Dalla semplicitd di <S) segue A,(8) N 8> = 0. Inoltre (cfr. [4], prop. 2.70)
uno stem semplice non zero-stem & primo; dal Teorema 3 si ha subito Vasserto.

Corollario 2. Sia N uno stem una cui potenza N* sia uno stem primo
(semiprimo); allora N[A(N®): & primo (semiprimo).

Per il Teorema 3, basta verificare che J = A (N®) N N*= {0}.

Sia, per assurdo, J # 0 e SIaN0 jy, ..y fry Jrr € J; Visto che Jy...fpe N
e fr1€ A N®), risulta j-... iy frrs=0. Ne segue che J¥t1 = {0} contro il
fatto che N* & primo (cfr.[4], prop. 2.104). Dunque J = 0.

3. — Dato lo stem N, si usa porre Ny ={#eN|0x =0} ed Ny;={y€ N|
(¢t +t)y =1ty + 1y, Vi,¢’ € N} e chiamare astratto affine uno stem la cui
somma sia commutativa e tale che N,= N, (cfr.[4]).

Teorema 4. Sia N uno stem ed S un ideale di [N; -] tale che (S) sin
astratio affine; allora N = N|A4(S) é abeliano ed {8,/ AS) c N, (2). Se inoltre
8o {0} ed A(S,) N N3 ={0}, allora N & astratto affine. ‘

Ricordando che A,(8) ¢ un ideale di N perchée S & un ideale di [N;-];
osserviamo che il derivato N’ del gruppo additivo di N & contenuto in 4,4(S)
percheé, per te S e per @, ye N, risulta t(o+y—o—y) =1izv + iy — 1w~
—ty =0 (perché SN C S ed (S) ¢ abeliano). Questo basta per dire che N ¢
abeliano.

(2) Poniamo, come spesso si usa, {S)ofdq(8) = {x + Ay(8) | € {8}
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Per #e€ (8>, poniamo T =2 + 4,8) e mostriamo che TeN,; infat-
ti, visto che per ye A,S), Syz =02 =0, risulta yw e A48) e dunque
Ay8)Z = Ad(S)' _

Possiamo ora dimostrare che (8)/A.8)Cc N,. Siano t, e N e sia we (8
Posto T=1-4 Ay(S), I'=1"-+ Ay(S) ed T =z AL S) risulta, per y €8 e per
il teorema 9.80 di[4] applicato allo stem astratto affine {85,

Yyl +t)e—t'w—itz] = (yt + yt')o— yt' 2 — yiw = D(yt, yt's @) =—0w =0,

da cui segue [(t 4 t')z—t's— tw]e A,(S) e dunque (+7)% =iz - ¥'7.

Dimostriamo ora che

(1) Se 2=z -+ A,8) ¢ un elemento di N,, allora ze N,;
(2) Se T=w 4 Ay8S) con €8, ¢ =2+ AyS) eN,, allore 37 € So/ A(8).

Per dimostrare la (1) osserviamo che 4,(8)-2C 4,(8), perché z e N, e dunque
8- A448)-z=={0}; allora 0 = (5-0)-z=0z.

Per dimostrare la (2) notiamo che zz e §, perche zre S ed inoltre 2w &
zero-simmetrico perché lo sono sia z che #: dunque zZ% € 8,/ 4.4(8).

Veniamo ora alla dimostrazione della seconda parte dell’ enunciato: sia 8, {0}
ed A4,(8) N N2={0}.

Posto, per #,1'e N, per s Ny e per € 8,, t=1-F A, 8), ' =1t Aq(8),
Z=2+ A48) ed T =@ 4,(8), risulta [(+7)Z—1'Z— 12T = A,(S), ricor-
dando che {8)¢/4,(8)C Ny e la(2); i qui [(¢ +¢)2— ¢z — t2]-w e A4(S). Per
y €8, risulta dunque y-[(t + ¢)-2—t'2—#2]-# = 0 e dunque, poiché ze Se,
Y[+ 7) 22—t 2—t2]€ A,(S)) N N* ={0}, da cui otteniamo (f -+ t')-z— ¢ -
'@ —tz € Ay(S). Dunque (2 -+ #') % = iz + #'z. Si conclude che N, ¢ ¥,; Iinclu-
sione opposta & ovvia e di qui 'asserto.

Le considerazioni del teorema sono completate da quanto segue. Se N &
uno stem ed § un ideale di [N; -] tale che (8> sia astratto affine ed (8=
= {0}, allora (8> & costante (& ciog, per y e8>, 0y = y) ed abeliano. Piu
generalmente:

Osservazione 2. Sia N wuno stem ed S un ideale di elements costanti (3
di [N; -1; st ha che 8 = N, ¢ se inolire Ny == A,(S), allora N/AS) ¢ costante.

Se infatti #e N,, per ye 8, risulta yr =2 ed yzre S, da cui ze . Ne
segue N,= S. Il resto & ovvio tosto che si ricordi che N — Ny+ N, con
NoN N, ={0} (cfr.[4]). '

(*) Si abbia ciot che SCN, ove N,={zeN|0z=x}.
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TUn parziale inverso dell’Osservazione 2 & fornito dal

Teorema 5. Sia N uno stem ¢ sia T un suo ideale tale che NI sia costanie;
se AJI) 0 allora T = N, ed AJ(I) é un semigruppo rettangolare (*) e distribu-
tivo (). Se inolire A(I) & uno stem ed AJI) N I = {0}, allora A,(I) ¢ costante.

Incomineciamo con Posservare che, per a,be N, & ab— bel, perché N/I
& costante e pertanto risulta

1 cab = ¢b per cec A(I) ed a,belN.

Inolire I = N,: infatti dalla (1), per a=0 e per bel, segue ¢-0-b =
— ¢b = 0-b; ma ¢b = 0 e dunque 0-I = 0; se viceversa ¢ € Ny, allora 0t =0,
ma 0t—tel e dunque tel.

Dalironde AI) ={we N|zy = 0y, Yy € N}: infatti se v € A (D), dalla (1)
segue, per ¢ =@, a =0, b=1y: 0y = 20y = xy; viceversa se zeN ed zy =0y,
Yy e N, allora oI = 0, perché 0I =0, ed @ e A4,(I).

Da quest’ultima osservazione segue che in A, (I) il prodotto di due ele-
menti dipende solo dal secondo fattore e dunque A,(I) é rettangolare (cfr. [2]).

Inoltre A,(I) ¢ distributivo: siano infatti @, y, ze AJ{l): dalla (1) per ¢ = =,
a=1 e b=z segue wyz = 42, per ¢ =, & = Y&, b = 2 segue w(yr)e = w2 e
per ¢ = @, a = 2y, b = 2 segue ¥eyz = xz. Per conironto si ha oyz = ayxre =
= LRY. ‘

Per dimostrare la seconds parte del teorema, osserviamo che se inoltre
A, (I)N I = {0}, allora A,(I) & privo di divisori dello zero perché se @, y € A(I)
ed xy = 0, allora y € I (perché zy — y € I). Ne segue (teorema 6 di [1]), che,

N

se A (I) & uno stem, esso & costante.

(®) Un semigruppe S si dice reffangolare quando, VYa, b, @, x' €S tali che
ax = bx = az’, accade che bz’ = az'.
(5) Per la definizione di semigruppo distributivo si veda Pannotazione (*).
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Summary

Let N be a near ring, and T a subset of N. Some cases in with N[A(T) has special
algebraic property in common with T' arve studied. In particular if T' is a ideal of [N; «]
such that ay =y, Yo e T* and Oy = 0, the same property is satisfied by N/A(T).

If (T is @ prime or an abstract affine near-ring satisfying some additional conditions,
then N/AT) is respectively, prime or abstract affine.






