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STEFANIA DONNINI (¥)

Due generalizzazioni delle varieta quasi kiihleriane (**)

1. - Introduzione.

Alcuni lavori recenti di A. Gray, L. Hervella, G. B. Rizza, S. Sawaki, E. Vidal
e di altri autori hanno condotto a considerare alcune classi di varietd che ge-
neralizzano quella delle varietd kihleriane.

Nello stesso ordine di idee, in questo lavoro, vengono introdotte due classi
di varieta, che generalizzano la classe delle varietd quasi kihleriane.

Le wvarietd della prima di queste due classi sono quelle per cui il campo
di Kihler & & parallelo nella connessione di Levi-Civita (n. 3).

Le varietd della seconda classe, denominata con D, sono quelle per le quali
il campo di Kiahler K soddisfa alla condizione D di G. B. Rizza (n. 4).

Il confronto delle classi sopra accennate con altre clagsi di varietd, note
nella letteratura, conduce a diverse caratterizzazioni delle varietd kihleriane
(teorema T, del n. 3; teoremi 7,, T; e corollario €, del n. 4) e ad una carat-
terizzazione delle varietdh quasi k&hleriane (teorema T; del n. 4).

La classe D, che pud anche essere caratterizzata da una condizione sul
campo di Nijenhuis 4" (teorema T, del n. 4), presenta una certa analogia for-
male con la classe delle varietd quasi Kotd. Cid appare dal teorema T, del n. 4,
che caratterizza appunto quest’ultima classe mediante la condizione ¢ di
G. B. Rizza sul campo di Kihler K.

I teoremi 7, T,, T generalizzano alle varieta delle classi qui considerate
risultati gid noti per le varietd quasi kihleriane.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito come Borsista del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto:
6-X1-1978.
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2. - 'Struttura quasi hermitiana.

Sia V una varield quasi hermitiona, dim V= 2n (n>2), ¢l V = 2n 4+ 1 (3.
R R
Sia 7 lo spazio dei campi tensoriali di tipo (r, 8) su V. In particolare sia J
il campo di g3 di classe O** che definisce la struttura quasi complessa di Ve g
il campo simmetrico di I che definisce la metrica riemanniana di V.
Intervengono nel seguito gli isomorfismi A, W (%), definiti per ogni campo
Leg} da

A= (L®J)(®, WL=-—ca(ALQJ).
Siano poi ¢, H i campi di F73, J7? rispettivamente, definiti da
ay®G) =6, H=d(J®y),

essendo 6 il campo di Kronecker. Come noto, il campo @ & simmetrico, mentre
il campo H & emigsimmetrico.
Si denoti poi con I' la connessione di Levi-Civita definita dalla metrica g.
Sia DJ il campo tensoriale ottenuto da J per derivazione covariante nella
connessione [ (%) ed N il campo tensoriale di Nijenhuis definito da

N = — dedi(J @ e(DJ)) ().

Come noto V & a struttura hermitiana, se e solo se N = 0 (3); cioé la strut-

\

tura quasi complessa & integrabile.
Si consideri ora il campo tensoriale di Kihler K = 6ens DH, dove DH & il

campo tensoriale di Z7) ottenuto da H per derivazione covariante nella con-

nessione di Levi-Civita. Come noto, se # = 0 la varietd V si dice quasi
kéhleriana (7).

(}) Per le nozioni generali 8i veda p. es. XK. Yano[9], Ch. 5, 6, 9.

(2) &. B. Rizza{7],, p. 472.

(®) In generale ¢f & Papplicazione tensoriale di contrazione relativa all’i-esimo indice
di contravarianza e al k-esimo indice di covarianza (cfr. p. es. N. Bourbaki [1], p. 45).

() L’indice di derivazione ¢ il primo indice.

(®) In generale ¢;;, ...;, ¢ 'applicazione tensoriale di emisimmetrizzazione rispetto
agli indici di covarianza 4, j, ... J,. I’analoga applicazione tensoriale di simmetrizza-
zione relativa agli indici di covarianza j, ... j; & o;, ... ;. Quando si opera su campi ten-
soriali di tipo (p, 2) in luogo di &, e oy, seriveremo sempre ¢ e o.

(®) Ved. A. Newlander-L.. Nrenberg [6], p. 393.

(?) Ved. K. Yano [9], p. 141.
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Conviene ricordare che su una varietd quasi hermitiana V sussiste la relazione
1 N = 2e,(H T R X)) + 2¢H(H Q@ aDJ) (%),

dove AN =cl(N®g) ed o = 0 — &

Conviene ricordare che V & una varietd kihleriana, se e solo se risulta
A =0 ed N = 0. Una condizione equivalente ¢ DJ =0 (9).

Pitt in generale se il eampo tensoriale DJ wverifica le condizioni

2) oDJ =0,

(3) 1+ aWa)DJ =0,
(4) 6 DDJ =0,

(5) o(1— aWa)DJ = 0,

la varietd si dice rispettivamente quasi Tachibana (1°), quasi Koto (11), para-
kihleriana (12), underkdhleriana (13).

B utile per il seguito ricordare che se V & una varieta rispettivamente quasi
kéhleriana, quasi Tachibana, quasi Kotd ed inoltre la struttura quasi com-
plessa di V' & integrabile, allora V' & una varietd k&hleriana.

3. = Varietd a campi di Kihler parallelo.
Si consideri ora la condizione

(6) DA =0.

(3) Ved. K. Yano [9], (4.10) p. 141. Tale relazione sussiste su una varietd quasi
hermitiana e pit in generale relativamente ad una connessione metrica e J-semisim-
metrica (S. Donnini [2], n. 6).

(®) Ved. G. B. Rizza [7],, n. 4, p. 473.

(*0) Ved. K. Yano [9], p. 141.

(1Y) Le varietd quasi Koto sono anche chiamate O%-spaces. E immediato provare
che la condizione (3) & equivalente alla condizione (4.1) di K. Yano [9], p. 197.

(**) Ved. G. B. Rizza [7],, p. 49.

(*%) Ved. L. Hervella ¢ E. Vidal [5], p. 117. Si riconosce senza difficolta che la classe
ivi indicata con @, coincide con la classe delle varietd che, seguendo altri autori, sono
dette in questo lavoro under-kahleriane.
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T immediato che la classe delle varietd a campo # parallelo contiene la
classe delle varietd quasi kihleriane.

Sussiste il teorema

Ty Unavaricta V quasi Tachibana o campo di Kdhler parallelo é kéhleriana;
¢ vicoversa.

II caso particolare di una varietd V quasi Tachibana e quasi kihleriana
& noto (11).

Per Ia dimostrazione del teorema occorre ricordare che su una varietd quasi
Tachibana il campo tensoriale di Kéhler si riduce a

(7) A = 3DH ().

Dalle (6), (7) segue DDH = 0 e quindi la (4) e segue Passerto per il teo-
rema T, del lavoro [7],. Il viceversa & banale.

In virth del teorema 4.6 di K. Yano [9], da T, si deduce immediatamente
il corollario

Ci. 8Se V ¢ una varietd quasi Kot a campo di Kahler parallelo ed il campo
di Nijenhuis A ¢ emisimmetrico in tults © suot indici, allora V ¢ una varietd
kihleriana; e viceversa.

Sussiste anche il corollario

C,. Se V ¢ una varietd quasi Kot e underkidhleriana ed ha il campo di
Kdénler parallelo allora V é kdhleriana; e viceversa.

Basta osservare che le varietd quasi Tachibana risultano essere precisa-
mente le varietd che sono simultaneamente quasi Koté e underkihleriane (¢).

4. - Varietd appartenenti alla classe D.
Conviene ora introdurre anche il campo di Kéahler di tipo (1, 2)

E=dARF.

(14) Ved. p. es. A. Gray [4], Cor. 4.3, p. 279.

(3%) Ved. K. Yano [9], th. 1.3, p. 177.

(2¢) Ved. L. Hervella ¢ E. Vidal [3], prop. 2, p. 177, tenendo conto della nota (13).
Alla stessa conclusione si perviene subito utilizzando le (3), (5) e ricordando che
WDJ = —DdJ. (Ved. G. B. Rizza [7];, P, p. 473).
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Si dice che la varicta V appartiene alla classe D, se il campo tensoriale K sod-
disfa alla condizione formale D di G. B. Rizza (¥*), vale a dire se risulta

(8) (WaeW)K = K .

B immediato che la classe D contiene la classe delle varietd quasi
kéahleriane.

Tenuto presente che K & emisimmetrico, ciod K = — oK, e che WaWx
= aWaW (18) la (8) equivale a

9 14+ cWaW)H = 0.

Dunque, la varietdh V appartiene alla classe D, se e solo se K soddisfa alla
condizione C di @. B. Rizza.

B naturale ora considerare, in luogo della condizione (, I’analoga con-
dizione C, cioé

(10) (1—aWaeW)KH = 0.
Sussiste il teorema

T,. Condizione necessaria e sufficiente perché la varietd V sia quasi Kotd
¢ che il campo tensoriale di Kihler K soddisfi alla condizione C.

Per stabilire il teorema & opportuno osservare che le condizioni ¢, ¢ di
G. B. Rizza per un campo tensoriale L €7} equivalgono rispettivamente al
fatto che L sia puro, tbrido rispetto agli indici di eovarianza (*). Cid consente
di enunciare un lemma di 8. Sawaki (20) nel modo seguente

L. La condizione C per il campo DJ equivale alla condizione C per il campo K.

In virtt del lemma L e del teorema 5 del lavoro [7], di G. B. Rizza si per-
viene immediatamente all’asserto.

Conviene ora tornare alla classe D, che, in base a quanto si & visto, appare
in certo modo analoga alla classe delle varietd quasi Kot6.

Sussiste il teorema

(1) Ved. G. B. Rizza [7],, n. 3.

(*8) G. B. Rizza [7],, formula (4), p. 11.

(*%) Infatti le condizioni O, O sono equivalenti rispettivamente alle (4.13), (4.14)
di K. Yano [9], p. 60.

(29) 8. Sawaki[8], lemma 2.2, p. 23.
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T,. Condizione necessaria e sufficiente perché une variete, quast hermitiona V
appartenga alle classe D ¢

(11) N =2 (H® aDJ).

Poiché la condizione D per il campo K equivale a eyu(cH(J ® #)) = 0 (),
dalla (1) segue subito P’asserto.

Un altro risultato sulle varietd della classe I & il seguente

Ti. Una varieta V quasi Tachibana, appartenente alle classe D, & kihle-
riana; e viceversa.

Il caso. particolare di una varietd quasi Tachibana e quasi kihleriana &
noto (2). ‘

Su una varieta quasi Tachibana vale la (7), onde K = 3DJ. La (9) si
riduce quindi a (1 4 aWaW)DJ = 0, che equivale a N = 0 (2¥). L’osserva-
zione alla fine del n. 2 permette di concludere che ¥V & kihleriana. I1 viceversa
& ovvio.

Conviene ora segnalare il teorema

T5. Une varietd V quasi Kot ¢ apparienenie alla classe D ¢ quasi Lihle-
riana; ¢ viceversa.

Tenuto presente il teorema 7', sussistono simultaneamente le (9), (10).
T immediato concludere che K = 0; di qui si ha subito Passerto. Inversamente
se ¥ & quasi kithleriana & anche quasi Kotd (2¢) e, come si & osservato, appar-
tiene alla classe D.

Si noti che il teorema ora dimostrato precisa che la classe delle varietd quasi
Lihleriane é Dintersezione della classe D con la classe delle varietd quasi Kots.

Tenuto presente po il teorema T, del lavoro di G. B. Rizza (%), dal teo-
rema T, segue subito ‘

Cy. Una varieta V quasi Koto, parakihbleriana e appartenente alla classe D
¢ kéhleriana; ¢ viceversa.

(3') Ved. p. es. G. B. Rizza [7],, p. 240.

(32) Vedi nota (14).

(3%) Ved. p. es. G. B. Rizza [7];, p. 473 ¢ la nota (15).
(*1) Ved. XK. Yano [9], Th. 4.4, p. 199.

(*6) G. B. Rizza [7],, p- 50.
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Si stabilisce infine il teorema

Ts. Sela varicta V appariiene alla classe D e il campo tensoriale di Nijenhuis
N & emistmmetrico in tutti © suoi indici, allore V é kihleriana; ¢ viceversa.

Per ipotesi oy A4 =0, da cui a causa del teorema T, segue c}{(H & ¢.DJ)=0;
in conclusione ¢DJ = 0, cicd V & una varietd quasi Tachibana. Dal teo-
rema T, segue I’asserto. Il viceversa & ovvio.

Il teorema dimostrato generalizza sia un risultato di K. Yano (*), rela-
tivo alle varietd quasi kéhleriane, sia il feorema T, di questo lavoro in quanto,
se V & una varietd quasi Tachibana, 4" soddisfa alla proprieta di emisimmetria
delP’enunciato (%7).

(26) K. Yano [9], Th. 1.2, p. 154.
(") Ved. K. Yano [9], th. 4.4, p. 142.
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Summary

Two classes of almost hermitian manifolds, generalizing the almost kihler manifolds,
are introduces. One of these classes occurs when the kdhler field K is parallel with respect
to the Riemann connecltion; the other one when K satisfies a convenient linear condition.

For a manifold V, belonging to the first or to the second of the above classes necessary
and sufficient conditions in order that V be a kdhler manifold are obtained.

Some know resulis are derived as special cases.
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