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Spazi nearly-compact e spazi compatti (*¥)

Introduzione

In [2], tenendo conto di [1], [8], [9] si & pervenuti a caratterizzare gli spaz
nearly-compact come spazi in cui ogni filtro particolarmente chiuso (efr. [2]
def. 5.1) e non nullo sullo spazio topologico § possiede almeno un punto di
aderenza in § (cfr. [2] teor. 2.1).

In[6] Asha Mathur ha invece provato che: S & nearly-compact se e solo
se ogni filtro su § ha almeno un d-punto di aderenza in 8.

Le due earatterizzazioni sono indipendenti per il fatto che non tutti i
filtri su § sono particolarmente chiusi su § ¢ non tutti i d-punti di aderenza
in § sono punti di aderenza in 8.

In questo lavoro, tenendo conto di[2] e [6] diamo delle nuove caratteriz-
zazioni degli spazi nearly-compact e degli spazi compatti. In tale ottica, con-
siderato Passioma di separazione T, proviamo che uno spazio § di Hausdorft,
¢ Ty; se e solo se lo & ogni suo sottoinsieme proprio regolarmente chiuso
(Lemma 1.1). Risultato che assieme al teor. 2.1 di [2] ed al teor. 2 di [5] ¢i per-
mette di caratterizzare gli spazi nearly-compact come spazi in eui i loro sotto-
insiemi propri regolarmente chiusi sono nearly-compact (Teor. 1.2). Comple-
tiamo cosl il risultato di Asha Mathur (efr. [6], teor. 7) in cui & provata solo
la necessarietd del Teor. 1.2.

Mediante quest’ultimo risultato e quelli riportati in [3] otteniamo inoltre
una nuova serie di caratterizzazioni per gli spazi compatti (efr. Teor. 2.1, 2.2,
2.3 e 2.4), 'ultima delle quali (Teor. 2.4) migliora il noto risultato « S & compatto
se e solo se ogni filtro su § ha un punto di aderenza in 8 » ed & perfettamente
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in linea con la caratterizzazione degli spazi nearly-compact di cui al punto (2)
del Teor. 1.1.

Concludiamo con un controesempio di spazio almost-compact e T, (per-
tanto nearly-compact, [2] teor. 2.1) ma non compatto a conferma della non
migliorabilitd del toer. 3 di[5] con il seguente risultato: « § ¢ compatto se e
solo se ¢ almost-compact e T, ».

Circa le notazioni usate per i filtri e le loro operazioni seguiamo “le notazioni
del Kowalshy [4] anzich¢ quelle del Bourbaki. Ricordiamo semplicemente:
se Z & un filtro su (8,) di base & (cfr. [4], def. Be), indichiamo con & il filtro
chiuso (cfr. [4], pag. 39) su (8,77) una cui base & & = {B/B € %}, essendo B
la chiusura di Bin 8 (B & Pinterno di B in 8). Inoltre se ¥ = # & un altro filtro
su (8,7), indichiamo con FAY il filtro intersezione reticolare di & con 9
ciod, inf {F, &} (cfr. [4], pag. 24).

Diciamo inoltre che & ¢& il filtro nullo @ su (8,7 ) se ¢ € F. Per tutte le
altre notazioni rimandiamo a [2].

Ricordiamo ora le seguenti definizioni:

Definizione 1.1. Diciamo che uno spazio topologico S & Tgé(Tga) (efr. [3]
e [10], pag. 13) se¢ per ogni coppia di suoi punti distinti (z, y) esistono due intorni
aperti a chiusure disgiunte (esiste wna fumzione continua f: 8 —1[0,1] tale che

f@) =0 e fly) =1).

Definizione 1.2. Diciamo che uno spazio topologico S & almost-compact
(cfr. [9] def. 3.1) quwndo da ogni ricoprimento aperto R= {4, };e , di 8 ¢ possibile
estrarre una sottofamiglia finita {4, , A , A, }tale che 4, WY 4,0 .. ud, =8.

Definizione 1.3. Diciamo che uno spazio topologico 8 & nearly-compact
(cfr. [8]) quando da ogni ricoprimento aperto B = {A }ier A8 S & possibile est1 arre

Q2.

una sottofamiglia finita {4, , A, , ..., 4, } tale che A V4,V A GY e U A =8.

i1? igd *

Definizione 1.4. Diciamo che un sottoinsieme A di uno spazio topoic-
gico 8 & regolarmente chiuso (regolarmente aperto) se & la chiusura (Vinterno)
di wn imsieme aperto (chiuso) o equivalentemente se ¢ la chiuswra del suo interno
(Vinterno della sue chiusura). (cfr. [9] def. 2.2 e [10] pag. 6).

Teorema 1.1. Sia S uno spazio topologico di Hausdorff. Le seguenti
condizioni sono equivalenti:

(1) S ¢ nearly-compact;
(2) ogni filtro particolarmente chiuso ¢ non nullo su S, possiede almeno
un punto di aderenza in S;
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(3) ogni famiglia di sottoinsiemi di S regolarmente chiusi, aventi la pro-
pricta dellintersezione finita (Vintersezione di wn numero finito di elements
della famiglia & sempre diversa dall’insieme vuoto}, ha intersezione diversa
dallinsieme vuoto;

(4) 8 ¢ almost-compact e soddisfa all’assioma di separazione Tpy (cfr. [2]
teor 2.1).

1 - Nearly-compaet

Lemma 1. Uno spazio topologico S di Hausdorff é Ty3se e solo se lo ¢
ogni suo sottoinsieme proprio ¢ regolarmente chiuso.

Dim. Per Pereditarietd dell’assioma T, la necessarietd ¢ ovvia. VlOeVGIS‘L,
supponiamo per assurdo che esistano #, y €8 con x #4y tali che per ogni
coppia di intorni aperti W,e#, e W,e%, si abbia W,N W,=0.

Gli insiemi del tipo ¢ = W,uU W, sono, ovviamente, insiemi regolarmente
chiusi di 8; proviamo che al variare di W,e %, e W,e %, esiste un insieme
¢ = W, U W, che risulta un sottoinsieme proprio di S.

Sia z € § un elemento distinto sia da » che da y (1). Essendo S di Hausdorff
esistono V, e U, intorni di @, ¥V, e U, intorni di y e 7, e U, intorni di 2 taliche
V. Vy,=0; U,NTU,=0; U,NnV,=0. Ponendo V,N U, = =Z,e V,NU,= 2,
ne segue che z2¢Z, e #¢Z, onde 2¢2Z,UZ, e quindi ¢ = Z,0Z, & un in-
sieme regolarmente chiuso e proprio di S e pertanto C & Loy

Bssendo z,ye O, esisteranno V,e%, e V,e%, tali che (V,n 0)9
N (V,N C) =g,

Poiché non & restrittivo supporre V,C W,CC e V,CW,C ¢, otteniamo
17(0) N 7(0) —

Essendo 0 un chiuso di S contenente V, e V, ne segue che V@n 7©

=V.nN7,= 0, il che & assurdo avendo supposto A%, = 0.

Osservazione 1. L’ipotesi che lo spazio topologico del Lemma prece-
dente sia di Hausdorff non & superflua, infatti esiste il seguente esempio di
spazio (S,77) non di Hausdorff in cui i sottoinsiemsi propri e regolarmente chiusi
sono T,; senza che S lo sia.

Siano, 8 = {a, b, ¢} e 7 = {0, 8, {a}, {a, b}} 1a famiglia degli aperti di S.
Poiché Pelemento {a} appartiene ad ogni aperto, lo spazio (8,77) non ¢ di

() Se S fosse costituito solo da % ed y, essendo S 7, ne seguirebbe che » e ¥ sareb-
bero aperti e chiusi di 8§ e quindi il Lemma sarebbe banalmente vero.
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Hausdorff e quindi non & 7%;, non esistendo inoltre alcun sottoinsieme proprio

\

e regolarmente chiuso di § Pesempio & valido.

Teorema 1.2. Sia 8 uno spazio topologico di Hausdorff, risulta allora: S
» nearly-compact se e solo se ogni suo sottoinsieme proprio ¢ regolarmente chiuso
nearly-compact.

-

fe

Dim. Per (4), Teor. 1.1, risulta S almost compact e Tyy.

Per [5] teor. 2 e per il Lemma 1.1 segue la necessarieta.
11 viceversa segue immediatamente da (4), Teor. 1.1, dal Lemma 1.1,
da [5] teor. 2 e nuovamente da (4), Teor. 1.1.

2 - Compact

Utilizzando in modo essenziale il Teor 1.1 ofiteniamo

Teorema 2.1. Uno spazio S di Hausdorff é compatto se e solo se ogni suo
sottoinsieme proprio e chiuso & nearly-compact.

Dim. Sia § compatto, da [9] teor. 1.1, segue che ogni suo sottoinsieme
proprio e chiuso ¢ compatto e quindi nearly-compact.

Viceversa. Dal Teor. 1.2 segue che S ¢ nearly-compact e quindi, per (4),
Teor. 1.1, almost-compact e T, assieme a tutti i suoi sottoinsiemi propri e
chiusi. Da [5], teor. 3, (ii), segue P'asserbo.

Osservazione 2. Questo teorema migliora il seguente: « § & compatto
se ¢ solo se lo & ogni suo sottoinsieme proprio e chiuso» (si veda [9] teor. 1.1).

Teorema 2.2. Uno spazio S di Hausdorff & compatto se e solo se ¢ almost-
compact ed ogni suo sottoinsieme proprio ¢ chiuso ¢ a frontiera compatia.

Dim. La condizione & ovviamente, necessaria essendo la frontiera di un
chiugo un chiuso.

Viceversa. Per [5], teor. 3, (ii), basta provare che S & T} (si veda [4]). Sia C
un qualsiasi chiuso di §, K la sua frontiera ed « un elemento di S non appar-
tenente a C.

Per ogni y € K, consideriamo due intorni Vg’) di z e V, di y, tali che
7@ AV, =6 ed in modo che V¥ sia ineluso in §—C.
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Poiché la famiglia {V,},., ¢ un ricoprimento di K costituito da aperti di 8,

esistono yi, ¥a,y ..., ¥, di K tali che |J Yy, 2 K.

n =1 n
Allora W, =U V¢ e W,=[0uU (U V)] sono intorni aperti, di « e ¢,
f==1 i=s1

tali che W, N W, = 4.
Dalla arbitrarieta di e C segue Passerto.

Teorema 2.3. Uno spazio S di Hausdorff é compatto se e solo se & nearly-
compact ed ogni suo sottoinsieme proprio e chiuso & a frontiera almost-compact.

Dim. La necessariety & ovvia. Proviamo il viceversa. Poiché ogni spazio
nearly-compact ¢ almost-compacs, per [5], teor. 3, (ii), basta provare che § er,.

Sia ¢ un chiuso di 8, K la sua frontiera ed » un elemento di & non apparte-
nente a C. Per ogni y e K, per (4) Teor. 1.1, esisteranno due intorni aperti
U¥ dize V,diy tali che TVN 7, = 6.

Se supponiamo V¥ = UY A (§ — C) otteniamo un intorno aperto di 2 la
cui chiusura ¢ disgiunta da quella di ¥, ed inclusa in S — G e pertanto ne
segue che V,C8— V),

Ovviamente {V,},, ¢ un ricoprimento di K costituito da aperti di S,
esisteranno allora y,, ¥, ..., ¥, € K tali che V,u¥,uU..u V,,2 K. Bssendo
V,,C€8— 7%, per ogni i=1,2, ey, visulba K C (S — Py y (8§ — Tl
VU@ —T0) =8 —(T& A T8 A .A 7)) e pertanto W, — Nve .

n i=1
Wy =8~V sono rispettivamente intorni aperti di # e ¢ tali che
fr=]

W.N W, = 0. Dalla arbitrarietd di z e ¢ segue che S & T, e quindi ’asserto.
Allo scopo di dare una caratterizzazione degli spazi compatti mediante i

filtri chiusi (si veda [4]) premettiamo

Proposizione 2.1. Siano S uno spazio topologico, F un wultra filtro
chiuso (ultra filtro aperto) su 8 ¢ ¥ un filtro aperto o chiuso su 8 risulta
allora FNG £ 0 <= F <%,

Dim. 8i veda [2], prop. 1.3.

Proposizione 2.2. Sia 8 uno spazio topologico.

Ogni filtro su 8 ha un punto di aderenza se e solo se ognt filtro chiuso su S ha
un punto di aderenza.

Dim. = Ovvia. Proviamo la <.
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Sia, & un filtro su § e # il filtro chiuso ottenuto considerando la chiusura
di tubti gli elementi di una base di & e facendone il completamento in S. Per
Pipotesi fatta, esiste un punto we§ tale che FNU, 5= O, ciod x appartiene
a tubti gli elementi del filtro Z (essendo quest’ultimo un filtro chiuso) e per-
tanto a tutte le chiusure degli elementi del filtro &. Ne segue che # & un
punto di aderenza per il filtro &.

Teorema 2.4. Sia S uno spazio topologico di Hausdorff. Le sequenti con-
dizioni sono tra loro equivalenti.
(i) 8 ¢ compatto.
(ii) Ogni filtro chiuso su S possiede almeno un punto di aderenza.
(iii} Ogni wltra filtro chiuso su S converge.

Dim. Proviamo le seguenti implicazioni.
(1) = (i) e (i) = (1)
(i) = (@) e (i) = @)

Le prime due seguono da ([7] teor. III 5, (ii)) e Prop. 2.2 mentre le seconde
due seguono dalla Prop. 2.1.

Osservazione 3. Questo risultato, citato in [7] (eser. 16, pag. 104), mi-
gliora la nota caratterizzazione dei compatti mediante i filtri ed & in linea con
1a condizione (2) del Teor. 1.1.

Concludiamo con un confroesempio di spazio topologico almost-compact
e To, (quindi nearly-compact per (4) Teor. 2.2) a conferma della non miglio-
rability del risultato « 8 & compatto se e solo se & almost-compact e T';» con il
seguente « S & compatto se e solo se & almost-compact e Ty .

Controesempio. Tenendo conto che lassioma T, (come il Ty, Ty,
T,, Ty) si conserva passando a topologie piu fini, il controesempio 1 di[5]
costituisce un controesempio al miglioramento suddetto essendo lo spazio,
ovviamente, almost-compact e T, ma non compatto.
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Summary

Some new characterizations on nearly-compact spaces and compact spaces are given.






