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A, TARSI SANTOLINTI (¥)

Soluzione globale di un problema di conirollo

per un sistema iperbolico (**)

Introduzione

Nel presente lavoro intendiamo studiare il seguente problema di teoria
dei controlli: sia dato il sistema semilineare iperbolico alle derivate parziali,
nella forma di Lax-Courant, nel vettore incognito 2(t, w)= {{,(t, @), ..., L.(t, @)}
e nelle variabili indipendenti (4, ) = {t, &, ..., &} :

BC( +zk ,,twaca(ém_ug,qautw,z)l,(t u(t)) -+ g.(t, , 2)
(i=1,..,m),
con le condizioni
(2) L0, ) = p,(x) (t=1,..,m),

al variare di (¢, #) nel dominio limitato Q = 07T x & dello spazio I+t e della
funzione di « controllo » w(t) = {wma(®), ..., u, (1)} in un insieme U() dello spa-
zio Fr.

Assegnata una funzione &(t, @,#, #) e supponendo non vuoto, al variare
del controllo u(t), P'insieme delle soluzioni assolutamente continue del sistema, (1)
(con le condizioni (2)) per le quali esista 'integrale

J (2, u) fh(t z, (L, ), w(t)) di dw ,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica del Politecnico, Via Bonardi 9, 20133 Milano,

Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 20-X11-1978.
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ci proponiamo di studiare sotto quali ipotesi si possa affermare che il funzio-
nale J(z, u) & dotato di una coppia (2, ) di minimo assoluto.

Dimostreremo dapprima un teorema di semicontinuita per il funzionale J(z, )
quando una successione {z,({, #)} converga uniformemente in 2 e la succes-
sione delle derivate parziali converga debolmente in L'(£2) e poi, sotto oppor-
tune ipotesi, riguardanti essenzialmente l'ordine di infinito delle funzioni
Ju(t, %) e h(i, @, 2, u) rispetto alla variabile |u|, al tendere di |u| all’infinito,
e della lipschitzianitd delle funzioni ¢,.(t, @, 2), ¢:(f, @, 2) rispetto alle variabili
@, z e delle funzioni a(t, ©), p,(x) rispetto alla variabile z, dimostreremo due
teoremi di esistenza del minimo assoluto.

Precisamente lo scopo del nostro lavoro non & tanto la dimostrazione del
teorema di semicontinuitd, quanto quella dei teoremi di esistenza.

Infatti esistono, su argomenti simili a questo, molteplici lavori, dovuti in
gran parte a L. Cesari ed anche a L. D. Berkovitz, riguardanti teoremi di semi-
continuitd, con operatori £(z), anche non differenziali, debolmente chiusi, fra
spazi di Banach.

Pertanto la linea della dimostrazione da noi seguita non presenta sosban-
ziali novitd, ma solo opportune modificazioni dovute al fatto che, nel nostro
caso, il controllo u(f) dipende solo dalla variabile ?. L. Cesari ha dimostrato
anche teoremi di esistenza del minimo assoluto in una elasse debolmente com-
patta di soluzioni di un sistema Z(z) = f (con condizioni al contorno di tipo
molto generale) senza perd fornire, proprio a causa della generalitd del pro-
blema considerato, condizioni sufficienti affinché una classe di soluzioni sod-
disfi a tale condizione di compattezza.

Nel nostro ordine di idee esistono lavori di D. L. Russel, riguardanti perd
sistemi lineari iperbolici in due variabili indipendenti con coeflicienti funzioni
solo di @, termine noto lineare in u(t) e funzionale quadratico in «; lavori di G.
Pulvirenti e G. Santagati rignardanti equazioni iperboliche lineari in due varia-
bili indipendenti e con termine noto lineare in «(t, #); un lavoro di M. B. Surya-
narayna rignardante sistemi semilineari di equazioni iperboliche in due varia-
bili indipendenti, con un problema di Darboux, ed infine un lavoro di H. Rund
per un sistema di tipo molto particolarve, con U(?) fisso e limitato.

Esiste poi anche un lavoro di L. Cesari (cfr. [2],), riguardante un problema
di teoria dei controlli con un sistema di equazioni differenziali ordinarie, e noi
intendiamo appunto estendere al nostro caso i risulbati ottenuti nel lavoro ora
citato, utilizzando allo scopo un teorema di esistenza ed unicith e maggiora-
zioni opportune per le soluzioni di un sistema iperbolico del tipo (1) (con le
condizioni (2)), ottenute, sempre da L. Cesari, in vari lavori (efr. [2];)-

1 - Introducendo i vettori Z(2), I(t, u(®)), g(t, v, 2), p(») rispettivamente
di componenti {(32,/at) + S tu (8, ®) (05:/06)}, {At, u(®)}, {9:t, @, 2}, {wi(@)}
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(¢ =1,...,m) e la matrice PF({,x,2z) di elementi ¢, z,2) (&, k=1,..,m)
riseriveremo il sistema e le condizioni (2) nela forma pitt compatta

L(2) = F(t, », 2(t, 2)) Ut, w(t)) + g(t, », 2(t, @) ,
(3)
2(0, 2) = p(w) .

Supporremo poi che il vettore y(x) sia continuo, Vo € ¢; che la matrice
I(t, #, z) ed il vettore g(t, x, ) siano misurabili in ¢, Yo € G e Vz, e continui
in z, 2 Yie0™T; che le funzioni a,(f, #) siano misurabili in ¢, Yz € G, e con-
tinue in @, Vi€ 07 e che il vettore I(t, #) sia misurabile in ¢, Yu € U(#) e con-
tinwo in u, Vi€ 0"'7. Supporremo infine che la funzione h(t, @, 2, u), defi-
nita V(t,2) € 07T x G, Yz e Yu e U(z), sia misurabile in t, V(z, 2, ) e continua
in {(x,z, u), Vi

Diremo che un vettore z(¢, z), definito in 07 x G ed ivi assolutamente
continuo, & una traietioria ammissibile, se esiste una funzione misurabile u(?),
definita in 077, per cui si abbia:

a) L(z) = F(t, =, a(t, ) Ut, w(t)) + g(t, =, 2(t,x))  q.0. in 07T xG,
B) 20, ) = yp(=),

y) w()e UE) q.o. in 077,

8) h(t, @, 2(t, ), u(?)) € L0 T x @) .

s

La funzione wu(t) si dird allora un controllo ammissibile e la coppia (2, #) una
coppia ammissibile ().

Consideriamo ora lo spazio O™(@) dei vettori & = {2(»), © € G} ad m com-
ponenti e continui in @, munito della consueta metrica lagrangiana, ed intro-
duciamo, generalizzando quanto fatto da Cesari in [2], 1a trasformazione @(¢, &)
che ad ogni te 0T, & e On(@) fa corrispondere l'insieme Q{t, &) degli ele-
menti (%, y) € B+, definito come segue

QU Z) = {(n, ¥): > [h(t, @, 2(x), w) dz, y = UL, u), Yue U@} .

Diremo che la trasformazione Q(¢, %) gode della proprietd (Q) rispetto a &
se, Yie 0F'T ¢ V& e On(@) risulta

Q(% Q"): m el COQ(ty ,”Z’, 5) y

>0

(*) Per quanto riguarda ’esistenza di soluzioni del sistema (3) con le condizioni (4),
ofr. [4] e [5].



242 A. TARSI SANTOLINI ‘ [4]

dove Q(t, %, &)= UQ(, Z"), V|2 — Z| < § ¢ con cleoQ(t, &, ) si intende la
chiusura dell’involucro convesso di tale insieme.

La trasformazione @(f, Z) gode di varie proprietd, la cui dimostrazione & del
tutto analoga a quella seguita in [2],; pertanto ci limiteremo ad enunciare
quelle che ¢i serviranno immediatamente.

Una condizione sufficiente affinché la trasformazione Q@f, &) goda della
proprieta (@) ¢ che linsieme @(¢, &) sia chiuso e convesso e che la trasfor-
mazione @(t, Z) sia semicontinua inferiormente rispetto a Z.

L’insieme Q(¢, &) ¢ certamente chiuso se l'insieme U(f) & compatto, oppure
se U(t) & chiuso e |I{t, u)| — oo per |u| — oo

L’insieme Q(t, &) risulta poi convesso se D'insieme Q(t) di J» definito come
segue Q(t) = {y:y=1Ut,u) YueU()} & un insieme convesso, se esiste
I(t, z, z), se la trasformazione y = I({, ) ¢ invertibile rispetto alla % e se
la funzione h(t, @, 2, 171(t, y)) & convessa rispetto alla variabile y.

La trasformazione @(f, Z) ¢ poi semicontinua inferiormente rispetto a Z,

\

nelle ipotesi che abbiamo fatto su (2, u) e h(t, 2, 2, u), se U(f) & compattbo.

Dimostreremo ora il seguente

Teorema di semicontinuitd. Supponiamo che siamo soddisfatie e
seguenti ipotesi:

(a) la trasformazione Q(i, Z) goda della proprieta (Q);

(b) Ve>> 0 esista un insieme chiuso V COT con m(0— 1 — V) < ¢ tale
che U(t) sia compatio e semicontinuo inferiormente in V;

() la funzione n(t, x, 2, u) sia non negativa;

(d) esista la mairice inversa F—(t, x, 2);

(e) esista una successione di traiecttorie ammissibili {2,(t, x)}, con derivate
equilimitate in LY(0T'T X Q) per cui si abbia:

(4) lim 2,(¢, @) = 2({, @) uniformemente in 07T X @,

7=>03

0%ty @) 03(t, m)

(5) lim

mow Ot Ot
n LHOWT X&),
i 02,(t, ®)  0=(t, @)
(6) el TR T
(7) lim J(zny Uy) == Vs

n-ro
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allora anche (i, ®) & wna iraiettoria ammissibile e risulta

(8) Lm J(z,, u,)>J (2, %) .

NI

Dimostrazione. Per lipotesi (d) e per le (4), (5), (6) possiamo affer-
mare che la successione {F(¢,,2,(t, @) L(2.) — g(t, @, 2.(t, ))]} converge
debolmente in LY0™T' X G) verso F-i(t, s, a(t, ))[ L(2) — g(t, 2, 2(¢, 4))]; anzi
risultando funzione della sola ¢, converge debolmente in LY (07

lim* F-1(8, @, 2,(t, @) [ L(2,) — g(¢, @, 2,(t, ) ]

Nn=r O

= Pt @, 2(t, ®)) [ L(2) — g1, @, 2(t, x)) ] in LY0™'T) .

Pertanto, per un corollario del teorema di Mazur (cfr. [6], pag. 36) comun-
? ? D

que si prenda un intero j, esistono due interi n; e &; ed un insieme di numeri
reali {1, ..., otp,; €ON

ks
(9) sz >/O (7/ = 1, caey k;’) ) zi Cli; == 1 y 7er+1> W; + k]' I}
1

tali che la successione

kj

qj:(t) = z{ [227] Fﬁl(t: ‘7"7 zn,‘;.i(t, x))["(f(znﬁ-i) - .(l(t, .Cb‘, zn,+i(f’7 CL))]

1

converga fortemente in L*(0™7T) verso
D(t) = F—l(t: @, 2(t, ’[}))[3(2) - g(t7 z, 2(t, m))] .

Si pud pertanto estrarre una sottosuccessione, che chiameremo ancora con lo
stesso nome, per cui risulti

(10) lim @,(t) = D) q.o. in 0™7',

j—>

Consideriamo ora la successione

Ly

w;(t) = zi “izt'lfh(ta @y Znypill, @), “ﬂ:+i(t)) da
T
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e sia w(?) = minlimw;(f). Proviamo che w(?) € L(0™'1).
j>o

Infatti dall’ipotesi (¢) segue w(f)>0, inoltre dalle (8) e (9) si ottiene

I %3 7
(1) Jo(t) &t <minlim > oy, [AL h(, 2, 20,18 @), U, (1)) do
0 e

j—> 0 1 0

L}
<min 111]1 zi &ji J(zn,_;.iy unﬁ.i) =Y.
j—> 1

Dimostriamo ora che
(12) (w(2), D)) € Qt, Z (1)) q.0. in 077 .

Sia infatti V un sottoinsieme di 07 in cui w(f) sia finita e siano soddisfatte
inoltre le seguenti condizioni

(13) wu,HeViE) Vu, lim @,(t) = (1), m(V)=1,

F>c0

e sia %, un punto di V. Possiamo allora estrarre dalla successione w;(¢,) una
sottosuccessione, che chiameremo ancora con lo stesso nome, tale che si abbia

(14) lim w;(t) = w(t,) .

j>

Ricordando allora come ¢ stato definito I'insieme Q(i, &) risulta

(15) (th(to, Ty &npillo, @) Amy TNy, @y 20 ) L (20, 1e) — Glto, @, #n,1d)])
€ Q(to, Zn,rilto))

da cui, per la (4), almeno in j abbastanza grande, segue

( J‘h(tm &z, zrl,+i(t0’ w)) dz, F-i(t,, , zn,+i)[g(zn,+i) — G(to, @, zn,+i)])

[

€ Qlte, Z (L), 9) -
Avremo allora

(wi(to); (ba‘(to)) € Co Q(toy Z (), ‘S)
e dalla (10) e (14) si ottiene

(w(t); D(ty)) € el coQ(ty, (L), 0) ,
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ovvero anche

(w(to); (p(to)) e ol COQ(tua Z(ty), 5) ,

>0

cioé la (12), poicheé la trasformazione Q(t, %) gode della proprietd (Q).
I1 fatto che la (12) sia verificata gq.o. in 07 implica Pesistenza di una
funzione u(t) € U(t) q.0. in 077, per cui sono soddisfatte le seguenti condizioni

L(2) = (¢, @, 2(2, 0)) U2, w(t)) + g(t, @, 2(t, ©)) g.0. in M7 x @G,
(16)
ﬂb(t 2, 2(t, @), w(t)) de  q.o. in 07T, 20, 2) = y(x) .

Di qui e dal fatto che w(t)e LY0™T) si ricava anche h(t, @, 2(t, #), u(t)) €
LY(0™'T x @); potremo pertanto affermare che la coppia (s, #) ¢ una cop-
pia ammissibile se proveremo che «(¢) ¢ misurabile. I1 teorema sard allora
completamente dimostrato, poiché dalla (11) e dalla (16) segue

J (&, u) = fT J (2, @, 21, @), u(t)) dtdw<fa) () dt<y = lm J(2,, %) .

0 Bn—> 0

Dimostriamo dunque che u() & misurabile. Ve esiste, per Pipotesi (b) e per
la misurabilitdh di U(t, ) e di [r(t, @, 2(¢, %), w) dz rispetto alla #, un insieme
3

chiuso V € 07 con m(0"™'T — V) < ¢, tale che Vie V Dinsieme U(t) sia com-
patto e semicontinuo inferiormente e le funzioni I(t, w), fh(t @, 2(t, ), u) dz

siano continue rispetto a t. Sia £, Pinsieme di V><L’T definito ponendo
Dy ={(t,w):teV, we Ut)}, che & evidentemente chiuso.
Sia poi £, Dlinsieme di VxErxE: definito ponendo 2, — {2, w, 2):
(t, w) € Dy, 2> [M(1), z,2(t, x), w) dz che & evidentemente un insieme chiuso e
G

pertanto pud essere ottenuto come unione di una infinitd numerabile di insiemi
compatti. Possiamo inoltre sempre supporre che, ¥ie V, si abbia (n(®), (@) €
Q(t, Z(t)). Consideriamo ora la trasformazione @ da V in V x En+t {— (t, n(®),
¥(?), che chiaramente & misurabile e la trasformazione I" da 2y in V x Iimtt
(ty A, w)—>(t, A, U(t, w)), che evidentemente & continua ed inoltre D(V)C ().
Sono pertanto verificate le ipotesi dell’estensione del Lemma di Filippov,
dovuta a Mac-Shane-Warfield; pertanto esiste una funzione misurabile u(t)
definita in ¥, tale che risulti (t, A(2), I(2, u(?))) = (¢, n(?), y(2)), Vie V.
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Dimostreremo ora il seguente

Teorema I di esistenza. Supponiamo che siano soddisfatic le ipo-
test (a), (D), (¢) e che siamo verificate inolire le sequentt condizioni:

(@) esistano quatiro costanii A, H, H, e H, tali che si abbic

(17) [F(tawyz)"lﬂ(t7-—'572)l<ﬂ{ .’12——55!—{—!2——51},
(18) | (b, @, 2) | <Ha|2| + He,
(19) [ple) — p@)|<Ale—z|;

(e) esistano cinque funzioni sommabili im 07T, per cui risulti

(20) l@ut, ©) — au(t, B) | <alt) o — T,

(21) laa(ty @) |<a(t)

(22) lg(t, @, 2) — g(4, %, 2) | <b(O){|o — B[+ |2 — 2]},
(23) l9(, @, 2) [<Da(d) [2] 4 (D)

(£) esistamo wunm mumero reale o« >0 ed una funzione D(x, ) definita e
continua Yo e G e VI, tali che si abbia

(24) [t w) | < A 4 Blul*,
(25) Rty 2, 2, w) > D(z, |u]) ,
(26) }:im JoP(, "@(?; Qe _ + oo;

allora il funzionale J(z, w) é dotato di minimo assoluto, s¢ la classe delle coppie
ammisstbili non & vuota.

Dimostrazione. Poiche, per Pipotesi (f), la funzione k(t, z, 2, #) & non
negativa, risulterd, per ogni coppia ammissibile (2, u), J(2, )>0; pertanto
esiste finito A = infJ(z, u). Scegliamo ora una successione minimizzante {z,, %}
soddisfacente alla condizione

1

(27) A< (20, 1) <\2+£;
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dimostreremo (cfr. [2],) per la successione {u.(f)} che, comunque si scelga
&> 0, esiste un numero J, indipendente da =, tale che si abbia

(28) flu(t) |2t < ¢,

E
comunque si scelga un insieme FCO0™T, con m(E)< ¢, Sia infatti ¢ un
numero arbitrario e sia ¢ = &/2(4--1); per la (26) esiste un numero N per
cui risulti

mf,,@(?;g)d:v>%7 V> N,

Sia poi E C0™T un insieme qualsiasi di misura m(B) = ¢/2N* = §, e sia I,
il sottoinsieme di % in cui w,(?) & finito e |u,(t)| <N; sia infine B, = B — B,
ed in tale insieme risulta |u,(1)|*<o[P(w, | u.(t)]) dz.

Avremo allora @

Jla(®) | dt = [ |, (8) |¢ At + [ |, (2) |=dt

<m(Bp)Ne+t+o [ [D(x,] u,(t)]) deds

o~
£ S

4o [ [h{t, 2 2.(t, @), u,(t)) & dw

Ean

[SSA )

< ;’ 0T (8, Un) < §+ oA 4+1) =¢.
Dimostreremo ora che le funzioni z,(¢, x), definite per ipotesi in 07 x @ ed
ivi assolutamente continue, soddisfano alle condizioni (4), (5) e (6) del teo-

rema di semicontinuita.
Sia infatti o il massimo di |w(z)| in G e scegliamo

Qy=w-+1, Qo = A+ 3m?*) 4 1;

per le ipotesi (d), (e), (f), esiste (cfr. [2];) un numero gy, indipendente da =,
tale che, V¢e 0"'g, si abbia

(30) l2.(t, =) I < £,
(31) |ty @) — (8, 3) | < Qo0 — 7,

(32) Izn(t; .CU) - zn(iy .CU) I < U‘Zon(t) dtl )

t
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con

(33)  son(t) = 2m{(H, Qo + Ho)(A + Blua(t)|*) 4 02() 2o 4 ba(?)} -+ By ()
purché o, soddisfi alle seguenti limitazioni

(34) fawar= 2 O<p<1),
(35) :JQ{WI Qg+ H) (A + Blua(8) ) + by(t) Qy + bo(t)} At

+mA _fo a,(t) dt < Q- ,
[}

m

Qo — A1 + 3m?)

(36) OTD{H(A -+ Blu,(t) ) 4 b(t)} dt < om(1 + Q) ’

e purché R, soddisfi alla condizione

(87) Ry 2{m(l 4 Qo) [ )(Hy R+ Ho)(A + Blu()]?)

4 by(t) 2o+ by(8)) A8+ m2A} .

Per la (28) si pud effettivamente scegliere g,, indipendente da n, in modo che
siano verificate le (35) e (36); inoltre, sempre per la (28), anche &, non di-
pende da .

Consideriamo ora, nell'intervallo ¢,'7, il sistema nell’incognita 2z, = 2/k,

1 1
(38) P(z,) = v P(t, @, ky2) Ut, w(t)) + % AR

1

con le condizioni

2(0,, @) = = (@),
e scegliamo k;, cosi grande che si abbia

[p(2) | <o, lp(@) — @) | < Az — Z|.
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Risulterd, per le (17), (18), (22) e (23)

]-F(t @, oy 2y) — IlF(t T, k) <H{|w~—9?]+[z1——§1]},

1 H,
| =B, @, ky2y) | < H |z |+ ==,
7{;1 kl

1 =90t Ty k) | < 0(t) {|o — |+ l2n — 2},

1
l ‘7;1 g(ty 2, ky2) — %

1 _ b,(2)
| fg‘;g(t: ®y byzy) | < Dy() |2y | 4 71‘ .

249

Ripetendo allora lo stesso ragionamento, esiste un numero ¢y, indipendente

da n, tale che, Vi< o, ¢, si abbia

(39) [21a(ty ) | < £,

(40) ]zln(ta %) — 21,(t, T) l < Qo [$ - i—lf{ y
(41) [21a(t, ) — zln(i, z)| < l!%ln(t) dtf,
con

bz(t

(42) 11(0) = 2m {(H,Q, + 3 )(A + Blua(t)|*) 4 bi(t) 2, -

purché o; soddisfi alle seguenti limitazioni

oy P

(43) fa(t)dt~<\(—9~0 0<p<1),
j 4, ()
(44) J A2 3 (A4 Bl ) + 50 20+ 57
oy .Qo-w
-+ m/l(;l;al(t) dt < p”
o— A1+ 3m?
(45) f{H(A—[—B[u,, Be) o)} v < Q40+ 3mY)

am(1+Q,) ’

17

} + Biay(t),

H
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e purché R, soddisfi alla condizione

Ot Hr) 4 2
46) B2 {m4Qy) [[(H2+ k;) (4 + Blua(t)|%) + ba(t) 20 + b};(j)] dt
+ m2d}.

Ripetendo lo stesso ragionamento si giunge a coprire, con un numero finito
di iterazioni, tutto Vintervallo 07'; risulta pertanto dimostrato che, Yn, esi-
stono due numeri 2 e @, indipendenti da n, ed una funzione y,(¢), tali che
si abbia

(47) |2alty @) | < 2,

(48) | |2a(t, 2) — 21, B) [ < Q |2 — T,
(49) |2alt, @) — 2a(t, @) | < | _jt 1alt) @],
con ‘

(50) Zn(t) = m(t) -+ O lua(t) |

Per le (28), (47), (48), (49), (50), possiamo affermare che le funzioni {#a(t, @)}
sono equilimitate ed equiassolutamente continue; pertanto esiste una sotto-
successione, che chiameremo ancora con lo stesso nome, convergente unifor-
memente verso una funzione z(f, #) assolutamente continua

(51) lim z,(3, @) = 2(t, @) uniformemente in 07 X&.
n—> o

Dalle (48) e (49) segué poi

02,(t, =)

0z,(t, @)
| =26

~ | < oa();

|<@ q.o.in 07T X&, |

possiamo allora affermare, per la (28) e la (51) che le successioni {0z.(t, ©)/0&.},
{02,(t, x)/3t} convergono debolmente in L'(0™'T X &)

. 02t @) 02(1, @)
e T ok
52) in L30T XG) .

.. 02.(t, ®)  Oa(t, @)
M =2 =
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Per il teorema di semicontinuitd, poiché lim J (80, w,)= A, esiste una coppia

7> 0
ammissibile (z, w) per cui si ha J(z, u)<A. Pertanto (2, u) & la coppia di mi-
nimo assoluto per il funzionale J.
Dal teorema ora dimostrato segue immediatamente il seguente

Teorema IT di esistenza. Siano verificate le ipotesi (a), (b), (e), (),
le condizioni (19), (20), (21) ¢ Dipotesi seguente

(h) YO > 0 esistano tre numeri Hg, Hin, H,o e tre funzioni sommabili
ba(t), bia(t), beal(t), tali che, ¥|z| < 2, si abbia

| B(t, @, 2) — B4, &, 2)| < Hof|o — &| + |2 — 2|},
| F(t, @, 2) | < Hia|2| + Hae,

l9(é, @, 2) — g(t, @, §)l<bn(i?{fﬂﬁ- Tl 4 |2 — 2]},
l9(t, @, 2) | < bro(¥) |2] + Doal(t);

allora 1l funzionale J(z, u) é dotato di minimo assoluto in ogni sottoinsieme della
classe delle coppie ammissibili che soddisfano alla limitazione la(t, %) | < 2.
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