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Sugli stems i cui ideali sinistri (destri) propri

sono massimali (*%)

Introduzione

In questo lavoro si generalizzano agli stems destri le considerazioni di (4]
relative agli anelli nello spirito di[2].

Osservato che se uno stem destro N i cui ideali sinistri (destri) propri sono
massimali possiede ideali bilateri propri, questi pure sono massimali (anche
come ideali bilateri), valgono per N i risultati di[2]. In particolare lo stem N
ha pitt di due ideali bilateri propri se e solo se & uno zero-anello oppure uno

. stem costante il cui gruppo additivo & abeliano elementare di rango 2.

Nel caso che N abbia esattamente due ideali bilateri ed abbia tutti gli ideali
sinistri (destri) massimali si prova che N non ha ideali sinistri (destri) che non
siano bilateri (Teorema 1). Questi stems vengono completamente classificati
nel Teorema 3.

Nel caso che N possieda esattamente un ideale bilatero si trovano condi-
zioni affinch¢ N abbia pitt di due ideali sinistri (destri) e si vede che non si
hanno risultati sostanzialmente diversi fra la ipotesi di massimalithy relativa
agli ideali sinistri oppure destri.

A differenza di[4] si affronta anche il caso degli stems semplici e qui si nota
una effettiva differenza fra le ipotesi di massimalitd per ideali sinistri oppure

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto:
8-1I1-1979.
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destri. Si prova infatti (Teorema 4) che uno stem destro semplice in cui sono
massimali tutti gli ideali sinistri ha al pitt due ideali sinistri, mentre si danno
esempi di stems destri semplici tutti i cui ideali destri sono massimali, ma con
pitt di due ideali destri; per questi ultimi stems si trovano solo alcune proprieta.

In tutto il lavoro utilizziamo risultati e notazioni di[6], a wvolte senza
esplicito richiamo, mentre, per S C N, indichiamo con §” il sottostem gene-
rato dall'insieme S™= {2,@, ... &, |2, 2,, ..., ¥, €8}; poniamo inoltre A.S)
= {ze N |8z =0}, 4,8) = {weN|aS = 0} ed A(S) = 4,(8) N A(S).

1 - Caso non semplice

Iniziamo la ricerca con un enunciato che, per il fatto che negli stems ideali
destri ed ideali sinistri giocano ruoli diversi, solo apparentemente indica due
versioni dello stesso fatto.

Teorema 1. Uno stem N hatutti gli ideali propri sinistri (destri) massimali
e possiede esatiamente due ideali bilateri se e solo se & somma diretta di due stems
privi di ideali simistri (destri) propri e non possiede ideali sinisiri (desiri) che
non sono bilateri.

Siano I, J i due ideali bilateri propri e distinti di N. Per il teorema 2 di[2],
N risulta somma diretta di I, J.

Siano massimali gli ideali sinisiri propri dé N: I, J risultano pertanto stems
privi di ideali sinistri.

Mostriamo che N non possiede ideali sinistri diversi de I, J. Sia K un ideale
sinistro proprio di N distinto da I,J:risulta N =1+ J =1+ K =J + K,
ove « + » indica la somma diretta (interna) (cfr.[6], def. 2.4) mentre « + »
indica la somma di ideali sinistri (cfr. [6], def. 2.2), inoltre INJ =INK
= J N K = 0. Procediamo per casi e cominciamo col supporre inoltre che
N sia zero-simmetrico; allora IJ = JI = IK = 0; ricordato ([6], prop. 2.22)
che n(a-}-b)=na--nbse a€ A, be B ed A, B sono ideali sinistri a intersezione
nulla, si ha subito NK = 0 ed IN = 0 e dunque K*= I*= J?= 0. Pertanto N
& uno zero-stem e K & un ideale bilatero, contro I’ipotesi. Ne segue che gli unici
ideali sinistri di N sono 1, J.

Sia N costante, allora tutti i sottogruppi normali di N+ sono ideali bilateri
di N e dunque N non ha ideali sinistri che non sono bilateri.

Sia infine N = N,-+ N, ove N,#0 ed N,5=0 ([6], prop. 1.13) (*); dimeo-
striamo che N,, N, coincidono con i precedenti ideali I, J. Cominciamo col
dimostrare che N, ¢ uno dei precedenti ideali I,dJ, altrimenti si avrebbe

(*) Ove con [6] abbiamo posto Ny = {# € N |20 = 0} ed N, = {wx € N |20 = a}.
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NoeNI= N,NJ =0, perché N, ¢ un ideale sinistro ed I, J non hanno ideali
sinistri propri; dunque I,J c N, (perché I,J sono ideali destri; cfr.[6],
prop. 2.18). Ne segue che N = I 4 J sarebbe costante, contro il supposto.

Non & restrittivo supporre Ny=1I e dunque JCN, ([6], prop. 2.18).
Risulta N = N, + J ed ogni we N, pud essere scritto come @ = n,-+ 4 (per
Ny € Ny, j €J opportuni); pertanto ¢ — j + o =n,e NN N,= 0. Diqui N,CJ
ed anzi, per quanto sopra, J = N,.

Possiamo ora concludere la prima parte della dimostrazione.

Sia K un ideale sinistro di N distinto da N, e da N,; ovviamente N =—
No+N=N,+K = N,+ K. Perch¢ K & un ideale sinistro si ha che ¥, KCK
([6], prop. 1.34); d’altronde N,KCN,, perché¢ N,=I,allora NJKCN,N K
== 0. Per #n,eN,, possiamo scrivere #n,=n,+ %,k (n.eN, keK oppor-
tuni) e risulta, Vk'e K, n,k' = n.k' + kk' e, per quanto sopra, di qui si ha
kk' = — m,. Visto che NN K = 0, risulta n,= 0 e dunque n,=k e per-
tanto N, C K e cioé N,= K. Si conclude che N non ha altri ideali sinistri
oltre Ny ed N,.

Siano massimali gli ideali destri propri di N.

Ora I,J sono privi di ideali destri: mostriamo che N non possiede altri
ideali destri.

Sia K un ideale destro di N proprio e distinto da I,J; al solito N =1
b JIJ=I+K=4dJ4 K.

Sia N zero-simmetrico; allora IJ = JI = KI = KJ = 0 ed inoltre ([6],
prop. 2.22) risulta w(é 4 §) = né -+ nj; ne segue, posto n =i’ j', che kn
= k(' +§)=k'+Ekf'=0 onde KN =0 e percid K2= 0. Inoltre posto n
=j4+ksihani=({+ki=47 +k =0 onde NI=0 e I?= 0; infine si
mostra che anche J2= 0 ed N riesce uno zero-stem perchée N*CINJ =20 e
K risulta un ideale bilatero, il che contrasta con I'ipotesi.

Se N ¢ costante la cosa & ovvia; sia infine N = Ny N, con Ny5%=0 ed
N.50. Mostriamo che N,, N, coincidono con i precedenti ideali I, J. Visto
che (lemma 3 di[2]) N+ & abeliano, allora N, & un ideale destro di N e pertanto
sefosse INN,=0 e JNN,= 0 allora N = I 4 J sarebbe zero-simmetrico e
questo non & il nostro caso. Dovra essere pertanto N,= I ovvero N,=J.
Non & restrittivo supporre N,= 1, allora N =J + N, con J CN,: ne segue
J = N,. Sia K un ideale destro di N distinto da N, ed N,; allora NN K =0
onde K C N, e dunque K = N, e questo basta per completare la dimostrazione
della prima parte dell’enunciato.

L’inverso ¢ ovvio.
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Heatherly in [3] chiama € — Z decomponibili gli stems destri ¥ in cui N,
¢ un ideale ed N,=40.
Tenendo presente il Teorema 1 si ha subito il

Corollario 1. Gli stems destri N ¢ cut ideali sinistri (destri) sono massimali
con Nos%£0, N.7%0 ¢ con esattamente due ideali bilateri, sono particolari stems
C — Z decomponibili.

Passiamo ora al caso degli stems destri che possiedono esattamente un ideale
bilatero. Il risultato pit importante a questo proposito ¢ fornito dal

Teorema 2. Sia N uno stem destro 4 cui ideali sinistri (destri) sono mas-
simali e che possieda esattamente un ideale bilatero proprio I. Se N possiede almeno
due ideali sinistri (destri) distinti da I, allora N risulia zero-simmetrico, coincide
con tutte le proprie potenze ed ¢ IN = NI = 0.

Cominciamo col verificare che se N non ¢& zero-simmetrico e possiede esat-
tamente un ideale bilatero I, allora N possiede al piw due ideali. Se N & costante
la eosa & ovvia.

Sia N=N,+ N,(N,5£0, N,5=0) ¢ siano massimali gli ideali sinistri di N.
Visto che N, ¢ un ideale sinistro di N risulterd I N N,= 0 ovvero I= N,.
Nel primo caso ICN, e dunque I = N, e percid N = N, I.

Sia K un ideale sinistro di N distinto da N,: risulta ¥ = N,+ I = N,
+ K =1+ K. Visto che N,KCXK ([6], prop. 1.34) e che, per k € K, possiamo
serivere k = n, 4 n, (con n,€ Ny, n,€ N, opportuni), allora per & € K risulta

kk = nok + n.k ovvero — ngk - kk = neX NN,=0: ne segue KCN, e
dunque ancora K = N,. Se invece I = N,, riesce N = N, + K. In tale caso
perd, visto che N, ¢ un ideale bilatero, risulta N,K C K ed inoltre N,K C N,
e dunque N, K = 0. Del resto, Vke K, possiamo secrivere % = n,-+ n, (con
o € Ny, n,€ N, opportuni) onde kk' = »,,Vk' € K; dunque n,€ K e pertanto
w,€ NoNK; ne segue ny=—n,+kecKNNy=0 ed n,=0. Dunque K C XN,
e risulta un ideale bilatero di N distinto da I, il che & assurdo.

Passiamo ora al caso in cui tutti gli ideali destri di N siano massimali e ricor-
diamo che ora N* & abeliano (lemma 3 di[2]). Visto che N, & un ideale destro
di N, risulta TN N,= 0, ovvero I = N,. Sia I N N,= 0, allora IC N,; visto
che si ha N = I - N, possiamo scrivere, per n,e Ny, ng= 1 -+ 2, (per oppor-
tuni i€I, n,e N,) e dunque 7,— ¢ = n, ed n,=4: si conclude che I — N,.

Sia K un ideale destro proprio di N: risulta ([6], prop. 2.18) K = KN N,
+KENN,con KNN,=0, ovvero K= N,. Se K = N, DPaffermazione &
dimostrata; se £ N N,= 0, risulta KN Ny=1I ¢ dunque K = I e lafferma-
zione & dimostrata nel caso I N N,= 0.

Sia I = N, e sia K un ideale destro proprio di ¥; risulta K N\ N, = 0 ovvero
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K = N,.; nel secondo caso N possiede un solo ideale destro che risulta bilatero.
Nel primo caso K C N, e pertanto risulta ¥ = Ny-+ I = K + I con I = N: per
no € N, possiamo secrivere n,=5% -+ ¢ (per opportuni ke K, iel) ¢ dunque
Ne— k =1 ed n,= k. Ne segune N,= K e questo caso non sussiste perch¢ K
risulterebbe essere un ideale bilatero di N distinto da I contro il supposto.

Sia infine N zero-simmetrico con N®==N; allora, poiché N+ & abeliano, Nz
& un ideale bilatero di N.

Siano massimals tutti gli ideali sinistri di N e siano K, K’ due ideali sinistrt
propri di N. Risulta N=N:+ K=K + K = N*+ K’ ed inoltre NK
CN*NK (perche NKCK); dunque NK =0 ed analogamente NK'-— 0.
Per n’' € N possiamo scrivere n'=k -} &’ (per opportuni ke K, k'€ K'); di qui
e dalla prop. 2.22 di[6] segue nn'=n(k 4+ k') = 0 e dunque N*= 0 e questo
contrasta 'ipotesi che esistano ideali sinistri non bilateri propri.

Siano invece massimali tutti gl ideali destri di N e siano K, X' due ideali
destri di N. Risulta N = N2+ K = N>} K'= K - K’'. Visto che KNCK,
riesce KNCN*NK = 0 e dunque AN = K'N = 0. Ragionando come pcco
sopra si prova che N2=0 il che & ancora assurdo. Dunque N riesce zero-
simmetrico e coincide con tutte le sue potenze. Il resto si dimostra con la solita
tecniea.

Dal Teorema 2 e da[3] segue subito il

Corollario 2. Sia N wuno stem destro con Ny=0 ed N,5£0, i cui ideali
sinistri sono massimali e con un solo ideale bilatero. Lo stem N ha un solo ideale
sinistro (e dunque bilatero) se e solo se non ¢ C— Z decomponibile.

Sia N uno stem destro con No=0 ed N 540, © cui ideali destri somo mas-
simali e con un solo ideale bilatero. Lo stem N ha un solo ideale destro (e dungue
bilatero) se e solo se é C— Z decomponibile.

Infine si ha la

Osservazione 2. Il gruppo additivo di uno stem destro i cui ideali sinistri
somo massimali, avente esattamente un ideale bilatero I e con almeno due ideali
sinastri distinti da I, ¢ abeliano elementare di rango due.

Poiché ora (Teorema 2) 1% = 0, gli ideali sinistri I, K, K' risultano ¥-gruppi

N

semplici ed N+ ¢ abeliano (lemma 3 di[2]), si ha che I & uno zero-anello sem-

plice: dunque I+ & isomorfo ad un gruppo di ordine primo. Anche K+, K'+
soddisfano alla stessa proprieta, perché isomorfi ad I+, il che dimostra ’enunciato.

T ovvio che se N & un anello con tutti gli ideali destri massimali, con un
solo ideale bilatero I e almeno due ideali destri distinti da I, allora N+ & abeliano
elementare di rango due.
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Mostriamo che esistono stems (addirittura anelli) tutti i cui ideali sinistri
(destri) sono massimali, con un solo ideale bilatero ed aventi pitt di due ideali
sinistri (destri). Sia N+= C, @ O, (ove (,, C, sono due gruppi di ordine 2
generati da 1 ed a rispettivamente). Definiamo un prodotto in N+ nel se-
guente modo

0,00 sey=20

(1) {ay 4> '<z) ) =
{zy b sey=a.

La struttura [N; -, -] & un anello: infatti N+ ¢ un gruppo abeliano; il prodotto
¢ ovviamente associativo e distributivo a sinistra. Inoltre risulta ora

(2) (@, 1> + <& )< u, v) =
0,00 sey-+t=0
=&+ 2y + DU, v) =
{uy,v) seyt+t=a
ed anche
—<u,'u>+<0,0>=<u,w> sey=a, t=20
0, 0> + {w, v) = {u, v sey=0, t=aqa
<&y Yy {uy v+ {2y 8 Uy V) =
‘ <0, 0) se y =1=0
_<u, vy + Cu, vy = <0, 0) se y =1t=ua;

donde si ricava la

0,0 sey-t+i=0
(3) <w) 7J> <'u’7 'U> + <z7 t> <u7 'U> =

lu, vy sey—+it=ua.

Dal confronto di (2) con (3) segue che il prodotto considerato ¢ distributivo
rispetto alla somma anche a destra.

Consideriamo i sottogruppi I = {0, 0>, <1, 0>}, K = {0, 0, <0, ad}, K’
= {<0, 0>, <1, ad} di N*; osserviamo che I & un ideale bilatero di N: infatti
IN=0CI ed NICI; mentre K, K' risultano ideali sinistri di N, perché
risulta NK C K ed NK'C K’ come subito si verifica, ma non sono ideali di ¥,
perché & KN ¢ K: infatti <0, ad {1, a) = {1,a)> ¢ K. Si vede subito infine che
tutti gli ideali sinistri di ¥ sono massimali.

Per avere esempio relativo agli ideali destri, basta scambiare il prodotto (1).
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2 « Due ideali bilateri

Riportiamo, per comoditd del lettore, definizione classiche ([6],[1]).

Uno stem destro N si dice semplice se & privo di ideali bilateri; diciamo
Blackett-semplice uno stem zero-simmetrico, i cui ideali sinistri soddistano la
condizione catenaria discendente per ideali sinistri (D.C.C.L.) e che non pos-
siede ideali sinistri annullati a sinistra da tutti gli elementi di N.

Uno stem Blackett-semplice si dice irriducibile se non possiede ideali sinistri
minimali non nulli.

Gli stems Blackett-semplici ed irriducibili sono stati studiati in modo
completo ().

Teorema 3. Uno stem destro N ha tutti gli ideali sinisiri propri massi-
mali e possiede esattamente due ideali bilateri se e solo se vale almeno una delle
seguenti condizioni:

(1), N ¢ prodotto diretto di due stems Blackett-semplici e irriducibili;

(1), N ¢ prodotto diretto di uno zero-stem semplice e di uno stem Blackett-
semplice ¢ rriducibile;

(1), N ¢ prodotto diretto di due zero-stems i cui gruppi additivi hanno ordini
primi distinti;

(2) N ¢ prodotto diretto di due stems costanti © cui gruppi additivi hanno
ording primé distinti;

(3), N ¢é prodotto diretio di uno stem Blacketi-semplice irriducibile e di uno
stem costanie semplice;

(3), N ¢ prodotto diretto di uno zero-stem semplice e di uno stem costante
semplice.

Siano I, J i due uniei ideali bilateri propri e distinti di . Per il teorema 2
di[2] si ha che N =1 + J e I,J sono stems semplici privi di ideali sinistri

(*) Comunicazione privata di Blackett: gli stems Blackett-semplici e irridueibili
sono tutti e soli quelli che si ottengono nel seguente modo.

Sia N un gruppo qualunque di elemento neutro 0; sia G* = ¢ U {0} I'unione di
un gruppo di automorfismi di ¥ con ’endomorfismo nullo ¢ di N ¢ sia f: ¥ — ¢* una
funzione di & in G*. Posto ¢, = f(n), se (1) Py, (n2) = PnyOPn,> € SO (2) f1(0) contiene
lo zero di N ma non & un sottogruppo di N, allora N, rispetto al prodotto definito
da an'= g,(n’), risulta uno stem Blackett-semplice ed irriducibile.
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(Teorema 1); se sono zero-simmetrici e non zero-stems risultano Blackett-
semplici e irriducibili; questo fatto verra sempre utilizzato senza esplicito
richiamo. Procediamo per casi

Sia N zero simmetrico.
Poiché A (N) risulta un ideale di N, abbiamo tre casi.

(1), A{(N) = 0: visto che, essendo N zero-simmetrico, risulta IJ = JI = 0
e anche ([6], prop. 2.22) n(i 4 ) = ni -+ nj si ha che per n, #’ € N esistono
i,i'el e j,§'ed tali che nn'= 4’ 4 jj’. Ne segue che N & prodotto diretto
(somma diretta distributiva) di I e J. Inoltre I, J non sono zero-stems: infatti
se fosse I*= 0, allora sarebbe anche NI = 0 =IN e dunque 7 C A, (N)=0
il che & assurdo. Siamo nel caso (1),.

(1), A(N) sia un ideale proprio di N: non & restrittivo porre A(N) = I;
allora ¥V = A,(N) + J e JA(N) = 0. Dunque A(N) = A(N) ed inoltre J &
prive di ideali sinistri e non & uno zero-anello, perché N?= J2 ed N25£0
visto che A,(N)==N. Siamo nel caso (1),.

Sia N uno zero-stem o uno stem costante: il teorema 2 di [2] fornisce il caso (1),
e il caso (2).

Sia N = No-+ N,, No#0 ed N,5£0. Allora I= N,, J = N, (Teorema 1).
Dalla Ny N C N, segue N, N,C Ny; inoltre Ny N, C N, ¢ dunque N, N,= 0. Inol-
tre posto n=mn,+n, ed n = n; -+ n: (%, n;eNo, N,y n:eNC) risulta nn'
= (g + M) (g + 0) = Re(ng + 0.) + Mo, Ma N0y + 0))= Meny + NeM. = Mym,,
(perché Ny, N, sono ideali e per la prop. 2.22 di [6]) e dunque N risulta pro-
dotto diretto di uno stem Blackett-semplice e irriducibile ¢ di uno stem costante
semplice, ovvero di uno zero-stem semplice e di uno stem costante semplice.
Siamo nei casi (3),, (3),. L’'inverso & ovvio.

Per il caso che N sia uno stem destro 1 cui ideali destri propri sono massimali
e con esattamente due ideali bilaters, si ha un risultato analogo a quello del Teo-
rema 3 solo che gli stems che vi compaiono sono stems semplici privi di ideali
destri ma non necessariamente Blackett-semplici né irriducibili.

3 - Caso semplice

Passiamo ora al caso degli stems destri semplici i cui ideali sinistri sono
massimali.

Lemma 1. Uno stem destro semplice N ¢ cui ideali sinistri propri sono
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massimali e con pit di un ideale sinistro proprio ¢ zero-simmelrico; i suoi ideali
stnistri sono N-gruppi semplici isomorfi fra loro. Se inolire N ha pit di due ideali
sinistri, allora N coincide con tutte le proprie potenze.

Sia N =N, N, con Ny#0, N,==0. Sia K un ideale sinistro di N di-
stinto da N,; risulta N = N, - K.

Ora NKCK e KNNy,=0; per keK possiamo scrivere &k = n,-+ n,
(no€ Ny, n.€ N, opportuni) e pertanto, per keX, kk = n,k + n, onde =,
e KN XN, ed essendo, per quanto precede n,= k— N,, Yisulta nye KN Ny= 0
onde KCN,. Ne segue K = N, ed allora N, risulta un ideale sinistro di N e
dunque bilatero, il che & escluso perché N & semplice. In tale caso N, risulta
Punico ideale sinistro di N e questo contraddice lipotesi.

Non potendo ovviamente essere N,= 0 (gli stems costanti, se semplici,
non hanno alcun ideale né destro né sinistro) si ha Ny= N.

Abbia N pit di due ideali sinistri, allora N+ & abeliano ed N2 risulta un
ideale di N: risulta N2= N perché N non puod essere uno zero-anello semplice
e possedere ideali sinistri. Il resto & ovvio.

Siamo infine in grado di dimostrare il seguente

Teorema 4. Uno stem destro semplice ¢ cui ideali sinistri propri sono
massimali possiede al pit due ideali sinistri propri.

Supponiamo che lo stem N abbia tre ideali sinistri propri e distinti I ,J, K.

Proviamo dapprima che ogni ideale sinistro di N ha quadrato non nullo.
Dal momento che ogni somma finita di stems nilpotenti & nilpotente (teo-
rema 2.101 di[6]), non pud esistere pitt di un ideale sinistro proprio di N a
quadrato nullo (Lemma 1). Sia K un ideale sinistro con K2= 0 di N; risulta
N=I+J=1I+K= J + K; per jed possmmo serivere j =¢+ &k (1 €1,
ke K opportuni) e per ¢e I possiamo scrivere i — i+k (e J, ke K oppor-
tuni). Applicando due volte la prop. 2.22 di[6], si ha che per k' e K risulta
E'j =k (i+ k)= k'7 e analogamente k' 7 = k’(} + k) = k’j. Poiché¢ INJ = 0
ed inoltre, essendo N zero-simmetrico, risnlta NI CI e NJ CJ, allora risulta
Fj=FkielNndJ =0 eanalogamente k'{ = k'jeI NJ = 0. Ne segue KI = 0
e KJ =0, da cui, essendo ¥ = I + J, si trae che K & contenuto nelP’annul-
latore sinistro di N, che ora & nullo, perché & un ideale bilatero di N ed N &
semplice. Si conclude quindi che gli ideali sinistri propri di N sono non nil-
potenti: in virth del teorema 3.51 di[6] e per il Lemma 1, ognuno di essi am-
mette almeno una unitd destra.

Siano e,, e, unitd destre rispettivamente di I e J.

Osserviamo intanto che Ie, C Ne,CI e poiche, ovviamente ICITe,, si ha
che J = Ne,=Te;: quindi N =1 + J = Ne, + Ne,.

L’annullatore sinistro di e,, 4,(e,), & un ideale sinistro di N che, non potendo
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coincidere con N (perché Ne, = I 5=0), sara nullo oppure proprio. In quest’ul-
timo caso chiamiamo € la sua unita destra e prendiamo in considerazione Pan-
nullatore sinistro di € che, al solito sard nullo oppure proprio: in ogni caso perd
la sua intersezione con A,(e;) si ridurrd al solo zero, essendo € 'unita destra
di 4.(e).

Se ne trae che omomorfismo ¢: N - N definito ponendo g(n) = n{e, -+ &)
risulta essere un isomorfismo, visto che il suo nuecleo risulta A4 (e) N A&).

Esiste quindi un elemento ¢ di N tale che ¢(e) = e(e,+ €) = e, ¢ da
cul ¢(e®) = g(e) ossia ¢*=¢ ed inoltre, per ogni # in N, p(n) = n(e, -+ &)
= ne(e, -}- €) = @(ne) ossia » = ne: dunque N ¢ dotato di unitd destra.

Essendo N = I + J = I - K, risultera

(4) e=c¢ +e =0 +e

dove ¢, ¢, sono unita destre in 7 mentre e, ed ¢, lo sono di J e di K rispettiva-
mente; tali elementi risultano inoltre idempotenti e ortogonali (teore-
ma 3.43 di[6]).

Inoltre e'l' e, = e,¢; = 0 (%) e quindi dalla (4), moltiplicando a destra per e:,
si ha subito e; = ¢,. Ma allora riesce anche e, = ¢, e quindi tale elemento
risulta necessariamente nullo, appartenendo contemporaneamente a J ed a K:
questo ¢ assurdo.

Si conclude che N ha al pilt due ideali sinistri massimali.

Un discorso un po’ diverso va fatto per gli stems destri N semplici ¢ cui ideali
destri propri sono massimali. In essi infatti si possono avere quanti ideali destri
si vuole, come mostreremo in un esempio.

Teorema b. Sia N uno stem destro semplice ¢ cui ideali destri propri sono
massimali. Se N ha pit di due ideali destri, allora N ¢é zero-simmetrico, abeliano
e coincide con tutle le sue potenze.

Lo stem N ¢ abeliano per il lemma 3 di[2].

Sia N= N,+ N., con Ny5£0 ed N,s40; ora N, ¢ un ideale destro di &,

.\

visto che N+t ¢ abeliano.

{3) Per convincersene basta moltiplicare a destra la seconda delle (4) per ei: si
ottiene ¢, = ¢] -+ e,e; ossia eze; = e; —e; da ocui, moltiplicando a destra per ¢, ¢ te-
nendo conto del fatto che e, ed e, sono ortogonali, si ottiene subito che e’{e; = 0; che
poi e,¢] sia nullo si ottiene in modo analogo dalla seconda delle (4) moltiplicando a
destra una volta per e, e una volta per e, tenendo ancora conto del fatto che tali
elementi sono ortogonali.
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Sia I un ideale destro di N proprio e distinto da N,. Allora INN,=0 e
pertanto I C N, (cfr. prop. 2.18 di[6]). Visto che N =TI - N,= N, -+ N, si
puod facilmente mostrarve che risulta I = N,: il che & escluso. Dunque N,= 0
ovvero N,= N; quest’ultimo caso perd ¢ escluso perché allora tutti gli ideali
di ¥V risulterebbero bilateri e pertanto si conclude che N & zero-simmetrico.

Inoltre N2 ¢ un ideale di N (perché N+ & abeliano) e pertanto, essendo N
semplice non zero-anello, deve necessariamente risultare N2—= N e dunque ¥
coincide con tutte le sue potenze.

Un esempio. Sia N+ = C, @ C,. Posto C = {(z, 0> |ze C,\0}, definiamo
un prodotto nel seguente modo:

0 sebdb=0
ab= a sebel
—a  se bgCuU 0,00},

Si verifica subito che [N; 4, -] & uno stem destro semplice in cui tutti i sotto-
gruppi di N+ sono ideali destri massimali di N.
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Summary

We study right near-rings N whose proper left (right) ideals are mamimal. We get a
classification of this near-rings: in particular we consider the case simple and we prove
that a near-ring simple whose proper left ideals are mawimal has at most two left proper
ideals.
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