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C. FERRERO CoTrTI ¢ A, MODENA SUPPA (%)

Sugli stems con involuzione (*¥)

Introduzione

Tenendo presente che il quadrato di uno stem distributivo & un anello,
nei lavori [1],, sono state studiate classi di stems contenenti un anello
con involuzione: precisamente gli stems il cui quadrato possiede una involu-
zione. Anche in vista delle notevoli applicazioni in vari campi, dalla analisi
funzionale alla geometria differenziale, che gli stems con involuzione sembrano
avere (cfr. [3], [4] e le relative bibliografie), passiamo qui a tale tipo di studio;
vale la pena di segnalare che i risultati pitt notevoli sugli anelli con involuzione
sembrano essere oftenuti quando I'anello ¢ primo, semi-primo, semplice o
almeno ha unitd. Uno stem con involuzione tuttavia risulta distributive ed &
dunque un anello tutte le volte che il suo annullatore ¢ nullo, di modo che le
tecniche guasi-anellistiche analoghe a quelle utilizzate per gli anelli con invo-
luzione non portano a nulla di nuovo.

Pertanto lo studio degli stems con involuzione deve procedere in altra
direzione; i risultati da noi ottenuti sembrano percid essere nuovi anche nei
casi particolari in cui gli stems via via trattati siano anelli.

Se N & uno stem con involuzione j, allora N'= N/A(N) & un anello con
una involuzione j' (ove j'([#]) = [j(x)], per [z]e N').

Sia S(N') I'insieme degli elementi simmetrici di N’ (tali ciod& che j'([2])
= [#]) e K(N') quello degli elementi emisimmetrici di N’ (tali cioé che
§([#]) = — [#]) e sia m Pepimorfismo canonico da N su N': possiamo consi-
derare gli insiemi §= 7"1(S(N")) e R = A~ (K (N')) degli elementi quasi-
simmetrici e quasi-emisimmetrici di N. Qui mostriamo, fra l’altro, che gli
annullatori A(S) e 4(K) sono ideali tenuti fermi da 7.

(*) Indirizzo degli AA.: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). —Ricevuto:12-VII-1979.
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Le involuzioni che & possibile definire su uno stem sono costruite con i
Teoremi 2 e 3 del presente lavoro.

Nei Corollari 2 e 3 si collega esistenza di involuzioni su un anello N con
Pesistenza di omomorfismi di Jordan o di Lie (cfr. [4] e [5] rispettivamente):
in particolare si ha che se N ¢ un anello e se K{¥)C A(N) allora le involu-
zioni su N sono tutte e sole le funzioni j tali che j(z)= x -+ (), ove ¢ & un
omomorfismo di Jordan di N in K(N) tale che g(r) = — 22 per x e K(N).

Quando & SC A(N) si hanno invece omomorfismi di Lie ¢; quando val-
gono entrambe le ipotesi aggiuntive ¢ @(x) = 2x -+ g(x), Vo e N.

Rimane aperta la possibilita di estendere o adattare questi risultati al caso
degli stems che non sono anelli: si tratterd di generalizzare I'idea di omomor-
fismo di Lie o di Jordan sostituendo con la (1) dei Teoremi 2, 3 la condizione
di conservazione della somma.

11 lavoro si conclude (n. 4) con lo studio di casi in cui A(S) ed A(K) sono
ideali massimali: allora lo stem risulta uno J*-stem (cioe la corrispondenza
xy — yx & una involuzione di N?): come tali possono essere costruiti a norma
dei Teoremi 9 e 10 di[1];.

Forniamo inoltre decomposizioni notevoli di questi stems.

1 - Generalita

Sia N uno stem sinistro: chiamiamo involuzione su N ogni automorfismo j
di ordine due di N+ tale che j(zxy) = j(y)j(®»), Yo,y € N.

Se M C N, indichiamo con (M) il sottostem di N generato da M e con
M» il sottogruppo di N+ generato da M™ = {x; &, ... 2, |%;, &, ..., B, € M};
indichiamo invece con N* il sottostem generato da N® = {# a,...2;|
@y, By ..., ¥, € N} Poniamo A(M) = {zeN|ay = yz =0, Yy e M}.

Uno stem con involuzione & ovviamente distributive; inoltre j(N?%) = N?
e j(A(N)) = A(N); ne seguono i seguenti fatti

(1) A(N) é un ideale di N;

(2) se A(N)= 0, allora N & un anello;

(3) N* & un anello una cui involuzione & la restrizione ad esso della j;
(4) N'= NJ/A(N) & un anello con una involuzione j' definita dalla
§'([#]) = [j(@)], per [#]€N".

Questi verranno spesso utilizzati senza esplicito richiamo; indicheremo sem-
pre con [2] il laterale # + A(N) e con j|,. la restrizione di j ad N2

Come per gli anelli, se ¥ & uno stem con involuzione j, indicheremo,
secondo [3], con S(N)= {z € N|j(z) = »} Dinsieme degli elementi simmetrici
di ¥ e con K(N)= {weN|jl®) = — «} Pinsieme degli elementi emisimmetrici
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di N; poniamo inoltre S = 7 S(N')) e K = a (K (N")), ove m & Pepimor-
fismo canonico N — N'= N/A(N): si tratta dell'insieme degli elementi che
diremo quasi-simmetrici (infatti se 4(N) = 0 allora § = S(N¥ )) e dell’insieme
degli elementi che diremo quasi-emisimmetrici (infatti se A(N)= 0 allora

K = K(N)). Utilizzeremo spesso anche Pinsieme 7 = {o + j@) |z e N} delle
tracce di j e linsieme 7, = {— 2 + j(@) |z e N}.

~ ~
2 - Proprieta degli insiemi S e K

Sono particolarmente importanti per il seguito le proprietd raccolte nella
osservazione seguente: verranno spesso applicate senza esplicito richiamo.

Osservazione 1. Sia N uno stem con involuzione j e sia N'= N|A(N);
valgono ¢ sequenti faiti:

(1) #e8 (we K) se ¢ solo se — @ + j(@) € AN) (¢ + j(@) € A(N));
(2) 8(VycS e K(N)C K;

38) TcS e T,C K;

4) §(8) =8 ¢ j(R) = K;

(5) S e K sono sottogruppt normali di N+ che contengono A(N).

La dimostrazione pud essere lasciata al lettore; a titolo esemplificativo,
per il punto (3), si osservi che se ze 7, allora esiste un @ e N tale che
&=+ j(@); si ha — 2 -+ j(&)= — j(z) — & + j(w + j(@)) = — (@) — @+ j(z) + .
Ne segue che — z | j(2) appartiene al derivato di N+ che &, ovviamente, con-
tenuto in 4(N): dunque ze 3.

Per dimostrare che A(S) e A(K) sono ideali di ¥ & necessario il

Lemma 1. Se N ¢é uno stem econ involuzione j, allora

(1) per e (S> ed ne N risulia zn— nw € 8,
(2) per e K ed neN risulta an 4 nx e (K.

(1) Cominciamo infatti ad osservare che, per €8 ed ne XN , risulta
on — nx = (2n + j(n)z) — (n 4 jm))s, ove xn 4 jn)e ed n -+ jn) appar-
tengono ad S, come subito si verifica. Dunque zn— nw € (SH.

n

Osserviamo ora che 2z (S) solo se, posto St=S, risulta & = 3, ay’,
1

ove y'e S’ (si ricordi anche che § ¢ un sottogruppo normale di N*) ed o, &
intero relativo; pertanto per verificare Passerto basterd mostrare che se x eS¢
(per qualche j € N), allora an — na € (S

Possiamo all’'nopo ragionare per induzione sull’intero j: Passerto vale per
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j = 1 per quanto sopra visto. Sia # il generico generatore di S/ e ¥ il generico
elemento di S: allora zy & il generico generatore di S#+1: si supponga che,
per n e N, 2n— nz e (8> (¢ € §7); risulta inoltre yn — ny € <S>, Si hanno dun-
que subito le relazioni zny — ney € (S e zyn — 2ny € (), da cui, sommando,
si trae zyn — ney € (S). Per quanto sopra osservato su zy, risulta am — nw
€ (8>, Yo e §i+1 e dunque Dasserto vale, per induzione, per ogni j-

(2) Se we K allora an + nw = (2n -+ j(n)a) + (n— j(n))e ove an + j(n)z
ed n— j(n) appartengono a K, come subito si verifica: ne segue l’asserto.

Teorema 1. Sia N uno stem con involuzione j; allora A(S) e A(K) sono
ideali di N tenuti fermi da j.

Intanto & ovvio che A(S) e 4A(K) sono sottogruppi normali di N+. Inoltre
per 2 A(S), neN ed yel riesce (na)y =0 onde NAS)C A(S); infine,
Lemma 1, punto (1), & ny — yne<S> e dunque rny — xzyn = 0; ne segue
any = 0 (perché myn = 0) e percid A(S)N C A(S). Per A(K) si ragiona in
modo analogo ricordando il Lemma 1, punto (2).

Infine per 2 € A(S) ed y S & j(y)j(x) = j(@)jly) = 0 e cioé (si ricordi che
Jy) =y + a, a opportuno in A(N)) yj(x) = j(@)y = 0; ne segue che j(A(S))
€ A(S). Poiché j ha ordine due, vale Pinclusione opposta. Per A(K) si pro-
cede allo stesso modo.

Si osservi infine che se N ¢ uno stem con involuzione j e se x € N, allora
2 = (z + j(@) + (— j(@) + ) ove » +j@ el e —j@) - ze K(N): dun-
que, se 2N = {3z|x e N}, risulta 2N ¢ S - K(N).

Se pertanto 2N = N risulia N = § + K(): in particolare se N & un anello
con involuzione allora N = S(N) 4+ K(N). Anche questi fatti verranno spesso
utilizzati senza esplicito richiamo.

3 - Involuzioni ed omomorfismi di Jordan e di Lie

Incomineciamo ad individuare le involuzioni che pud avere uno stem. Ovvia-
mente possiamo limitarci al caso distributivo.

Teorema 2. Uno stem distributivo N possiede una involuzione j con
A = K(N) se ¢ solo se¢ esiste una funzione ¢ da N ad A tale che

1) o@+y) =—y+ @) +y+ o),

(2) p(x) =— 22 se ¢ solo se z€ A,

(3) play) = — 2y + yo + yo@) + e¥)z + ey)p).
Le involuzioni su N sono tutte e sole le funzioni § definite dalla j(x) = x (),
per @ soddisfacente le (1), (2), (3).
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Se j € una involuzione su N allora, per e N, — x 4 j(x) € K(N); pos-
siamo pertanto considerarve la funzione ¢ da N a HK(N) definita dalla ¢(x)

= — & -+ j(x). B ovvio che se z e K(N) allora p{w) = — 2x; altra parte se
¢(x) = — 22 allora j(r) = — v ed ze K(N): & la (2).

La (1) e la (3) si provano con un calcolo diretto.

Siano viceversa N uno stem distributivo e ¢ una funzione da N ad un sotto-
insieme A di N soddisfacente le (1), (2), (3).

Per mostrare che la funzione j da N ad N definita dalla j(z) = » -+ (=)
¢ una involuzione su N basta osservare che j(j(@)) = j(z + (@) = =z + p()
+ gz + @) = 2+ p@) — @)+ @)+ o) + plp@) = ©+ 2
=u; j@et+y)=ct+ytoty) =2+ +y+ oy = j@) + j¥); jwy)
= ay + @lry) = j(y)j(@).

B poi ovvio che allora 4 = K(N).

pl
8
l
Lo
=1
8

Teorema 3. Uno stem distributivo N possiede una involuzione j con B = S
se ¢ solo se esiste una funzione ¢ da N a B tale che

1) ¢l +y)=2a+y—2a+ ¢@)—y+ @y,
(2) — 2z -+ @(xr) e A(N) se ¢ solo se x e B,
(3) ¢@y) = wy + y» — yg(@) — PY)x + Ply)P().
Le involuzions su N sono tutte e sole le funzioni j definite dalle j(z) = — v 4 @(»)

per ¢ soddisfacente le (1), (2), (3).

La dimostrazione ¢ analoga a quella del precedente Teorema 2.

Ricordiamo che in [1}; abbiamo chiamato J*-stem uno stem N in cui la
corrispondenza xy — yx & una involuzione di N:.

In [4], Jacobson e Rickart chiamano omomorfismo di Jordan di un anello R
in un anello B’ una funzione f: R — R’ tale che f(z -+ y) = f(x) -+ {(y),

f@?) = (f@)* ed f(wyo) = f(@)f(y)f(x), Yo,y € R.

Tali omomorfismi sono legati alle nostre involuzioni dal

Corollario 1. Uno stem distributivo N possiede una involuzione j tale
che gli elementi emisimmetrict rispetio ad essa sono annullatori se e solo se esiste
una funzione ¢ da N ad A C A(N) che soddisfi, oltre alle (1) ¢ (2) del Teorema 2,
alla. (3) @loy) = — oy + yx. Inoltre N ¢ uno J*-stem; se N é un anello ¢
¢ un omomorfismo di Jordan la cus immagine & uno zero-anello.

La prima parte del Corollario & una conseguenza immediata del Teorema 2,
Lo stem N risulta uno J*-stem perche, per =, yeN, jlzy) = 2y + plzy)
= oy — Y& + yr = yx e dunque la xy — yx coincide con la j|,..
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Sia N un anello: allora la (1) del Teorema 2 dice che ¢ & un omomorfismo
additivo, inoltre g(a%) = — #° + #* = 0 = (p(x))* (perché ¢(z) e A(N)).

Inoltre ora N & uno J*-anello e percid (th. 1 di [1},), N2C Z(¥); dunque
pleyx) = — ayz + oy = — 2% + 2% = 0 = @(r)p(y)p(@): si conclude che @ e
un omomorfismo di Jordan.

Ora @(N) = A risulta uno zero-anello perché A2 = 0 ed inoltre A risulta
un sottoanello di N,

In [5] si chiama omomorfismo di Lie di un anello R in un anello R una
funzione f: B — R’ tale che f(z + y) = f(x) + fly) ed Fflzy — yz) = f(@)f(y)
— f)f(@).

Un risultato analogo al precedente & fornito dal

Corollario 2. Uno stem distributivo N possiede una involuzione j tale
che gli elementi quasi simmetrici rispetto ad essa sono annullatori se e solo se
esiste una funzione @ da N a B C A(N) che soddisfi, oltre alle (1) ¢ (2) del Teo-
rema 3, alla (3) ¢(vy) = zy + ye.

Inolire N ¢ uno J*-stem; se N ¢ un anello allora ¢ é un omomorfismo di Lie
la cui immagine é uno zero-amello.

La prima parte del Corollario & conseguenza immediata del Teorema 3.

Inoltre, per @, y € N, j(wy) = — oy + @y -+ y2 = yx e percid N & uno J*-stem.

Sia N wn anello: allora ¢ & un omomorfismo additivo per la (1) del Teorema 3.
Inoltre glay — yx) = glay) — Glyz) = ay + yo — (yo + ay) = 0 = G@)F(y)
— @(y)p(x): dunque @ ¢ un omomorfismo di Lie.

4 « Caso in cui A(§) e A(I%) sone massimali

Per ora supporremo che gli ideali 4(S) e A(K) non coincidano con A(N):
il caso A(N) massimale da luogo a situazioni che verranno affrontate altrove.
Considereremo il caso A(S) massimale; se & 4(K) massimale le cose vanno
in modo sostanzialmente analogo.

In quanto segue, per evitare ripetizioni, appesantiamo spesso le ipotesi per
escludere casi che vengono trattati poco oltre.

Lemma 2. Sia N uno stem con involuzione j; se N2 ¢ privo di torsione
due, allora SN K = A(N) = A(S) N A(R).

Infatti A(N)C 8N K (Oss. 1) ed inoltre se we SN K allora — z -+ j(2)
e A(N) ed o+ j(w) € A(N). Ne segue — oz + j(@) —j@)— 2= — 2w A(N) ¢
si ha, per y € N, 2ay = 0 = 2yx. Dunque oy = yx = 0 (perché N2 ¢ privo di
torsione due) ed z e A(N).
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Risulta anche ovviamente A(N)C A(S) N A(K); sia xe A(S) N A(K); per
la Oss. 1 risulta @(y 4+ j(y)) = 0 e 2(y — j(y)) = 0, Yy € N; dunque 2zy = 0.
Analogamente si mostra che € 2y = 0. Di qui sy =yx =0 ed ze A(N).

Teorema 4. Sia N uno stem con involuzione j, ¢ sia A(S) 7= A(N) e
A(R) 5= A(N) con N privo di torsione due. Sia N = N JA(S) semplice non
nilpotente: allora N risulta uno J*-stem, N =8 -+ K ¢ S, K sono ideali tali
che S-K = K-§ = 0.

Osserviamo subito che A(K) QA(S) perché altrimenti risulterebbe A(S)
= A(N) (Lemma 2), il che é escluso per ipotesi: dalla massimality di A(S)
segue percid N = A(S) + A(K). Per ne N esistono ac 4(S) e b € A(K) tali
che n = a 4 b e per y e K risulta ny = ay € A(S) (perche A(S) & un ideale)
e pertanto N-K C A(S). Sia [¢]e N = N/A(S) ed y e K; per quanto precede
risulta [2]-[y] = A(S) e pertanto [y] e A(N) visto che & anche [y]-[2] = A(S)
perché K-N ¢ A(S). Ma N & semplice non nilpotente e dunque A(N) = A(S)
ed [y] € A(S), per ogni y e K: ne segue che KC A(S) e che dunque S-K
= K-8 = 0; inoltre Sc A(K).

Consideriamo Panello N = N/A(S) = (4(S) + 4(K))[A(S); visto che
(Lemma 2) A(S) N A(K) = A(I), si ha che N & isomorfo ad N'= A(K)/AN
e percid non & nilpotente. D’altra parte N’ & privo di torsione due: sia infatti
per ze A(K), 2-[¢]€ A(N), allora riesce 2z€ A(N); di qui 2% = 0= 21z
(Vte N): dunque ze€ A(N) perché N & privo di torsione due.

L’anello N’ ha involuzione j', indotta da j, definita dalla j'([#]) = [j(«)];
visto che 2N'= N’ risulta N'= S(N') 4+ K(N'): sia [w]e N' tale che j'([w])
= — [w]: allora w - j(w) € A(N) e dunque we K C A(S). Daltra parte so
[w]e N’ allora we A(K) e dunque we A(S) N A(K) = A(N): ne segue che
KE(N') = A(N) e percid riesce N'= S(V'). Per ze AK) & [j@)] = [«] e per-
cid — 2 -+ j(@) e A(V): dunque xeS e A(K)CS: risulta A(R) = S.

Mostriamo che A(S) = K: infatti Panello N"= A(S)/A(N) & ovviamente
privo di torsione due e linvoluzione j” indotta su N” da j & definita dalla
i"([#]) = [j(=)] (per [#]e N"): in questo caso risulta 2N S(N’) + KE(N") ed
inoltre risulta S(N") = A(N) perché se v € A(S) & tale che j"([v]) = [v], allora
— v+ jw)e A(N) e dunque veSC A(K): si ha ve AS) N AK) = A(N) e
2N C K(N"). Sia ue A(S), per quanto precede si ha che §"(2[u]) = — 2[u]
e cioé 2[j(uw)] -+ 2[u] = A(N). Essendo N’ un anello si ha 2(j0(w)] + [«])
= A(N) ed essendo N” privo di torsione due, risulta [(w)] + [u] = A(N) e
percio ](u)—}—ueA(N): ne segue che we K e dungue A(S)C K. Risulta

A(S) = K perché & gid stato visto che K C A(S). Si conclude che ¥ = 8 + K
ove § e K sono ideali di ¥ (perché coincidono con A(R) ed A(S) rispettiva-
mente) il cui prodotto & nullo.

Per mostrare infine che N & uno J*

4 coin-
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cide con la corrispondenza zy — y@. Siano @, y € N; esistono a, ¢’ € S e b, b’ € K
tali che v =a 4 b ed y = o' b': inoltre zy — aa’-- bb’'. Risulta
J(@y) = jlaa'+ bb) = j(aa) + j(BY') = j(a')j(a) + j(b)j(b) = a'a + D'b = y&
e questo completa la dimostrazione.

Teorema 5. Nelle ipotesi del Teorema 4, visulta N = K -4~ S2 ove S2 ¢
un campo, jle =1 e KN S =0.

Infatti in tali condizioni N & uno J*-stem con K ideale massimale (Teo-
rema 4).

Dimostriamo che Z(N) s 0 ¢ che Z(N)¢ K. Infatti visto che N & uno
J*-stem, allora N*C Z(N) (cfr. th. 1 di[l],) e se Z(N)= 0 allora risulta
N2 =0, il che & ora escluso. Allo stesso modo risulta Z(N)¢ K perché altri-
menti N = N /K sarebbe mnilpotente contro il supposto.

Dal fatto che N2C Z(N) segue anche che Z(N) ¢ un ideale e, per quanto
precede, possiamo asserire che N = K 4 Z(¥): dunque N = N/K & isomorfo
a Z(N)/(K N Z(¥N)) che risulta semplice e commutativo: & un campo. Visto
che S/A(N) & isomorfo a IV , anche esso risulta un campo ed A(N) & massi-
male in S che & uno J*-stem. Per il teorema 9 di [1], risulta S = A(N) + S2
ove S2 & un campo ed A(N) N S2= 0; d’altra parte per @, y € S risulta zy e §
e dunque — zy -+ j(zy) € A(N) N S* = 0. Risulta j|5 = 4.

Per il Teorema 4 inoltre si ha N = K 4 S ove abbiamo appena visto che
S = A(N)+ 8 dunque ¥ = K 4 (A(N) + §2) = (R + A(N)) + S=

Proviamo che (K 4+ A(N)) N8 =0: sia we (K4 A(N)) N S2; esistono
2eK e te A(N) tali che s =21 Se 24 teS? allora 2+ teS (perche
S2¢ 8): ne segue zeS (infatti A(N)CS): dunque ze K NS = A(N). Deve
pertanto risultare z + t e8> N A(N) = 0 (Th. 4), da cui l'asserto.

Visto che inoltre A(N)C K, possiamo concludere che N = K + 8

T appena il caso di accennare al fatto che se & A(K) massimale (sempre
con A(K) e A(S) diversi da A(N)) N risulta uno J*-stem, N = S 4 K2, con
SN K= 0, R campo e j|3. = — i.

Teorema 6. Sia N uno stem con involuzione j, sia N* privo di torsione
due ¢ siano A(S), A(K) diversi da A(N). Se N'= NJ/A(S) ed N'= N/A(K)
sono zero-anelli semplici, risulta N3 =10, N=S8-+ K con S?=K>=0 ¢
j@y) = — yx oppure §-K = K-8 = 0; inoltre N ¢ uno J*-stem.

Poiché A(S) e A(K) sono entrambi diversi da A(N) non possono coinci-
dere tra loro (perché allora — Lemma 2 — si avrebbe A8) N A(K) = A(N)
= A(S) = A(K)); essendo N’ ed N" zero-anelli semplici, si ha che A(S) ed
A(K) sono entrambi massimali ed N2C A(S) N 4(R) = A(N): dunque N3 =
ed N = A(S) + A(K). Risulta anche subito che § e K sono ideali di N. Ne
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segue anche che N’ & isomorfo all’anello N'= A(K)JA(N) e dunque N' & uno
zero-anello semplice privo di torsione due (se [22] = A(XN) allora 2z € A(N)
e risulta 22y = 0 = 2yx, Vy € N; poiche N2 & prive di torsione due si ha
z e A(N)). Dunque N'= S(N') + KE(N'): sia ze A(K) tale che [z]e€ S(N');
& —a+ j@) e A(N) e percid we8. In definitiva si ha ze A(K) N 8: visto
che A(N) & massimale in A( K) e che A(K) & massimale in N sono possibili
solo i seouen’m casi A(K) = S oppure 4(K) NS = A(N). Ma per quanto pre-
cede, se A(K )r\S A(N) e se [m]eS(N) allora x€ A(N) ed [z} = A(N):
ne segue che N'=K(®HN) e cios, per ze A(K K), risulta [j(&)]= — [z] e dunque
2+ j(z)e A(N) e cioe ze K; dunque A(K)C K ed anzi A(K) = K, perché
A(K) & massimale in .
Si conclude che A(R) = S oppure A(K) = K.

In modo analogo si prova che si ha A(S) = S oppure A(S) =
parte non possono sussistere le A(K)= S8 ed A(S)=2S8 o A(
A(S) = K perché altrimenti si avrebbe in ogni caso A(S) = A(K) = A(N)
(Lemma 2), cosa esclusa.

Se dunque risulta A(K) =S8 e A(S) = K allora si ha SK=K§ =10 e
risulta ¥ = § 4+ K: ¥ & uno J*stem a cubo nullo.

Altrimenti deve risultare A(K) = K ed A(S) =98 e dunque ¥ =8 + K
con S = K*=0, cioé¢ N & uno stem a cubo nullo somma di due zero-stems.

Inoltre, per zy € N, esistono elementi x;, ¥, € S ed ,, 5, € K tali che risulta
r=o, 2 ed y=1vy, -+ 9,; allora oy =2y, xy,; si ha subito jzy)
= J(@1s + BoYs) = — Yoty — Ysy = — (Yots + Ya%) = — ya: pertanto la corri-
spondenza xy — — yx coincide con j|,..

9)

Significativo perché porta ad una costruzione effettiva ¢ il

Corollario 3. Nelle ipotesi del Teorema 6 risulta N =S8+ K ed S, K
sono stems caratterizzati dal teorema 10 di [1];.

Dal Teorema 6 segue che N = § 4 K & uno J*stem salvo al pitt quando
j@y) = — y=. Siano § e K J*stems a cubo nullo; poiché¢ siamo nel caso
distributivo il derivato di N* & contenuto sia in § che in K. Le ipotesi
del teorema 10 di [1], sono dunque verificate sia per S che per K. In conse-
guenza del fatto che ora N & distributivo la (3) e la (4) del teorema 10 di [1];
sono poi sempre verificate.

D’altra parte se N =8 -+ K & tale che S* = K= 0 e j(ay) = — yx, si
vede facilmente che si pud riottenere il teorema 10 di [1], che ora serve per
costruire S e K.
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Summary

For the study of near-rings (and rings) N with involution is useful the use of the sets
A 3 . . . . .
S(K) of elements whose images in the canonical epimorphism N—-N|A(N) are symmetric
(skew-symametric).

The involutions on @ near-ring can be studied using certain functions that in the ring
case are Lie or Jordan homomorphisms. In the last section of the paper we give a

S ko » . -
decomposition of near rings with involution and with A(S), A(K) mawimal ideals; in the
studied cases N is a J*-near-ring.



