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R. BALnr ¢ A, C. GrioL1 (%)

Sulle rotazioni non uniformi
di un satellite girostatico simmetrico

in orbita cireolare (**)

1 - In questa nota si dimostra, per un satellite simmetrico, dotato di un
girostato del tipo di Volterra [4] ed il cui baricentro si muova su un’orbita
circolare, 'impossibilitdh dinamica di moti attorno al baricentro che siano rota-
zioni non uniformi.

Nell'usuale approssimazione della Mececanica Celeste [3], [2] i moti in esame
sono regolati dal seguente sistema di equazioni

(1): (C— Ao yoys 4+ o(lyye— Lys) = "7(0_‘ A)eycy,
(1)e Adrys + wlypy=n(d — C)ee,

(1)s Cd)ya_ wly Ya=10,

(2), €1 = Colyy— ¥3) — Ca{wy,— vs)

(2)2 €y = — Cy¥;— 01(00‘)’3“ Va)

(2) Gy = C{@ys— V) + C2¥1,

(3 P = (VY5 — 1Y) ,

(3)2 Py =— WY,

(3); Py = WV Ys .

(*) Indirizzo degli A.A.: R. Barri, Dipartimento di Matematica, Universita,
06100 Perugia, Italy; A. C. Griori, Seminario Matematico, Via Belzoni 7, 35100 Pa-
dova, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 27-VII-1979.
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In esse si ¢ indicato con w il modulo della velocitdh angolare; con y,, ¢;, v;, I;
le componenti, su una delle terne centrali di inerzia, del versore delPasse di
rotazione vy, del versore del raggio orbitale ¢, della velocitd angolare v asso-
ciata al moto orbitale e del momento girvostatico I rispettivamente; 4 e C
indicano i momenti principali d’inerzia del satellite che & simmetrico rispetto
al terzo asse, 7 ¢ infine una costante positiva legata alla massa del corpo
attraente, al raggio orbitale ed alla costante di gravitazione.

Stante la simmetria del satellite si ¢ potuta assumere, in tubtta generalitd,
la terna di proiezione in modo tale che sia p;, = 0.

11 sistema (1), (2), (3), ammette gli integrali primi

(4) ;4 v; v =2,

(5) w*(Ay; -+ Cy3) + 9(C— A) ¢l — 20Av,y,

— 2w C0pyys— 219 — 2L, v, — 21,9, = B,

(6) VoYt Yy = 1.

Un moto di rotazione (non uniforme) dinamicamente possibile per il satellite
girostatico simmetrico corrisponde ad una soluzione del sistema differenziale
(1), (2), (3) che verifichi anche le relazioni in termini finiti

(7) Y10+ Vet v36,=0,
(8) G+etei=1.

2 — Si dimostra che condizione necessaria per la possibility dinamica di
una rotazione non uniforme & che Passe di rotazione appartenga alla sezione
equatoriale del satellite.

Poiché si escludono le rotazioni uniformi, si escluderd nel seguito che sia
A = C oppure y, = 0; nel primo caso si pud assumere, in tutta generalita,
la terna di proiezione in modo che sia anche y, = 0, ed in questo secondo caso
dalla (1), si ottiene direttamente & = 0.

Supposto y; # 0, eliminando o tra la (1), e (1), si ottiene

(9) ClLiy;0 —nC(A— O)yzeie+ ALyio=0.
Il problema si riconduce allora a quello di riconoscere se, tra i moti determi-

nati dalle soluzioni del sistema differenziale (1);, (2), (3), nelle incognite w(t),
v1(8), valf), wa(t), i(t), €a(t), cs(2), ce ne & qualeuna che verifichi le relazioni in ter-
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mini finiti (1);, (4), (5), (6), (7), (8), (9); si ottiene una condizione necessaria
dalla compatibilitd di queste ultime.

Nello spazio proiettivo R7(w, vy, vs, v5, €1, Ca, €5, 2) le (1), (4), (5), (6), (1),
(8), (9) rappresentano altrettante ipersuperficie algebriche: la possibilitd dina-
mica di un moto di rotazione non uniforme implica esistenza di almeno una
curva reale propria comune alle dette ipersuperficie che non sia in un iperpiano
o = hz con k eostante. Il sistema delle equazioni suddette deve dunque definire
in R” una famiglia di varietd nella cui unione sard contenuta detta curva. Tra
queste varietd ce ne deve essere almeno una V di dimensione k>1 non conte-
nuta in uno dei detti iperpiani.

Poiché V deve avere dimensione non nulla, essa deve intersecare un qua-
lunque iperpiano di R7 ed in particolare I'iperpiano improprio T, i una varietd,
non nulla. Scritte le equazioni in forma omogenea, si riconosce che, nelle ipo-
tesi assunte, I'intersezione di V con Piperpiano improprio ha dimensione nulla
essendo costituita dai punti

Py(0, % — ys, 92, 0,0, 0,0), PI(O,-—- ty— Y3, 92, 0, 0,0, 0),

Pz(oy 0: 0: O, 1; 'i; 07 O) y P‘z(oy O’ 0, 07 1: - 7:) 07 0) ’

contati con opportuna molteplicita. La ¥V ha quindi al pit dimensione 1. Si
riconosce che in nessuno dei punti Py, B,, P,, P, le varieta tangenti ¢, &, t,, £,
alla eventuale V appartengono all’iperpiano improprio n°. Il numero delle
intersezioni che ¥ ha con z* & dunque al pitt pari alla molteplicitd dei punti
Py, P,, P,, P, moltepliciti determinata dallordine delle varietd tangenti ¢,
by toy Ly,

V ha allora un numero di intersezioni pari al suo ordine con lo spazio
lineare S, per i punti P,, P,, P,, P,; essa si spezza quindi in parti appartenenti
ciascuna ad una degli S, del fascio che ha S, come supporto. Poiché ogni S,
di questo faseio, che non sia contenuto in =, appartiene ad un iperpiano di
equazione w = hz, anche la eventuale varietd V si spezza, contrariamente a
quanto richiesto, in parti appartenenti ciascuna ad uno degli iperpiani di
questo tipo.

3 — Posto ora y; = 0 e quindi senza ledere la generalitd y, =1 la 1)z
diviene una relazione in termini finiti che non ¢ verificata da alcun moto (che
non sia la quiete) se non & I, = 0, nel qual caso essa diviene una identitd; la (3),
comporta la costanza di »,(f) e consente di ridurre il numero delle incognite,
cosi facendo la (6) risulta inespressiva.

II problema si riporta allora a quello di riconoscere se tra le soluzioni del
sistema differenziale (1)., (2), (3), (3), nelle incognite w(t), »,(t), v:(?), €,(1), ey(1),
05(t) ce ne ¢ qualcuna che verifichi anche la relazione in termini finiti (1), e le

10
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relazioni mvarianti (4), (8), (7), (8). Per una soluzione siffatba risulterd veri-
ficata anche la relazione in termini finiti che si oftiene per derivazione rispetto
al tempo (derivata di Lie) della (1), stessa (la (1), non ¢ in generale un inva-
riante del sistema differenziale considerato, né costituisce un sistema invariante
quando sia associato alle (4), (5), (7), (8); la relazione in termini finiti che si
ottiene per derivazione della (1); non & infatti una conseguenza delle altre
relazioni in termini finiti). Detta relazione ha la forma

(10) Iycyey+ ey A(evs— emy) + o A{w— ¢y, + €vy) = 0.

Le equazioni (1);, (4), (8), (7), (8), (10) costituiseono un sistema in termini
finiti che puod essere interpretato come un sistema di ipersuperficie algebriche
dello spazio proiettive ES(w, v, v, €1, €, 65, 2). Per queste e per le loro proie-
zioni su ogni sottospazio di R, devono valere le stesse proprieta richieste pre-
cedentemente per le ipersuperficie di R°. Conviene proiettare le (1),, (4), (3),
(7}, (8), (10) nel sottospazio di R¢: R3(w, vy, ¥4, 2).

Con un calcolo diretto (eliminando ¢, ¢, ¢;) si ottengono le tre equazioni

(4) Vil =12—,
(11 (2= ) H2 4 [n(C — A) v} — 2L v,0v,]H 4 L0} + ) 0*= 0, -

(12) Aw— vl H2— I,(24v,0v5 + 21,03 + By + Iyvo) H
— AL, +v;— mo)w:=10,

con H= Aw?— 24v,0— 2I,v,— E.
Eliminando dalle (11) e (12) i termini che non contengono a fattore H,
si ottiene una equazione che si fattorizza nella H = 0 e nella "

(13) AW} 4 vi — vyo)[(v2— v3) H + 5(C— A)v]— 2L3v,00,]

+ (7 + [A2— v)) H — L(24Av, vy + 21,9, 4 Evy+ Lva0])] = 0.

La eventuale curva proiezione si spezza dunque in una parte contenuta sulla
superficie H == 0 ed in un’altra contenuta sulla superficie (13).

Per quanto riguarda la prima parte, dalle (4), (11), (12) e dalla H = 0 si
riconosce che, se non & I;= 0, & w = cost, contrariamente a quanto richiesto.

Per quanto riguarda la seconda parte, si verifica che, se & »] << »? le super-
ficie (4), (11), (12), (13) hanno intersezioni comuni con il piano improprio di B3
soltanto quando sia verificata la condizione: 2I: 4+ nA(C— 4) = 0.

Le intersezioni comuni cadono nei punti ciclici dei piani w = cost e sono
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intersezioni semplici se non ¢é », = 0; eventuale curva comune alle dette super-
ficie & allora al pitt una circonferenza di uno di questi piani. Se & invece vo= 0,
le equazioni (11), (12), (13) assumono una forma semplificata ed ¢ agevole veri-
ficare che la eventuale curva comune a queste ed alla (4) si proietta sull’ RY(w, 2)
in un numero finito di punti e si spezza quindi in parti appartenenti a piani
del tipo w = cost.

Se ¢ infine »; = »2, per la parte reale della (4) & anche: y, = p, = 0; dalla
(11) si ottiene allora che, se non & I, = 0, & w = 0.

4 - 8i conclude quindi che non sono possibili moti rotatori non uniformi
se non quando ¢ I; = 0, cio¢ quando il momento girostatico & parallelo all’asse
di rotazione. In tal caso le equazioni di moto non contengono pitt alcun termine
relativo al momento girostatico e coincidono con quelle relative ai moti rota-
tori del satellite rigido.

Sono dunque dinamicamente possibili rotazioni non uniformi, per un satel-
lite girostatico simmetrico in orbita circolare, soltanto se il momento girosta-
tico ¢ parallelo all’asse di rotazione; in questo caso, I'intera classe delle rota-
zioni non uniformi coincide con quella determinata in [1] per il satellite sim-

metrico rigido.
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