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RirA CAMPANINTI (%)

Estensione della stabilita forte secondo Markov.

Applicazioni alle equazioni differenziali con ritardo (**)

1 - Introduzione

A. Markov definisce in [8] il concetto di stabilitd forte per una funzione
vettoriale nel modo seguente: una funzione x: #Z — % si dice fortemente sta-
bile (in passato e in futuro) se e solo se ad ogni &> 0 corrisponde un 6 > 0
tale che, se « e B sono due qualunque numeri reali con [ao(x)— z(8)] < 0,
allova si ha {o(f 4 o) — @(¢ + f)|| < & per ogni numero reale ¢ (quando la con-
dizione vale solo in una semiretta [#y, - oo) si dice che la funzione & fortemente
stabile in futuro). Markov dimostra inoltre in [8] che ogni funzione x(¢) con-
tinua, limitata e fortemente stabile & guasi periodica e che per le soluzioni
limitate di sistemi autonomi lipschitziani di equazioni differenziali ordinarie,
la stabilitd forte ¢ condizione necessaria e sufficiente per la quasi periodicita.

Nel presente lavoro si estende il concetto di stabilita forte secondo Markov
per una funzione vettoriale x(tf), definita in £, nel seguente modo: per ogni
&> 0, esiste un 6 > 0 tale che se « e p sono due qualungue numeri reali con

sup @@ - a) — x(¢ 4 B)| < 6 (dove v & un prefissato numero positivo), allora
—r<I<0
si ha [lo(t + o) — (t -+ f)] <e per ogni numero reale ¢ (se la condizione vale
solo su una semiretta [t,, + oo) si parlerd di stabilith forte in futuro). Inol-
tre si confronta guesto nuovo concetto con la T-stabilitd, definita da C. Risito
in [9]; e poi estesa alle soluzioni di sistemi di equazioni differenziali funzionali
con ritardo in [1], fornendo anche delle condizioni equivalenti mediante 1'uso
di funzioni di classe K.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 6-VIII-1979.
=]
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Infine si dimostra che, per le soluzioni limitate (limitate in futuro) di sistemi
autonomi di equazioni differenziali funzionali di tipo ritardato, la stabilitd
forte in passato e in futuro (in futuro) ¢ condizione necessaria e sufficiente per
la quasi periodicitd (per la asintotica quasi periodicita).

2 — Premettiamo alcune notazioni e richiami. Considerato un numero
reale 7> 0 indicheremo con % lo spazio di Banach delle funzioni continue
definite sull’intervallo [— z, 0], a valori in #*, con la norma della convergenza

uniforme che indicheremo con |« |;. Ciod per g€ % si ha |p]. = sup [@pd)]
—TLHK0

dove |-] sta ad indicare la consueta norma euclidea in #». Se g indica una
costante positiva poniamo €, = {pe €: g+ < o}.

Considerata una funzione continua : # — Z%», per ogni numero reale t
il simbolo @, denoterd la funzione di € tale che a,(9) = x(t + 9) per —r<F<0.

I simboli #+, & ed A4 staranno ad indicare rispettivamente linsieme dei
numeri reali non negativi, dei numeri interi relativi, degli interi maggiori od
eguali a zero.

Ci riferiamo d’ora innanzi alle seguenti definizioni di Z-stabilitd (v. [1]):
considerato un numero 7' > 0, una funzione x: # — #£* (x: [t, — 7, + o) — R)
si dice T-stabile in passato e in futuro (in futuro) se ad ogni ¢ > 0 corrisponde
un 6> 0 tale che se # ed m sono due qualunque numeri interi (interi non
negativi) con |@. — @,rx <0 (con 1@ snr — @iy < 6) allora si ha
|z + »T)— x(t + mT)|| < & per ogni te€Z (per ogni i>1,).

3 — Estendiamo ora il concetto di stabilitd forte secondo Markov intro-
ducendo le seguenti definizioni.

Def. 1. TUna funzione vettoriale x: # — #» si dira fortemente stabile in
passato e m futuro quando

1) V 3V oe—ampfe<d= V [at+a)—at+p)<e.

£>0 0>0 a,fcR teR

Def. 2. TUna funzione vettoriale z: [t;— 7, + o0) — %% si dira foriemente
stabile in futuro quando

(2) V 3 ¥V foge—aplx<d= V|ot+a)—al+p)<e.

e>0 O0>0 o,PfeRt t==te

Data P'analogia con le definizioni di Markov, parliamo ancora di stabilita
forte, ma ¢ immediato notare che ad esempio la Def. 1 esprime una condizione
pi debole della stabilita forte (in passato ed in futuro) secondo Markov come
si riconosce dalla seguente



[3] ESTENSIONE DELLA STABILITA FORTE SECONDO MARKOV ... 135

Osservazione 1. Nel caso particolare di funzioni scalwri sussiste la
seguente proprietd (v. [2]): ogni funzione scalare @: # — Z, continua limitata
e fortemente stabile (secondo Markov) & costante. Questa proprietd non sussi-
ste invece per le funzioni scalari fortemente stabili nel senso della Def. 1.

Consideriamo ad esempio la funzione seni. Comunque si scelga 7> 0,
indicato con s(z) il numero positivo cos(w/2 — 7/2) oppure 1 a seconda che
sia rispettivamente v <<z oppure 7>n, si ha, per ogni coppia di numeri reali
o e f e per ogni numero reale t,

(3) sen (¢t -+ o) — sen ((t - B) < (1/s(z)) - sup [sen (& —{— o)—sen{¢ -+ B)|.

—rL P L0

Infatti, escluso il caso ovvio in cui per qualche k€ % ¢ a — f= 2kn, si ha,
per qualunque numero reale ¢,

[sen (¢ + o) — sen (¢ + )] _ 2|sen> l fcos(t—|- )
_ngg)goi sen (¥ + o) — sen (9 4 f) | sup 2 [sen ﬂ{ oos (0 + _l; ﬂ)]
—T<OK0 2
|cos (4 ';ﬂ )|
= /3 <1/s(7),
sup |cos (9 4 + —)|

—r<LI9<o

da cui segue la diseguaglianza (3); da questa si deduce che sent verifiea la
condizione (1) quando, ad esempio, si scelga in corrispondenza ad &> 0, 6( )
= ¢-5(v). Dunque sent, continua su tutto ’asse reale e limitata, & fortemente
stabile in passato ed in futuro (secondo la Def. 1) ma non & costante.

Nel seguito parlando di stability forte intenderemo sempre riferivci alle
Def. 1 0 2 a seconda che sia in passato ed in futuro o soltanto in futuro.

Osservazione 2. Si riconosce pure facilmente che la stabilith forte
espressa dalle Def. 1 e 2 & un concetto pin forte della T-stabilita. Si possono
dare facilmente esempi di funzioni 7T-stabili che non sono fortemente stabili:
uno di questi & dato dalla funzione ¢-sent, la quale verifica la condizione di
T-stabilitd in passato ed in futuro quando si scelga v = e T = 2x; infatti

per ogni coppia di numeri n,meZ si ha sup [(§ -+ n2n)sen (P + n2x)
—a<P<o
— (9 + m27) sen (9 - m2x)| = sup |send|-[(n — m)27x|=|n— m|-27, ¢ per
—aLP<0
ogni numero reale ¢, si ha |[(¢-4 n27) sen (¢ n2x)— (¢t m27) sen (f-+ m2m) |

= [sent|- |(n— m)2x| < |n— m|2x.
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Quindi la funzione ¢sent verifica la condizione di T-stabilith in passato
ed in futuro (scegliendo d(c) = &), mentre non & fortemente stabile in passato
ed in futuro poicheé, comunque si fissi un numero 6 > 0 si pud far valere la
diseguaglianza sup |(& - &) sen (9 4 &) — (& 4+ B) sen(# + )| < §, ad esem-

—a<P<o
pio per & =0 e f positivo con f<n/2 e opportunamente piccolo, mentre il
valore |(t - &) sen(t -+ &) — (¢ 4+ B) sen(t + B)| al variare di ¢ in £ non si
mantiene limitato in quanto nel caso considerato si ha per ke %

lim |(kz + &) sen (kw4 &) — (kzw -+ B) sen (ks + B) |

>+

= lim |kn 4+ fB|'senffi=+ oo.

k=t

Nell’esempio dato € necessario scegliere v ¢ 7' in modo molto particolare.
Consideriamo invece la funzione g(t) cosi definita

V% = kT2 per (2k — 1) T2 <t <<2kT[2
g(t)

N =t— kT[2 per 2kT2<t<(2k + 1) T2

per ogni ke, dove T >0 & un assegnato numero reale peraltro arbitrario.
La funzione g(t), continua in %, per 'assegnato T, & T-stabile in passato ed in
futuro indipendentemente dal valore che si voglia attribuire a 7 > 0. Infatti
per ogni coppia di numeri interi #, m e per ogni numero reale ¢ si ha

sup |g(@ 4+ aT) — g(d + mT)| = |g(t 4+ L) — g(¢ + mI) | = |n—m|T[2,

—r<LP<L0

come risulta evidente anche dal grafico di g(¢), di facile costruzione. Da cid
si- deduce che g(¢) verifica la condizione di T-stabilitd (con d(e) = ¢); quando
perd si considera 7 << T2, la funzione assegnata non ¢ fortemente stabile poi-
ché in tali casi per infinite coppie « e f di numeri reali con « = f si ha

sup |g(d 4 o) — g(@ -+ )| =0

—TLH<0

(ad esempio per a<<f =kT e f— a<< T/2 — 7) mentre per infiniti numeri
reali ¢ & invece (poiche «==f): |g(t + o) — gt + B)| > 0.

4 — Considereremo ora due modi equivalenti di esprimere la stabilita forte;
per brevita ci riferiremo al caso della stabilitd forte in futuro ma si possono
dare condizioni e dimostrazioni del tutto analoghe per-la stabilitd forte in pas-
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sato ed in futuro; il primo di guesti fa uso di funzioni di classe K (), introdotte
da W. Hahn (v. [5] opp. [10]), ed & espresso dal seguente

Lemma 1. Una funzione x: [t,— 1, + o0) = Z* conlinua in [{,— T,
- oo) & fortemente stabile in futuro se e solo se esiste wna funzione ¢ di classe K
tale che si abbia

Dim. Condizione sufficiente. Sia ¢ wna funzione di classe K per cui vale
la proprietd (4). Assegnato &> 0 consideriamo il numero d = ¢(g) > 0;
allora se per due numeri «,feZ* si ha |[@, o— @ 45]x < J, sard anche
@ 0 — @, 48]+) < & e percid dalla condizione (4) deriva che per ogni {31,
& |o(t+ &) — 2(t 4 B)] < &; cid dimostra che z(f) & fortemente stabile in futuro.

Condizione necessaria. Per ipotesi z(f) & fortemente stabile in futuro. Asse-
gnato allora &> 0, indichiamo con A(¢) > 0 Vestremo superiore dell’insieme,
non vuoto, dei numeri § > 0 corrispondenti ad ¢ nella condizione (2). La fun-
zione A(e) cosi costruita é definita positiva e non decrescente. Esiste allora
una funzione y di classe K tale che per ogni £> 0, si abbia y(e) < A(e)
(v. [10]). Siccome y & di classe K ammette funzione inversa ¢ = y~?, anch’essa
di classe K. Siano allora «, f € #*. Se |[#, o— @ s8]« = 0, in base alla Def. 2
si ha per ogni ¢>0 e per ogni i>t, [2(t+a)—ax@+ f)] <e ciod
|zt + o) — #(t + )= 0. In tale caso vale banalmente, per ogni i>1,
[t + o) — w(t 4 B) | <@(l#1 10— @; 4s]x). Se invece |z, a— & p]s> 0, con-
sideriamo il valore & = @(|[# o — : ,8]«) > 0. In base alle costruzioni fatte
& |2 p0— @ipls = ple) < A(e); di conseguenza [w(t + o) — a(t - f)| < &
= @(|@:,a— @ 45]+), Per ogni t>1,. Data Parbitrarietd di o ¢ £ il Lemma 1
& cosi dimostrato.

In modo del tutto analogo si pud dimostrare anche il seguente Lemma 2,
il quale fa uso di un concetto (condizione (3)) pit forte della T-stabilitd, che
possiamo chiamare T-stabilita uniforme in T.

(4) VooV a4 ) — 2t + Al < e(logia— w0

t=ty o,feRt

Lemma 2. Sia z:[{,— 7, -+ co) = %" una funzione continua. Le duec se-
guenti condizions (5) e (6) sono equivalents

B) V¥ 3V V@ mr— Begnn]s < O

£>0 >0 7>0 mueN

=V |zt + mT)—ait+al)|<e.

=ty

(1) Sia !> 0 finito o infinito; una funzione ¢: [0, I]— %+ si dice di classe K guando
¢ continua in [0, 1], strettamente crescente ed inoltre ¢(0)= 0.
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Tisiste una funzione @ di classe K, tale che si abbia

(6) YV Va4 mT)— ot + aT) | < (|2 sz — @eppnz]s) -
=ty mneA” >0
Siamo ora in grado di dimostrare che per una funzione continua la stabi-
lita forte ¢ equivalente alla 7-stabilith uniforme in 7. Vale infatti il

Teorema 1. Una funzione continua x: [ty— T, - o0) ~> %" & fortemente
stabile in futuro se e solo se soddisfa la condizione (5) del Lemma 2.

Dim. Se @(f) & fortemente stabile in futuro essa soddisfa anche banal-
mente la condizione (5) del Lemma 2; dimostriamo invece il viceversa. Dati
ad arbitrio «, f € Z*, escluso il caso ovvio « = 8 e supposto, per fissare le
idee, o << 8, poniamo per ogni ket T, = (f— «)/2*> 0; n,c.4 tale che
T <o < (g 4 1) L5 my, = my, + 255 (allora my e A e m T <B < (my + 1)T,).

Si ha ovviamente lim #,7, =« e lim m,7, = f. In base poi alla continuita
k>t E—>+e
uniforme della funzione w(f) nell’intervallo [f{,— 7, 8], le due successioni di

funzioni {w(t, + ¢ + m.Ty)} e {@(t, + ¢ + m,T,)} convergono per k — + oo
in modo uniforme rispetto a ¢ €[— 7, 0] e i loro limiti uniformi sono rispetti-
vamente le funzioni a(t, 4 & 4+ o) ed @(f, + & + B) (9 €[— 7, 0]). In base
al Lemma 2 esiste inoltre una funzione ¢ di classe K per cui si ha, in parti-
colare, per ogni k€4 e per ogni {>1,,

”(D(t + . TI:) - .’B(t + my, -TI;) ” < (p(”x'iu_;_nkl'k - wto"*‘”’k""k ” *) ’
da cui passando al limite per k& — -+ oo si ha, sempre per ogni ¢>1%,,
l2(t + o) — a(t + B < p(|@rgsen — Topn]s) -

Data Tarbitrarietd di o e 8, tenendo presente il Lemma 1, la tesi & dimo-
strata.

5 - Applicazioni alle soluzioni di sistemi autonomi di equazioni differenziali
funzionali con ritardo

Si consideri il seguente sistema autonomo di equazioni differenziali fun-
zionali di tipo ritardato

(M) : &(t) = f(w,)
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dove il funzionale f: ¥, — #» soddisfa le seguenti condizioni

f & continuo su %, e trasforma insiemi chiusi e limitati di %, in in-
siemi limitati di %7,

f & tale da assicurare I'unicitd delle soluzioni ¢ la dipendenza con-
tinua dalle condizioni iniziali.

I prossimi Teoremi 2 e 3 caratterizzano le condizioni di stabilitdh forte,
espresse dalle Def. 1 e 2, per funzioni che siano soluzioni limitate di sistemi
del tipo (7).

Questi Teoremi forniscono delle condizioni sufficienti per Pesistenza di
soluzioni quasi periodiche () di tali sistemi.

Teorema 2. Sia v: Z — R una soluzione limitata del sistema (7). Tale
soluzione x(t) ¢ quasi periodica se e solo se x(t) & fortemente stabile in passato e
m futuro.

La dimostrazione del Teorema 2 si avvale del seguente

Lemma 3. Una soluzione x: # — A del sistema (T) & fortemente stabile
m passato ¢ i futuro se e solo se

® YV 3V |y

e>0 >0 yeR

<< 0=V Ja@)—z+ )] <e.
(eR

Dim. B ovvio che la stabilith forte in passato e in futuro implica la
condizione (8). Viceversa supponiamo che x(t) verifichi la condizione (8). Asse-
gnato allora &> 0 scegliamo un numero ¢ > 0 corrispondente ad ¢ in tale con-
dizione. Siano o, f numeri reali tali che |ws— @3llx << J; con il cambiamento
di variabili ¢ —t 4+ « otteniamo sempre dalla condizione (8) per v = ff— a:
@s — @aylx < 0, la quale implica, per ogni {e€ Z,

lo + o) — a(t + o+ p) | = [t + «) — @t + )| <&

I1 Lemma 3 & cosi dimostrato.

(%) Bohr ha dato la seguente definizione di funzionc quasi periodica: una funzione
vettoriale w: #— 2" si dice quasi periodica se per ogni ¢ > 0 esiste un numero I > 0
tale che comunque si consideri un intervallo chiuso reale [a, ¢ +{.], di ampiezza I,
csiste un numero rela, @ + 1] tale che ||z(t+ 7) —=(t)|| < e per ogni teZ. In seguito
Bochner ha dato quest’altra definizione equivalente: una funzione z: #—>%" si dice
quast periodica quando da ogni successione reale {ozn} si pud estrarre una sottosucces-
sione {an} tale che la successione di funzioni {&x(f{+ « )} sm umfonnemente conver-
gente rispetto a te€# (v.[3] cap. I). -
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Dimostrazione del Teorema 2. La condizione ¢ mecessaria. Sicco-
me #(?) & quasi periodica, dato ¢ > 0, esiste un numero I. > 0 tale che ad ogni
numero reale ¢ corrisponde un numero reale ¢’ [0, ] per cui sia verificata
la proprieta

(9) Vot + ) — '+ 7)< ef3 ()

yER

Per la dipendenza continua dalle condizioni iniziali esiste poi un numero
d(¢) > 0 (dipendente solo da &) tale che sull’intervallo [0, 1] si abbia

(10) Viwo—ayfx<d= V |ait)—a@+y)|<e3.

vER t'efo,1¢]

Allora, comunque sia assegnato ¢ € %, esiste in corrispondenza un numero
reale ¢' € [0, lc] tale che sia soddisfatta la condizione (9); inoltre per ogni y € #
per cui sia |z, — @,[« < 6 sard, in base alla condizione (10), |#(t') — o(t'+y)]
< ¢/3. Percid

l2(t) — ot + p) [ <o) — a(t)]| + |2@) — 2t'+ P |+ ] o'+ 9) — a@+p) | < =

Dunque #(t), verificando la condizione (8) del Lemma 3, & fortemente sta-
bile in passato e in futuro.

La condizione ¢ sufficiente. Poiché la soluzione z(¢) & limitata, esiste una
coztante positiva L tale che, per ogni numero reale ¢ valga ||z(t)| < L < o;
in base alla condizione (i) esiste anche una costante positiva M tale che, per
ogni numero reale ¢ sia [[&(f)| <M, da cui per il Teorema della media per fun-
zioni vettoriali

(11) Y ”w(tl) — ol < M- [t — taf .

t,tiER

Mostriamo allora che, data un’arbitraria successione {tx,,} di numeri reali,
& possibile estrarre da questa una sottosuccessione {,} tale che la successione
di funzioni {w(t + oc;)} sia uniformente convergente rispetto a te %. La fun-
zione «(t) sard allora quasi periodica (secondo Bochner). Osserviamo allora che
{#(@® + «n)} con —r<P<0, & una successione di funzioni equicontinue ed

(*) Infatti in base alla definizione di Bohr, considerato un numero f € %, se scegliamo
te[—i, —i+1] tale che per ogni te® si abbia [w(i+7)—a()]|<e/3, e poniamo
t'=1+7, si ha 0<¥'<I; e per ogni ye#®, la condizione ot 4+ ) — (1) || < £/3,
per t=1i-+yp diventa [|a(t’+ y) — (i + )] < /3.
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equilimitate. Infatti in base alla condizione (11) si ha che, dato ¢ > 0 e posto
0 =¢/M se, per &, e[— 1,0] vale |& — 9,]|<< d, allora, per ogni numero
naturale n, si ha @@ + o) — 2@ + )| < M-8 =& B possibile allora
estrarre una sottosuccessione {z(9 + «,)} di {#(& -+ «,)} che sia uniformemente
convergente rispetto a ¢ e[— 7, 0]. Poiché x(f) & fortemente stabile in pas-
sato ed in futuro, dato & > 0, scegliamo un numero é > 0 corrispondente ad ¢
nella condizione (1) per la nostra funzione. Sia poi &, un numero naturale tale
che per ogni coppia di numeri naturali »n,m>%k, e per ogni 4e[— 7, 0], si
abbia [@(® + «,) — (9 + «,)] < 6/2; di conseguenza |wa! — @' [+ < 0 € per-
cid, per ogni numero reale ¢ vale |[o(t + « ) — a(t + )] <&, il che dimostra
che la successione {x(t -+ cx;)} converge uniformemente rispetto a te . 11
Teorema 2 ¢ cosi dimostrato.

Teorema 3. §ia x: [ty,— 7, + oo) — Z#", soluzione limitata in futuro del

sistema (7). Tale soluzione x(t) ¢ asintoticamente quasi periodica (*) se e solo se
x(t) & fortemente stabile in futuro.

E opportuno premettere anche alla dimostrazione del Teorema 3 il

Lemma 4. Una soluzione x: [t,— 1, + o0) — #* del sistema (7) & forte-
mente stabile in futuro se e solo se

(12) V o3V o, —a <o =VY o) —at+y)<e.

>0 0>0 yeR*t >ty

Dim. §Si ragiona in modo del tutto analogo al Lemma 3, considerando
il cambiamento di variabile ¢ — ¢ -} « supponendo perd che sia a<pf.

Dimostrazione del Teorema 3. .La condizione ¢ necessaria. Tenendo
conto che lasinfotica quasi periodicitd comporta la seguente proprietd: dato
£ > 0 esistono due numeri reali positivi T'(e) > ¢, ed I{e) > 0 tali che ad ogni

(*) Dato ae#, una funzione x: [a, + oo) — %" si dice asintoticamente quast perio-
dica quando per ogni t>a si ha x(f) =p(t) + q(t) dove p(t) & una funzione quasi
periodica e ¢(f) & una funzione continua in [a, -+ co) tale che ¢(f)—0 per {—+ oco.
Si possono dare altre condizione equivalenti alla precedente (una delle quali interviene
nella successiva dimostrazione del Teorema 3) (v.[4] oppure [3]).
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t> T -1 corrisponda un ¢ nell’intervallo [T, T' 41 per cui valga

(13) V e+ p)— 2@+ p) < ef3 ()

veR*

poich¢ inoltre per la dipendenza continua dalle condizioni iniziali, esiste un
d(e) tale che sull’intervallo [t,, 7 - 1] si abbia

(14) Voo, — sl < 6= Y Jat)— a4 p)] < o3,

vERT t'€ltq, 711

con tale d si ha allora che per qualunque ¢ > 7' - [ esiste un numero ¢’ € [T, T-1]
per cui vale la condizione (13), e, per ogni y € #+ tale che 2~ @, ] 6,
si ha, in base alla condizione (14), |@(t') — o(t'+ y)| < &/3. Di conseguenza

lo(t) — 2t + p) | <)) — a@) | + Jo(t) — 2@+ ) |+ 2@+ y) — 2@ + y) | < e.

Dungue, in base al Lemma 4, x(f) & fortemente stabile in futuro.

La condizione é sufficiente. Utilizziamo quest’altra proprietd equivalente
alla asintotica quasi periodicitd (v.[4]): da ogni successione {w,} di numeri
reali con lim «, = 4 oo & possibile estrarre una sottosuccessione {oc;} tale

n—>+0w

che la successione di funzioni {x(¢-- oc;)} sia uniformemente convergente
rispetto a f € [t); 4+ oo). Sia dunque {or,} una successione divergente di numeri
reali. Procedendo in modo analogo al Teorema 2 osserviamo anzitutto che
esiste una costante M > 0 tale che valga

(13) Vo llot) — a(t) | < M- |t — 1] .
t1,ta=ty
Di conseguenza si dimostra che le funzioni della successione {@w(f,--9-a,)},
con —r<?<0, sono equicontinue ed equilimitate poiche, escludendo al pil
un numero finito di indici, si ha o, > 7 e quindi #,-~9-o, > 1, per ogni 9 € [—1, 0].
T possibile percid estrarre dalla successione di funzioni {2(ty+9}-a,)} una sotto-

(°) Per definizione #(t) == p(t) 4 ¢(¢) per ogni ¢t >4, con p(?) funzione quasi periodica
e lim g(¢)==0. Sia allora, dato £> 0, T(e) tale che [jq(t)f <e/9 per t> T; sia I(e)
o0
tale che ad ogni ¢>?, corrisponda wn ' €[T, T+ 1] per cui valga, per ogni ye @+,

o+ v) —p{E'+ )] < &/9; sard allora in particolare per t > 7' 41
ot + ) —2@ + 9] = |p@E+ ») —pE' + ) + ¢t + ») — g’ + )|
<lpC+2) =@+ )] + gt + ]+ gt + 9| <e/9 + ¢/9+ 6/9=¢/3,
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successione {m(to—{—ﬂ—}—a;)} che sia uniformemente convergente rispetto a
9 € [— 7, 0]. Dato allora &> 0 consideriamo un numero 0> 0 corrispondente
ad ¢ nella condizione (2). Sia poi k, un numero naturale tale che per ogni coppia
di numeri naturali #, m>k, e per ogni de[— 7, 0] si abbia |=(f, -+ & -} oc,',)
! ' N 3 > 7
— a(ty + ¢ + )] < 6/2; allora Hmtcdlr% — &y ol 5 < d e di conseguenza per
ogni numero reale i1, vale |#(f + o) — #{t 4 e,,) || << e. Percid la successione
di funzioni {z(¢t + oc;)} ¢ uniformemente convergente rispetto a e ft;, + oo).
I1 Teorema 3 & cosi dimostrato.

Osservazione 3. In un precedente lavoro [1] si considera un sistema
T-periodico

(16) a(t) = f{t, @} ,

dove la funzione continua f: ZX %, — %%, con f(t + T, ¢) = f(t, ¢) trasforma
insiemi chiusi e limitati di # X%, in insiemi limitati di #» ed & tale da assi-
curare l'unicitd delle soluzioni e la dipendenza continua dalle condizioni ini-
ziali; si dimostra allora che una soluzione x: [t, — 7, 4 oo) — Z* del sistema (16),
limitata in futuro, ¢ asintoticamente quasi periodica se e solo se & T-stabile
in futuroe.

Poiché un sistema autonomo si pud sempre riguardare come un particolare
sistema periodico (rispetto a t) di periodo 7 qualsiasi, confrontando tale risul-
tato con il Teorema 3 del presente lavoro, si deduce che una soluzione limitata
in futuro del sistema autonomo (7) & fortemente stabile in futuro se e solo se
¢ T-stabile in futuro per qualche 7' > 0; nella Osservazione 2 abbiamo gid
mostrato che in generale funzioni continue (e derivabili) possono essere 7-stabili
senza essere fortemente stabili.
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Summary

In this paper an extension of strong stability, iniroduced by Markov [8], is given and
compared with T-stability [11], [9]. Moreover autonomous systems of junctional differential
equations are considered and this ewtended stability is proved a mnecessary and sufficient
condition for bounded (bounded in the future) solutions fo be almost periodic (asymptotically
almost periodic).



