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M. CAPRILI ¢ D. PELESSONE (%)

Sulla misura della pressione di un fluido

in regime turbolento (**)

1 - Problema

Si studia la dipendenza della risposta in ampiezza e del ritardo di fase di
una sonda, rappresentata schematicamente in fig. 1, dai parametri: lunghezza I
e diametro d del tubo, coefficienti di smorzamento e volume ¥ della cavita di
accoppiamento.

Lo stato del fluido, poiché d/L < 1, si pud assumere costante su ogni
sezione trasversale, cosi che dipende dalla sola coordinata @, misurata lungo
Passe del tubo, e dal tempo i.

.;: _".——./,%

Fig. 1 — Rappresentazione schematica della sonda.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiche Applicate « U. Dini», Via Diotisalvi 2,
56100 Pisa, Italy.
(**) Ricevuto: 25.ITI-1980.
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Ne consegue che il moto del fluido & definito dalle equazioni

90 90 ou
1) 5 TUstez=0,
' Pu  du 1 9p

(2) 'éz—f‘u%—i“cu'{“éa—x—o’
(3) C p=ag¥, . 0<w< L, t>0,
con le condizioni al contorno
(4) Bu 4 p = po(l + x sen wt), =0, 1>0,

V dp(t
(8) wo=£ 0 _jutp=pa, e=I, 130,
e le condizioni iniziali

U= Uy, P =D, @ = Qo O<e<l, =20,

dove ¢, «, ¥, B, 4, w, A sono costanti positive, § = nd*/4 e u, Q, p, rispettiva-
mente, la velocita, la densitd e la pressione del fluido.

La condizione al contorno (4). La presenza di un filtro smorzante a © = 0,
onde ridurre effetti indesiderati di risonanza, fa si che il salto di pressione sia
proporzionale alla velocita.

La condizione al contorno (5). La portata del fluido entrante nella cavita
¢ uguale alla variazione di massa del fluido nella cavitd; cioé

doy(t
SolZ, (L, 1 = v &Y,

(t) & la media integrale della densitdy nella cavitd; inoltre il salto di

S

pressione & proporzionale alla velocita; cioé

dove o

ge

Z'M(I” 1) = p(L, t) — () ’

dove p.(t) ¢ la media integrale della pressione nella cavita.
Introducendo le variabili adimensionali

i

§=ualL, T = a,t|L, v = ufay, o w=(p —Po)[vPo 4
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dove a, = [p,-y/0,]* e considerando piccole perturbazioni di u, g, p dai valori
Uy = 0, gy == cost., p, = cost, del fluido in quiete, il problema differenziale
non lineare (1)-(5) si pud approssimare con il problema differenziale lineare

v 8_@2__0
(6) T
v ow :
(7) ’0‘_7:—*—‘“,1)—]—5;5:0’ 0<é<l, >0,
y o
(8) 5v—i—zu=);senv7:, E=0, >0,
v ow
9 vhons-—0oo-=0, {=1, >0,

dove u = cLja,, 6 = Play0s, v = wl]ay, 0 = VLS, 5 = Lay[yp,.

~ Si osserva che la (9) si & ottenuta supponendo che p, e g, soddisfino la (3).
Chiaramente la soluzione di (6)-(9) deve inoltre soddisfare la condizione

iniziale N

(10)  p=0, w=0, O0<é<l, T=0.

Si verifica che, se v(§,7) e w(§, ) sono di classe €' nel dominio D,
= {(§,7): 0<é<1,0<T < T} le (8) e (9) sono compatibili con la (10). Infatti
la (8), per T = 0, & subito verificata dalla (10) mentre la (9) per le (6) e (7) si
puod serivere

ov ow ; o
(1—077/1)1)—{—053—077%:0, E=1, 7>0.

Poiché dalla (10) si trae (87}/85)(1, 0) = (dw/o&)(1, 0) = 0 la precedente
equazione & compatibile con la (10).
Le equazioni (3) e (5), linearizzate ed in forma adimensionale, si scrivono

3)" w=z, S 0<é<l, 730,
dz, o
(5)’ ?):O‘a;, —77?)+w:wc, f_—__'l’ T>0,

dove 2= (0 — 00)/00, %= (0c— 00)[00 € W, = (P~ Po)[yDo-
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Mostriamo ora che, se v e w soddisfano le equazioni (9) e (10) le funzioni
2,(T) e w,(z), che risultano dalle (5)’, soddisfano la (3)'.
Infatti, dalla (5)’, poiche 2,(0) = 0, si trova -

fo@,v)dr, w,=—mp4w, E=1, >0,

0

1 7z
(5)1/ zc_—_: -&

o anche, sottraendo membro a membro,

T

(11) wo(T) —2.(T) = — (1, 7) + w(l, 7) —% fo(1,7)dz.

0

Ma, per le (9) e (10),

k4
Jv(1,7) dv = — ono(1, 7) + ow(l, 7),
0
cosicche, sostituendo questa equazione nella (11), si ottiene, come ‘Vole;vasi,
Wo(T) == 2,(1), T>0. :
Dimostriamo adesso il seguente

Teorema 1. La soluzione del problema misto (6)-(10) nella classe C in Dy
& unica ().

Dim. Supponiamo che vi siano due soluzioni »,(£, v), wi(&, T) e v,(&, 7),
w,(&, 7) del problema misto (6)-(10). La differenza »(&, 7) = v,(&, 7) — 0,(&, 1),
w(&, 7) == wi(&, T) — wy(§, v) soddisferd allora sia il sistema omogeneo ..

oy dw
(12) oE 5;—0:
ov ow
(13) 5‘_;"]‘#7"{‘55:07 0<é<, >0,

sia le condizioni al contorno
(14) +w=0, E=0, >0,

ov ow
(15) vt ongm—os =0, =1, >0,

(*) L’esistenza della soluzione ¢ dimostrata in Appendice.
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sia le condizioni iniziali
(16) y=20, w=0, 0<E<l, T=20.
Mostreremo che »(&, 7) =0, w(&, 7) =0 in D;. Moltiplicando la (12) per
(&, 1), la (13) per »(& ) e integrando sul rettangolo Dy, = {(§,7): 0<é<],

0 <7< T, < T} riesce

Ow

cv ow oy
~F . dr = — 2 1& =
,{T{(ag‘“maz)dé =0, Lfl(var—l—,uv +rop)aEdr=0,
sommando quindi membro a membro, si ottiene
1 0w? 0 1 o»?
4 _ - — e—— 2 —
(17) J1G o T 5 00) 55, H ) ddr=0.

Inoltre, integrando per parti e sommando alla (17) la quantita nulla

? (1, r){v(l, )+o E%[771}(1, 7)—w(l, r)]} dt=20,

per le (14) e (15) si trova
(18) 1 [2(& 1)) + 0E, T)]dE + Folnp(1, Th) — o1, T1)]?

Ll dE AT 4 5 p2(1L, 7) dr + 8[540, ) dz

DT, 0
1
= } [¥(&, 0) 4 0§, 0)]14¢ + Folnpp(1, 0) — (1, 0)]*.
0
Per la (16) il secondo membro della (18) & nullo cosicché la (18) & vera se,
e solo se »(&,7)=0in DT1 e w(& T)=0 per 0<é<1. Essendo T,<T qua-

lunque, ne segue »(&,7) =w(£,7) =0 in Dy.
Cerchiamo adesso la soluzione v, w del problema misto (6)-(10) nella forma

(19) '0(57 T) == 77(57 T) + 6(57 T) ’ _ 'w(§7 T) = 7,7)'(&, T) + @(57 T) 9

dove le funzioni ¥, @ sono soluzione del problema ai limiti (6)-(9).
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Per la linearitd del problema misto (6)-(10) le funzioni 4, ® sono tali che

(20) a—§+—a—r=0,

(21) s—er;er gg):O, 0<é<l >0,
(22) +w=0, £=0, >0,
(23) ‘+an-§§ oa;f:O, E=1, >0,
(24) b=—7%, W=—1, 0<é<1, 7=0

A tal proposito sussiste il

Teorema 2. Sela soluzione 0,4 & di classe €3 in D ={(§ 1): 0<é<],
0 <7 < - o0}, allora converge uniformemente a zero rispetio a & quando T tende
a infinito; cioe

(25) lim  supd(& v) =0,

700 OESL

(26) lim sup®(& t)=0

T-ro0 061

Premettiamo per la dimostrazione del teorema alcuni lemmi.

Lemma 1. Supposta la soluzione 3,10, di classe C* in D, riesce

(27) lim

T—>00

7)dé=0.

cuﬁ’_‘

Dim. Posto

ofy g5 T

L\DH——‘

— 5 {1 0 + g6 D188+ Jnft, 1 — 901, T,
per la (18) risulta

(28) a(b, o T)—[—,u”vszdr—f—n_fv 1, r)dr—}—é_fvz() 7)dr = a(d, %; 0) .
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Poiché a(f,@; v) & una forma definita positiva per ogni 7 >0, l'integrale
[f#2dg dr & limitato per ogni Drc Dj; ciod

Dy
(29) [frdédr< 4 o0.
D
Derivando formalmente le (20) e (23) rispetto a v si ottiene
0 o%b
(30) T
020 ot onb
Gy mtempTag=0 0=ish, =0
o0 o
(32) 05+ 5.=0, £=0, >0,
ob 0% 02D
(33) 8";‘1—0775;—08_[2:0, §=1, >0,

cioé il problema ai limiti (20)-(23) nelle incognite 09/¢r, oi/or. Pertanto, ana-
logamente alla (28), si pud serivere

o0 o5 m) gt (rasartaf(Fu, opar +of (7] 0,
o9 ow
= (87: a7 0),

e Vintegrale [[(86/07)*dé dv risulta limitato per ogni DrcDj cioé
Dy .

| g
(35) gf(a—q_:)zc1§dr<+oo.

Mostriamo adesso che vale

: 1 “+oa 1 36
(36) [o2df =—2 [dv [i5-dE.
[ T ¢ 0T

Infatti si ha

75 1

[3(&, 72) A& — [8(&, v,) A& = [ dv |29

0

dé,

Q)l(l)
I
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e per la (29) esiste una successione {r,} divergente positivamente tale ehe

lim f 0*(&, 7,) A4§=0, cosi che, facendo tendere 7, a oo lungo questa succes-
n—>00 0

sione, si ha la (36).
Per la disuguaglianza di Schwarz, dalla (36) si trae

1,« +-c0 1,1 +o0 1 ’0*7'5
[*ag<2] fdv [0 agP[ far [ (52) agle

e quindi, per le (29) e (35), segue la (27).
Analogamente al Lemma 1 si dimostra il

Lemma 2. Supposto la soluzione di (20)-(24) di classe C° in D si ha

(37) _l_;m Of( )2d§“0

Lemma 3. Se ¢ e w0 sono di classe C® in D, risulta

(38) iﬂﬁ OI (—)ZdE* 0.

Dim. Derivando formalmente le (21)-(23) rispetto a & si ha

26 | eb b

(39) m‘i—#af’f‘ P =0, 0<é<l, >0,
Gl )
o 0% oud

(41) 5 T  OaraE " 0o §=1, >0

Moltiplicando la (39) per ¢w/ot e integrando in Dy si trova

o 920 o 00 01D 0%

“2) gt ull5 pdtds o

Tuttavia per la (30)

o 02

“ 7 o7 0F

'l‘rrl <

12 2
dfdf 56]‘[ 57 ] d§+ .H:a§ 57 ] df?
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per la (20)
ow
d dr=— —)2dédr
uDITIa A uif (5 as

e, per le (20), (40) e (41),

b 0® 1 1 24 1 1 34
.” 27 8;:) déc 1’[*‘“-—2-0.f[é—z:—0 (&, T)]2(1§+2—0I[%0(§,0)]2 ag

3

100

=2, TY— (L, TP 5 (AL, 0) — (1, 0F—0 [ [ (0, ) dr.

Cosi che la (42) si pud scrivere

(o3

4
w

58

(b}

"‘ITIQ)

CRRRY

ol T ol ‘
a(a—é,ég;l’)—k%{’j(%)?dfdr—{-éoj [52(0, 9] v = a5 553 0)

e integrale [[(2i/or)?d¢€ dr risulta limitato per ogni DyCD; ciod
Dr

o

(43) [1(5,)rasde< + oo

In modo del tutto analogo si dimostra che

o
(44) (1 (5=

D

)2d§dr<‘+k0,0.

Sicche, come nel Lemma 1, viene

F(yeas<arfan f(F)agprar |

0

)2 dé:]i

e, per le (43) e (44), si ha la (38).
Dal Lemma 3 e per la (20) inoltre risulta

(45) lim I( )2d§—0

T—=>+® 0

Dimostriamo adesso il Teorema 2. Sia

(&, 2 )—W(O T)—f

0

QD

Sl
U"rr S
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da cui
|6(&, 7) — (0, ) H( )dc”]*-

Cosi che per la (45) riesce lim 4(&, 7) = lim (0, ), ma per il Lemma 1
T—>t00 T—>}-00

(46) lim 4(0, 7) =0,
T>+00
e quindi la (25).
Per dimostrare la (26) si osserva che per la (21) si ha [Cw[oé| < |0d/or |
-+ 1|%], o anche

1 o 1 ah 1 1 2 L
[(G)ae<f ()28 4 [ a8 + 2 [ ()2 AP fo° ag]y.

Pertanto per i Lemmi 1 e 2 risulta

(47) lim I( ),df:o‘

T—>+40c0 0

£
Allora, posto @(&, T) — @(0, 7) = [ (0b/0§) A&, da cui |@(&, T)— (0, 7)]
< fl (0d/0f): A&, per la (47) si ha lin:u‘)(g, 7) = lim 4%(0, 7). Ma per la (22) e

T—+-00 T>}00
(46) lim (0, 7) == 0, ¢ quindi Ia (26).

T—>+00

Determiniamo adesso la soluzione ¢, @, periodica rispetto a 7. Si osserva
che, per studiare la risposta in ampiezza e il ritardo di fase, ci possiamo limi-
tare a considerare solo la parte periodica della soluzione, trascurando la parte
9, @ transitoria; infatti in virtt del Teorema 2, le norme |#],, [&], (2), per
7 > 7 sufficientemente grande, sono minori di un arbitrario numero 1)051t1v0
La realizzazione fisica della sonda e le misure esegulte hanno confermato
questa scelta; cioé 7 & ragionevolmente piccolo.

Poniamo dunque

(48) ¥(§, T) = (&) sen vt + f,(§) eos T,

(49) (&, 7) = g:(&) sen T + g, () cos v .

) -

(*) 8i & indicato, come consueto, [|8|, = sup |5|, |®], = sup|®].
01 0<<E<1
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Sostituendo le (48) e (49) nelle (6) e (7) si ottiene il sistema differenziale
(50) y' =4y,

dove ¥” = (W1, Y2y Ys, Yal = [f1s [2y G2, G2] €

-0 0 0

0 0 —» O

(51) A= —u v 00
—y —u 0 0

Gli autovalori di A risultano
(52) hh=at+if, Ilh=a—if, A=—a-t+if, I=—a—1if,
dove

VI1+ (uf)2—1

o=

MP=ly gy (AEUIEL),

e gli autovettori associati, rispettivamente, sono

(53) ef = [/, Ms/\/v2 + u2 4y 1], ez = [v/h, U‘l/\/"’2 + p—i, 1],
' 5= [¥/2s, ’U;,,/\/W +u2y —i, 1], €f = [v/A, 7:7‘2/\/”2 + w4, 1.
Pertanto, se p 3£ 0, 3£ 0, la soluzione generale di (50) diviene

(54) | oy = S exp (A,

' i=1

con a,, a,, a3, @y costanti arbitrarie.
Le condizioni ai limiti (8), (9) si scrivono

(55) Diy(0) =d,, D,y(1) =0,
dove

.0 1 —omy 0 oy r_
'Dl‘— [0 6 0 1] b DZ - [CW"] 1 - 0 ] ’ \dl - [X/% O]'
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Posto e’ = [a;, a,, a3, a,], d” = [¢/y, 0, 0, 0] e sostituendo la (54) in (55),
si ha il sistema
Ha=4d,

dove H = DC, con 0 = [¢y, ¢, €3, ¢,] €
- p,
D=| ... |, 4= diag {e*, e’ eh,eM}.

D, A

Nelle ipotesi poste gli autovettori (53) sono linearmente indipendenti cosic-
ché la matrice ¢ & non degenere. Inoltre, essendo det (D)= o*»*(d exp (— «)
~+ 5 exp («))* 4 exp (2«), chiaramente positivo, 1a matrice H risulta non dege-
nere e si pud affermare il seguente

Teorema 3. Il sistema differenziale (50) con le condizioni ai limiti (B3)
ha una e una sola soluzione.

2 - Risposta in ampiezza

I segnale di uscita del trasduttore, costituito da un microfono a condensa-
tore, dipende dalla deformazione del diaframma del microfono. La deforma-
zione del diaframma, il quale & schematizzabile ad una membrana sottile circo-
lare fissata al bordo, dipende dalla differenza delle pressioni che si esercitano
sulle superfici: §, interna alla cavitd e S, esterna. Chiaramente gli spostamenti
del diaframma sono maggiormente influenzati dalla pressione al centro, uguale
& circa a p(L,?). Assumendo la pressione su S, uguale a p,, Pampiezza del
segnale di uscita del trasduttore &, con buona approssimazione, proporzionale
allampiezza p(L, 1) — p,, [1], [5].

Supposto che la risposta in ampiezza G del trasduttore sia costante nella
banda di frequenza di impiego della sonda, per la (49), la risposta in ampiezza G
della sonda risulta .

(56) G¢=nkVEL + a0,  k=Gryly.

Supposto che il fluido all’interno del tubo sia in regime di Poiseuille risulta
u=_2npLla,8, dove ¢ & la viscositd cinematica del fluido.

Poiché nelle prove sperimentali il fluido & aria, I/d ~ 50, il confronto tra
i risultati numerici e sperimentali pud essere fatto ponendo nelle equazioni
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di par. 1 ¢ =0. In tal caso gli autovalori (52) divengono

(57) Av= Ay =iy, Ao = Ay =— v,

e gli autovettori associati risultano

(58) cf: [—14,0,0,1], C§= [, 0,0,17, c§'= (0,41, 07, cf:[O, ~ 1,1, 0].
Poiche gli autovettori (58) risultano linearmente indipendenti, la soluzione

generale, per p = 0, di (50) ¢ formalmente identica alla (54). Tuttavia per la

(67) la soluzione generale si pud scrivere

(59) ¥(€) = b cos vE - b sen 9,

dove b = [by, by, by, b,], BT = [bsy, — b3, by, — D] € by, by, by, b, costanti arbi-

trarie.

Imponendo le condizioni ai limiti (55), le costanti b, (i =1, 2, 3, 4) risul-
tano '

(60), b= 7—}%{021}277 + d[(ovny sen»)? 4 (senv + ov cos»)2]},

x
(60), by= ;_/I[(COS v—ov senv)(ov cos ¥ - seny) 4 (ovn)® senv cos ],

"

X
(60), bi= 7H[(cos v — oy senv)® - (ovn cosv)® 4 da?v2y],

A
(60), b,= y—j[(m) sen v — cos y)(senv - ov cos y) — (opn)® sen v cos v] ,

dove A = §{20%v*n + O[(ovysen»)? 4 (senv - ov cos )21} -+ (cosy— oy seny)?
-+ (o cos »)2. Pertanto la (56), per la (59), si scrive

(61) G =E[(b; cos v -+ b, sen »)2 - (b, cos v — by sen v)?]* .

Aleuni casi particolari.

(a) Il rapporto tra il volume della cavitd di accoppiamento e il volume
del tubo tende a zero; poniamo cioé ¢ = 0. Allora la (61), per la (60) diviene

LR —

G = Gg(cos®y | 6% gen? y)-1,

22
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In fig. 2 sono riportati i grafici di S(») = 20 log (¢/Gy) per ¢ =0, 0.5,
1, 2 (%). Al crescere di d, cioé dello smorzamento, i valori di S(») in corrispon-
denza delle frequenze di risonanza diminuiscono: tali valori sono massimi se
d< 1, minimi se 6>1 e infine, se 6 =1, S(») & costante.

15
s

———

.05 A 15 .25 5 15 0t 15 2
v/

Fig. 2 - Risposta in ampiezza per ¢ = p = 0.

(b) Nelle figg. 3 e 4 riportiamo i grafici di S(») = 20 log (G/Gyr), qui G(»)

& dato dalla (61), per =0, 6 =0, 0.5,1, 2 e rispettivamente o = 0.1, 0.2.

Per 6= 1 si osserva, dal eonfronto dei grafici, che S(») diminuisce al cre-

scere di o e al crescere di ». B opportuno quindi, per una buona sonda, che
o sia pieceolo.

18
869

-5 d=2

.05 R| .15 .25 k] J5 1 2.
van

Fig. 3 ~ Risposta in ampiezza per ¢ = 0.1 ¢ 5 = p = 0.

(3) 8i & usata la convenzione anglosassone di sostituire il punto alla virgola.
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15
s

.05 A .25 .5 1.
. ) . T yax

Fig. 4 — Risposta in ampiezza per ¢ = 0.2 ¢ 3 = pu = 0.

(c) I grafici delle figg. 5 e 6 mostrano un confronto tra i risultati speri-
mentali e risultati numerici ottenuti, questi ultimi, tramite le (60) e (61).
In fig. 5 si & posto o == 0.07, # == 0 e § = 0.44, 1, 3, mentre in fig. 6 si & posto
o =0.55, § = 0.11, n = 0.3, oppure ¢ = 1.2, § = 0.6, n = 0.7. I notevole
accordo tra i risultati appare evidente.

Osserviamo che, i grafici delle figg. 3, 4, 5 e 6 sono stati costruiti tramite
T’elaboratore IBM 370/158.

1
st

L] A .25 5 1 2.

(2} ) vjan

[=jujajopalepajopafafaiuisfuisfeciulalagshaluiafojapulalishauishofulins)sjulald

ABC7

158354

(h)

Fig. 5 — Confronto tra risultati numerici (a) e sperimentali (b).
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0:=12; 8=.6 ; n=.7
L, {d=23 mm; L=100mm,

TR
v/2x

Tig. 6 — Confronto tra risultati numerici (linee continue) e sperimentali (linee per

punti).

(d) Infine i grafici di fig. 7 mostrano ’andamento di S(») al variare di ov
per d=1en=0,0.5,1.

2
SG)

0
_.2 L
-4 L

F 7=1
-6+
~8 223 |
- 10 7=0
- 12
- 14 -

.05 A 15 .25 .5 i 1.5 2.5 H

av
TFig. 7 — Risposta in ampiezza per d = 1 e u = 0.
3 - Ritardo di fase

Ferme restando le considerazioni del par. 2 ed assumendo che il ritardo
temporale introdotto dal trasduttore sia costante nella banda di frequenza
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di impiego della sonda, il ritardo angolare di fase @, del segnale all’estremita
==1 del tubo, per le (49) e (59), risulta

g.(1)  bycosy —b, seny
tang @; = = :
(62) ang g.(1) ~ by cosy -+ by, seny’

e il ritardo temporale di fase [ (= t,(L/a,)), diviene

(63) I'y=—,
dove le funzioni b;, by, by, by sono espresse dalle (60).

Aleuni casi particolari.

(a) o= 0. Allora la (62), per le (60), si pud scrivere tang @, = — d tang»
e nelle figg. 8 e 9 riportiamo i grafici di @, e I, per 6 = 0.5,1,2. Per 6 =1
il ritardo temporale di fase risulta costante (= L/a,); la valutazione numerica
di questa costante & utile per calcolare i fattori di correlazione fra le fluttua-
zioni di pressione e le fluttuazioni di altre grandezze fisiche relativamente ad
uno studio statistico dei fenomeni di turbolenza.

Queste considerazioni, anche se dedotte per un caso ideale: fluido non
viscoso e ¢ = 0, sono tuttavia valide in generale per un’ampia banda di fre-
quenza. Infatti, gli effetti della cavitd di accoppiamento e della viscosita del
fluido risultano significativi solo alle alte frequenze.

15
[

10

TR 11 PRSS WS SR S TR 1

5 1. w/2m 2.

Fig. 8 — Ritardo angolare di fage per o = u = 0.
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B KT T S K R X
.05 A RH 25 arx

Fig. 9 — Ritardo temporale di fase per o = p = 0.

(b) o = 0.1. Riportiamo nelle figg. 10 e 11 i grafici di @, e I, per
p=n=0e y=0.>51,2 Tali grafici sono stati ottenuti con 1’ausilio del
calcolatore IBM 370/158.

Si conclude osservando che, Peffetto della viscosita del fluido, finora trala-
sciato, risulta particolarmente sensibile per tubi di diametro molto piccolo,
(0.5 =1) mm, [2], [3]. Chiaramente, in tali casi, si pnd valutare'influenza della
viscositd tramite le formule di par. 1 e procedendo in modo analogo a pu=0.

15
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Fig. 10 — Ritardo angolare di fase per ¢ = 0.1, 5 = p = 0.
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.05 1525 5 5 1. 15 2
v/am

Fig. 11 — Ritardo temporale di fase per ¢ = 0.1 e = u = 0.

4 - Appendice

Proviamo Vesistenza della soluzione del problema differenziale (6)-(10) nella
classe di funzioni trasformabili secondo Liaplace e al tempo stesso diamo un
metodo per determinarla.

Ponendo

+oo

V(& p) = L{v(§, 7)] = [exp (— pT)v(§, 7) d7 0<é<1,
o0

W(&, p) = Llw(&, 7))= [exp (— pr)w({, 7) dv, 0<é<,

e applicando ai due membri di ciascuna delle equazioni (6)-(9) la trasformata
di Laplace, si ottiene, in virtll delle condizioni iniziali (10),

av aw

hodd — - 7 —

(SV‘l'W:F(p)y E=0, (1+Uﬂp)v_"GPWz07 E=1.

dove F(p) = (y[y)(»/(p%+ »%)).
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Con facili calcoli, si trova che la soluzione di (64) ¢

Zysenh [(1—&) K|+ Z cosh [(1—§&) K]

V& P) =20 (g 7y senh K + Zo(3% + 1) cosn & © P)
(65)
_ Zycosh[(1—§) K]+ Zsenh[1—&) K]
WP = Gz Tz senh & 1 7,07 + 1) cosh & © P)
o0 anche
2y exp (— EK) — (Zy— Z)|(Z,+ Z) exp (—(2— &) K) .
V& )= 5 1 T (02— 1)[(620 1) (B 2)](Zo+ Z) exp (—2E) V)"
(66) :
WE, )= - exp (—&EK)+(Zy— Z)[(Z,+Z) exp(—(2— &) K) )
) 21 1— (62, 1) /(624 1) - (Bo— 2)[(Zot-Z) exp(—2E) = 7”
dove
67) E@)=Vpp+m, Zp)= ==,  zp)=—2P

Vp(p + p) 1+ onp’

con K(p) la determinazione principale di v2(p + u).
 Mostriamo adesso che le funzioni V(&, p), W(&, p), sono L-antitrasformabili
per ogni 0<&<1.

Premettiamo il seguente ([6])

‘Teorema 4. Le funzioni f,(t), fo(t), ..., f(t) siano assolutamente L-trasfor-
mabili per Re(p)>a e sia L{fi(t)] = F.(p), I=1,2,..., k). La funzione
@(21y Zay -uvy &) Sia olomorfa in wn intorno del punto (0,0, ..., 0), risultando
(0, 0, ..., 0) = 0. Allora esistono un numero reale b > a ed una funzione assv
lutamente L-trasformabile f(f) tale da aversi

L) = o[Fy(p), Fo(p), ..., Fu(p)], per Re (p)>b.

Le funzioni

Z, —
(68) Hy(&, p)=——F(p) exp (—EVp(p + u))
0Zy+ 1

Zy  Zo—7Z .
(69) Byt 0)= 557 7777 @) exp (—@—&Vpp+w),
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1 e
(70) Hy(¢, p) = 573 T() exp (—&Vp(p + ) 5
1 Zy—% —
(71) H,(¢, p)= 57,11 mF(P) exp (—(2—&)Vp(p + p)) 5
8Zy—1 Zo— 2 -
(72) B(p) =777 7720 2Vp(p + ),

come proveremo tra breve, sono trasformate di Laplace di funzioni assoluta-
mente L-trasformabili per ogni 0<&<1.

Pertanto, posto 2, = H(& p), 2 = Ha(€, D), 2= Hal&, 1), 2= Hau(&, 1) ©
zs = Hy(p), le (66) si possono scrivere

2+ 2

1—2

2t %
11—z

V(& p) = @z, 2, %) = ’ W(E, p) = (%, 2, %) =
Chiaramente le funzioni (2, 2, #5), (s, %4, #5) sono olomorfe in un intorno
di (0, 0,0) con ¢(0, 0, 0) = (0, 0, 0) = 0. Percid, in virti del Teorema 4,
le (66) sono le trasformate di Laplace di due funzioni assolutamente L-trasfor-
mabili per Re (p) > a, con a abbastanza grande; ciog, per il Teorema 1, Panti-
trasformata delle (66) & 1'unica soluzione del problema (6)-(10).

Inoltre, essendo la (72) una trasformata di Laplace, per Re (p) abbastanza
grande, & |H(p)| <1, onde le (66) si possono anche scrivere

V(& p) = Hi(& p) + Hal, p) + [Hy(&, p) + Holé, p)] gH’Q(P) )

n=1

(73)
W&, p) = Hy(&, p) + Hal&, p) + [Ho(& p) + Hal, p)] 2 HY(D) -

n=1

Allora, poiche le (68)-(72) sono trasformate di Laplace di funzioni assoluta-
mente IL-trasformabili, applicando il teorema della convoluzione si ottengono
le antitrasformate delle (73); ciog, la soluzione v(¢, T), w(&, ), 0<é<1, >0,
del problema (6)-(10).

Proviamo ora che le funzioni (68)-(72) sono antitrasformabili per 0 <&<1.

Premettiamo alcune trasformate di Laplace di funzioni assolutamente
L-trasformapbili ([6])

(14)  Eu(& p) = L [exp (—$ul) 6*(z—1)

+ 42 exp (— ) Il((”f;);‘f_fg-j ) etz — 2] = exp (— o Vlw T P,
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) By, p)= L [exp (— }ul) 64z —0)

o~~~
-]
514

exp (—LVp(p -+ )
Vp(p + p)

d
+ gplexp (= 3un) LEVE =)t — 0] =»p

exp (—CVp(p +u))
Vo(p + p)

(76) Ba(l,p) = L [exp (—hum) L5 Vo= n(z — )] =

ove I, e I, sono i simboli delle funzioni di Bessel modificate con gli ordini 0
ed 1 e 0%t — {), n*(r — &), rispettivamente, le funzioni di Dirac e di Heavi-
side. Sia 0 <{<1.

La funzione H,(&, p). Per le (67), dopo semplici calcoli, la (68) si pud scri-
vere -

(17) | Hy(£, p)

— dexp (= EVpp T )= (utp)exp (— Vol + @) (VD F4) 5
F—T—ulp '

. , : 1
Posto, 2, = (&, D), 2. =H,(, p), za=00(&, p), 2, = ﬁ e &= F(p), la (77)

diviene
02y — UZy— 2o
(78) Hl(é&y])) =q)1(z1,22,zg,z4,z5)= (STl—-—lﬁ‘—?—-—‘u—z‘, 5 .

Allora, poiché (2, 2., 2, 21, #5) ¢ olomorfa in un intorno del punto
(0, ..., 0) risultando ¢,(0, ..., 0) = 0, in virth del Teorema 4 la (77) & la trasfor-
mata di Laplace di una funzione assolutamente L-trasformabile.

In (78) deve essere 0% 1; ma la conclusione per 42 =1 & ancora pil
immediata in guanto pF(p) ¢ la trasformata di Laplace di una funzione asso-
lutamente L-trasformabile. Tuttavia, nel seguito, per brevita, tralasceremo di
considerare la antitrasformata delle (68)-(72) per valori particolari dei para-
metri 6, o, e u.

La funzione Hy(&, p). La (69) diviene

Hy&, p) = 20 (

47, ZZ
T 02,1

Z:—72 Tz

) F(p) exp (— (2 —EVIm F ) .

Per le (67), (Z;+ Z°)/(Z;— Z*) & il rapporto tra polinomi di secondo
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grado in p, allora, poiché la (68) & antitrasformabile, tale ¢ anche la funzione

% 5+ 7
7,1 it e (- 5V + p) -

Risulta poi

1
(79) 571 10 exp (— (2 —EVp(p + )

_ OVl ) —
0*—1—0%/(p + p)

F(p) exp (—(2—EVp(p + w) .

Pertanto, posto z, = FE,(2— & p), 2o =F,2— & p), 2, =1/(p + 1) e 2,
= P(p), 1a (79) diviene

02, — 2
a1, 225 235 2y) = I g Ty 12 (;2 o~
—1— 0uz,

Allora, poiché @.(z1, 2., 23, 2,) € olomorfa in un intorno del punto (0, 0, 0, 0)
¢ nulla nellorigine, per il Teorema 4, la (79) & la trasformata di Laplace di
una funzione assolutamente L-trasformabile, e cosi, essendo Z2Z/(Z: — Z*) una
funzione razionale propria in p, tale & anche la funzione

1 zz
Tl Zi e exe (— 2=Vl + ) -

Ne viene, per la linearitd della trasformazione di Laplace, che H,(&, p) &
la trasformata di Laplace di una funzione assolutamente L-trasformabile.

La funzione Hy(&, p). Lantitrasformabilitd di questa funzione segue subito
dall’antitrasformabilita della (79).

La funzione H,(&, p). La (71) si puo scrivere

1 B4z, 22

B 0) =577\ G2 mgd) T exp (= 2= OVl +p)

Considerando che, per le (67), le funzioni (Z; 4 Z2)[(Z;— Z*) e Z[(Z;— Z?)
sono rapporti di polinomi di secondo grado in p e che le (79) e (68) sono fun-
zioni antitrasformabili, si pud concludere che H,(&, p) & la trasformata di La-
place di una funzione assolutamente L-trasformabile.
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La funzione H,(p). Dopo semplici calcoli 1a (72) diviene

_ 02 V(B4 2+ 0B ST+ D N2 2
Hyp)=[ (6222 —1)(2:— Z7) —2Z, (0272 —1) (22— Z*) ]

exp (—2V'p(p + 1),
o anche

1
[ p +\/p(p +u D

0
- (p 1 exp (—2vp(r +p),

dove N(p), M(p) e D(p) sono polinomi di terzo grado.

Allora, per le formule (74), (76) scritte con ¢ = 2, si ha che Hy(p) & la tra-
sformata di Laplace di una funzione assolutamente L-trasformabile.

Le potenze di H;(p) si scrivono

% N M(pWVp(p + ) T
o0 mEr={5 () (5T R B exp (—on i T )

m=2,3,..).

I termini della somma sono, se ¢ & pari, funzioni razionali proprie, se 7 &
dispari, il prodotto di una funzione razionale propria per 1/vp(p + u).

Pertanto, mercé le formule (74), (76) scritte per = 2n (n =2, 3, ...),
applicando il teorema della convoluzione si pud determinare, per ogni n>2,
la L-antitrasformata della (80).

Poniamo ora & = 0 nelle (66). Osserviamo che ([6])

1

Dlesp(=um LiGun] = Gemmes

e che, per le (67), riesce

P(p) _ (5p/Vo(p + p)—1) F(p)
0Z,+1 0*—1—pu/(p+ )

(81)

Allora, per il Teorema 4, la funzione (81) & la trasformata di Laplace di
una funzione assolutamente L-trasformabile. Analogamente, in virth del teo-
rema citato, anche la funzione

70 pip)— 8/(p + ) —1Vp(p + p)
57, + 1 5 —1—puf(p + p)

pE(p)

& una trasformats di Laplace .
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Si puod concludere che, anche in questo caso, tenendo conto di quanto gia
detto per 0 < £<1, le funzioni V(0,p), W(0, p) risultano L-antitrasformabili.

Si osserva infine che, per valori numerici dei parametri 6,7, o e g, non &
difficile, tenendo conto di quanto indicato avanti, determinare le ascisse di
convergenza di V(& p) e W(&, p).
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Summary

In this paper we study the amplitude and time-delay response of a feeler for measure-
ment of pressure fluctuations in subsonic turbolent fluid flow, in order to compare several
physical configurations of it avoiding experimental iests.

Furthermore, we prove existence and uniqueness of the initial boundary problem
describing the motion of the fluid, we determine the periodic solution and we prove a asymp-
totic property of the transient solution.

Last, we derive the formulae of the amplitude and time-delay response and we com-
pare the analytical results with the experiments ones in some particular cases.
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