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A, AvErNA, A Fracca e« C. Lopovicr (%)

Sui teoremi di esistenza per Dlintegrale di Burkill (*%)

1 - Introduzione

Molti Autori si sono occupati del problema della esistenza in R dell’inte-
grale B(y, I) di Burkill [7] su un intervallo I c Re, integrale definito a partire
da una funzione di intervallo . Tra questi Autori ricordiamo lo stesso
J. €. Burkill [7], 8. Saks [15], L. A. Ringenberg [14], T. Radd [13], H. Kober [11],
L. Cesari[9],, C. Vinti[17],,, A. Averna e C. Lodovieci[2],.

J. C. Burkill[7], dopo avere introdotto per funzioni di intervallo i con-
cetti di assoluta continwita e di crescenza per suddivisioni, ha fornito per il
predetto integrale un teorema di esistenza (1923) che assicura che questo in-
tegrale esiste (finito) in I se la p: (i) & crescente per suddivisioni; (ii) & assolufa-
mente continua.

Nel 1937 8. Saks [15] ha conseguito un nuovo teorema di esistenza
per il predetto integrale che migliora quello di J. €. Burkill. Per 8. Saks
infatti la 9 & integrabile in I se risulta: (h) v continue; (bh) v sub-additiva;
(hhh) Z*(|p|, I) < + oco.

L. A. Ringenberg [14] nel 1948, nel suo teorema di esistenza, sostituisce
all’ipotesi (hh) di S. Saks la seguente: (hh*) la @ & monotona crescente o mono-
tona decrescente.

Successivamente nel 1958 H. Kober [11] ha introdotto, sempre per funzioni
di intervallo, il concetto di infinitesimal additivity: per H. Kober Yintegrale
By, I ) esiste finito se la v soddisfa alle ipotesi (hh) e (hhh) di S. Saks e inoltre:

(h) v ¢ infinitesimally additive.

(*) Indirizzi: Istituto Matematico, Universitd, Via Vanvitelli, 06100 Perugia,
Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 18-X1-1980.
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Poiché la continwita della w in I implica la condizione (h) ed esistono fun-
zioni che verificano la condizione (h) che mon sono continue (efr. [11], §5,
esempio), il teorema di esistenza di H. Kober costituisce un criterio pit strin-
gente di quello fornito da S. Saks.

Pit recentemente C. Vinti (efr. [17],, 1968; [17],, 1969) ha esteso alle fun-
zioni di intervallo 2-dimensionale un’importante proposizione di L. Tonelli [16]
valida per le funzioni di intervallo 1-dimensionale, conseguendo in tal modo
un teorema di esistenza per lintegrale di Bwrkill (efr. [17],, pag. 303), che
contiene quello di H. Kober (*) poiché Iipotesi (hh) viene sostituita con Pipo-
tesi che la ¢ sia approssimativamente sub-additiva, mentre la (h) viene sostituita
con una condizione pitt debole (cfr. [17],, Osservazione di pag. 307).

D’altra parte, mnel 1962 L. Cesari [9],, ha iniziato una suggestiva
teoria assiomatica di integrazione mnon lineare per funzioni di insieme
@: I > @(I), a valori in R¥, definite in una famiglia {I} di sottoinsiemi di un
insieme o spazio topologico I. Il citato Autore introduce poi il concetto di
funzione di insieme quasi additiva rispetto alla famiglia £ di sistemi finiti D
¢ alla mesh 0: Z—Rr, e stabilisce che se la ¢ & quasi additiva rispetto a P ea 6,
allora esiste in R* Vintegrale di Burkill-Cesari #=%(¢p, I)= lim z p),De 2.

S(D)—»0 IED
I’integrale parametrico di Weierstrass-Burkill astratto, W(p, ¢, f f f(p,0)

di una funzione integranda f continua, sopra una varieta pmametum S:
p = plt), tef, ¢ inquadrato nella teoria di cui sopra. Infatti ¢ dimostrato
in [9), che, se ¢ & quasi additiva e a variazione limitata, allora anche @(I)

= f(p(z), pI)), v€l, & quasi additiva, cioé la quasi-additivitd & preservata
dalla operazione non lineare f e W(p, ¢, f) = #(P, I). Questa teoria di L. Cesari
ha dato luogo ad un gran numero di lavori (per esempio: [18],,, [6], [12],
[1], [3), [4], [2),z5, [10], [8], [5]:, ece. (*)) che hanno apportato aggiunte e
modificazioni varie alla teoria, mostrando tra Paltro che vari processi di
integrazione vi si inquadrano naturalmente.

In [2], A. Averna e C. Lodovici, mantenendosi nella generalitd di L. Cesari,
hanno fornito per funzioni di insieme una definizione di quasi additivita in
senso debole, mutuata dalla guasi additivitea di L. Cesari, provando che una
funzione quasi additiva & quasi additiva in senso debole, mentre esistono fun-
zioni quasi additive in senso debole che non sono quasi additive (cfr. osserva-
zione I del §2 di [2],). La quasi additivita in senso debole basta penltro, come
la quasi addathta, ad assicurare Pesistenza in R* dell’integrale #(¢, I) (cfr. [2],,

(*) E subito visto che il teorema di esistenza conseguito in [17], contiene anche
quelli di J. C. Burkill [7], 8. Saks [15], L. A. Ringenberg [14], T. Radé [13], C. Vinti [17];.

(2) T teoremi di esistenza conseguiti in [3], [4], [8] sono tutfi confenuti nel teorema
di esistenza di L. Cesari (cir. teorema (2.v) di [9];) poiché ciascuna delle condizioni
imposte implica la quasi additiviia.
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§2, teorema I). Questo teorema di esistenza rappresenta quindi una esten-
sione del gid citato teorema di esistenza di cui in [9],. Nessun 1aflronto perd
era stato fin qui fatto tra gli altri teoremi di esistenza e quello dato in [2],.

Poiché il teorema di esistenza conseguito da C. Vinti in [17], contiene quelli
di J. C. Burkill[7], 8. Saks[15], L. A. Ringenberg [14], T. Radd[13],
H. Kober [11], C. Vinti[17],, abbiamo ritenuto opportuno mettere a confronto
il gia citato teorema di esistenza di L. Cesari, ricondotto perd al caso parti-
colare di funzioni di rettangolo, e il teorema di esistenza di cui in [17],. Ab-
biamo cosi provato che nessuno dei due teoremi & contenuto nell’altro: esi-
stono infatti funzioni di rettangolo che verificano le ipotesi (), (8), (y) del
teorema di esistenza di C. Vinti (cfr. qui 2) che non sono gquasi additive e,
viceversa, esistono funzioni di rettangolo quasi additive che non verificano le
ipotesi di C. Vinti (efr. qui 3).

T sorta allora in noi spontanea l'esigenza di indagare se il teorema di esi-
stenza conseguito in [2], nelPambito della teoria di L. Cesari, ricondotto pero
al caso particolare di funzioni di rettangolo, contenesse oppure no anche il
citato teorema di esistenza di C. Vinti. La risposta ¢ stata affermativa. Ab-
biamo infatti provato (cfr. il Corollario di 4) che una funzione soddisfacente
alle ipotesi (a), (f), (y) di C. Vinti & quasi additiva in senso debole. Cid permette
di affermare che il teorema di esistenza di cui in [2], contiene anche il teorema
di esistenza di C. Vinti: esso contiens quindi tutti i teoremi di esistenza per
Vintegrale di Burkill fin qui noti, ove si eccettui quello di G. Warner (3) [18],
con cui peraltro non ¢ possibile fare un raffronto, nel senso che nessuno dei due
teoremi contiene l’altro. Osserviamo infine che, poiché esistono funzioni di
rettangolo (cfr. Bsempio III) quast additive in senso debole che non verificano
né le ipotesi (), (#), () del teorema di C. Vinti né sono quasi edditive, & subito
visto che la classe delle funzioni individuate dal teorema di esistenza di
A. Averna e C. Lodovici [2], rappresenta un effettivo ampliamento dell’unione
delle due classi individuate in [9];, [17], nei relativi teoremi di esistenza.

2 - Definizioni e notazioni
Indichiamo con I il rettangolo
(2.1) I= {@9): (== by, 6=y = do,y ag< by, 6,< do},

con {I} la totalith dei rettangoli contenuti in I aventi i lati paralleli a quelli
di /. Denotiamo poi con & la famiglia delle decomposizioni cartesianc o in senso

(®) Nel suo teorema di esistenza G. Warner indebolisce il concetto di quast addi-
tiwite di L. Cesari in modo perd che venga assicurata ugualmente lesistenza in R¥
dell’integrale Z(p, I).
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esteso () di T (efr. [7], pag. 279) e con & la famiglia delle decomposizioni in
senso stretto.

Indicata con Z={D} una famiglia di decomposizioni di I, D=[I,, ..., Iy],
di elementi di {I}, chiamiamo proiezione o decomposizione indotta di D e 2 sul
rettangolo I € {I} la suddivisione D, cosi definita

(2.2) D,=[,NnI,I,eD,I,NnI+0]().

La collezione di tutte le suddivisioni D, ottenute dalle decomposizioni D e £
sard denotata nel seguito con Z;.

Sulla famiglia 2 (%) facciamo con C. Vinti (efr. [17],, pag. 297) le se-
guenti ipotesi

(2,) D contiene la famiglia & delle decomposiziond cartesiane del rettangolo I;

(2.) se D= [1,..., Iy]€ @, comunque si fissino D; € Dy, i =1,..., N,
risulta D =D, U...0UD; () eD(®).
Assumiamo come mesh O: D> 6(Dy), D, e Z;, Ie{I}, (cfr. [9],, §1) la
funzione cosi definita

(2.3) 0(D;) = max diam J .
JeDy
Detta ora ¢: I+ y(I), I€{I}, una funzione di rettangolo a valori in R,
poniamo
(2.4) S(wp, D)) = > w(J) VD, e 2,, YIe{I}.
JEDT
Come ¢ noto, l'integrale inferiore Z.(yp, I) e lintegrale superiore %*(p, I)
alla Burkill-Cesari della v sul rettangolo I, rispetto alla famiglia & e alla mesh 4§,
fornita da (2.3), sono definiti ponendo

(2.5,) By, I) = min lim S(y, D)),
S(Dp)—0

(2.5%) HF(p, I) = maxlim S(p, D)) .
8(D1)—0

() J. C. Burkill usa una diversa denominazione, e cioé chiama decomposizioni in
senso esteso quelle ora note nella letteratura come decomposizioni in senso stretio.

(%) L’apice ° sta ad indicare che di un insieme si considera ’apertura.

(%) Naturalmente, le ipotesi fatte per 2 sussistono anche per la famiglia 2,.

() Con la scrittura D, U ..u D;, indichiamo la decomposizione [I,I €Dy,
t=1, ..., N

(8) T'acciamo notare che la famiglia delle decomposizioni in senso intermedio
(efr. [17),, pag. 232), come pure la famiglia delle decomposizioni in senso stretio (cfr. [7],
pag. 280), altro non sono che due particolari famiglie che soddisfano agli assiomi (2,), (2,).
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Se By, I) = F*(y,I), il valore comune H(yp,I) ¢ detto integrale alla
Burkill-Cesari della @ su I rispetto alla famiglia & e alla mesh 6.

Riportiamo ora alcuni concetti che intervengono pitt avanti. Una funzione
p: Ivs (), Ie{I}, & detta approssimativamente sub-additiva (*) in I rispetto
alla famiglia @ (cfr. [16], pag. 310 e [17],, pag. 238) se
(x) fissato arbitrariamente un nwmero &> 0 esiste un aliro numero
o = o(g) > 0 con la proprietd

(2.6) w() < Sy, D;) + e-ml (19,

per ogni I € {I} con diam I < o e per ogni D€ 2.
Diremo con C. Vinti (efr. [17],, pag. 303) che la funzione v verifica la pro-
prieta (f) (*Y) se

(B) comunque si fissino un intervallo 1-degenere (*2) 4+ di R* mon conie-
nuto nella frontiera di I ¢ con I Ni=14 e un numero &> 0, esiste in corri-
spondenza un numero ff = P(e, i) > 0 tale che, per ogni I € {I} con mI < f, de-
componibile in due rettangols I,, I, con I, NI, = 1, risulti

(2.7) p(Ih) + p(l) = pd) + 6.
{(y) Diremo inolire che la w verifica la proprieta (y) se risulta
'@*(l"/)!’i) < 4 oo,

Diremo poi con L. Cesari (cfr. [9], §2) che la funzione p & quasi additiva (13)
in I rispetto a @ e a J se

(*°) La definizione di approssimale sub-additivita ¢ stata data da L. Tonelli nel 1939
in [16] per funzioni di intervallo 1-dimensionale ed estesa successivamente da C. Vinti
nel 1968 in [17]; a funzioni di intervallo 2-dimensionale.

(1) Indichiamo con I 1’area del rettangolo I.

(1) Definizioni analoghe erano state fornite da L. Tonelli in [16] per funzioni di
intervallo 1-dimensionale e da H. Kober in [11] per funzioni di intervallo 2-dimen-
sionale. Ma & facile vedere che tutte e due le definizioni fornite da questi Autori sono
pid forti di quella di C. Vinti, sopra riportata.

(*%) Per intervalli 1-degenere dello spazio cuclideo 2-dimensionale R? si intendono
intervalli del tipo {(z,y):a <2 < b,y =7} o del tipo {x =%, c<y =d}, con a <,
c<d.

(1%) Vogliamo osservare esplicitamente che la definizione di quasi additivite fornita
da L. Cesari in [9], & data, nella ben pil ampia classe delle funzioni (vettoriali) di
insieme ¢: {I} — R¥, rispetto a una famiglia @ di sistemi finiti e a una funzione mesh
6: D §(D), D e 2, definite entrambe assiomaticamente (efr. [9];, §1, § 2).
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(D) fissato arbitrariamente un numero &> 0 & possibile determinare un
altro numero 5 = () > 0 tale che, per ogni Dy = [I1€ Z con O6(D,) <, esiste
un numero J = Ale, Dg) > 0 in modo che risulti

(D) 212"’ W) — () 1< &, (D) z: !"/"(J) ‘< &,
IeDy
per ogni D =[J]e 2 con (D)< 2, ove DD rappresenta la somma falta rispetio
a tutti 1 rettangoli J € D, J C I, mentre ' rappresenta la somma fatia rispetto a
tutts 1 rettangoli J €D, J¢ 1, I€D,.
Diremo inoltre (cfr. [2],, §2) che la y & quasi additiva in senso debole ri-
spetto alla famiglia & e alla mesh § se

(D) fissato arbitrariamente un numero & > 0 é possibile determinare in cor-
rispondenza una decomposizione Dy = [I1€ & ¢ un altro numero 1> 0 in modo
che risulti ‘

(D) TS0y —pI)|<e, (D) D'lwld)<e,

IeD,

per ogni D =[J]e @ con §(D)< A

Indicata ora con £’ una qualunque sottofamiglia di decomposizioni di 2
ma soggetta alla condizione che la restrizione delln funzione 6:D v (D),
D e 9, alla famiglia &’ risulti ancora una mesh, diremo (cfr. [2];, §5) che la y
& quasi additiva rispetio alle coppia (2, 2') e alla mesh § se

((;3) fissato arbitrariamente ¢> 0 ¢ possibile determinare un numero
1 = n(e) > 0 tale che, per ogni D, = [I]e @' con 6(Dy) < n, esisie un altro nu-
mero A == Ae, Do) > 0 in modo che risulti

(51) 2 1 20p)—pD<e, (@) 2 Mw()I<s,

I€D,

per ogni D == [J]e D con §(D)< A.

3 « Confronto tra due teoremi di esistenza

Siamo ora in grado di mettere a confronto il teorema di esistenza di L. Ce-
sari (cfr. [9]);, §2), limitatamente al caso particolare di una funzione di ret-
tangolo, e il teorema di esistenza che C. Vinti d& in [17], (efr. [27],, pag. 303),
provando che nessuno dei due teoremi & contenuto nell’altro: esistono infatti
funzioni di rettangolo che verificano le ipotesi («), (8), () del teorema di esi-
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stenza di C. Vinti che non sono quasi additive (cfr. pit avanti Esempio I),e
funzioni di rettangolo quasi additive che mon verificano le («), (), (y) (cir.

Esempio II), mentre esistono ovviamente funzioni di rettangolo quasi addi-
tive soddisfacenti alle («), (8), (y).

Esempio I. Dato il quadrato 7

(3.1) I={@=y:0<2<1,0sy=<1},

con la topologia usuale, indichiamo con {I} la classe di tutti i rettangoli I c I
aventi i lati paralleli a quelli di 7, con 2 la famiglia di tutte le decomposizioni
D =[I,] del dato quadrato, I,€{I}, e poniamo

(3.2) 0: D> §(D) = max diam I, De2.

Detto r il segmento

H = (},0) e h Paltezza del generico rettangolo I € {I}, andiamo a considerare
la funzione y: I — 9(I), I €{I}, definita ponendo

h se fn r=0
(3.3) p(I) = R2  seInr=0, Inr0(9)

AN

0 altrove,
per provare che essa verifica le citate ipotesi («), (8), (), mentre invece non &
quast additiva.
Invero, fissiamo arbitrariamente un rettangolo I € {I}. Se I N r = 9, risulta

(3.4), pI)y="h, Slw,D)="h VD, e 9,;;

se INr=0e InN r== @, risulta invece

h
y S(y, D,):é YD, e D;;

Lo |

(3.4), p(I) =

(**) L’apice * sta ad indicare che di un insieme si considera la frountiera.
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se infine [ N7 =, risulta
(3.4), pI)=0, S, D)=0, VD, e 2,.

Poiché, come si vede, la funzione in esame & additivae, sono senz’altro veri-
ficate le proprietd (@) ¢ (B). I inoltre verificata la proprietd (v), risultando
By, ) =1.

Per provare che la nostra ¢ non ¢ quasi additiva rispetto alla famiglia &
e alla mesh & fornita da (3.2) basta verificare che esiste un numero g > 0 tale
che, per ogni 1 = n(e) > 0, & possibile prendere una decomposizione D, € 2,
con 6(D,) < n, in modo che, comunque venga scelto il numero A = A(e, D,) > 0,
esiste nn’altra decomposizione D € &, con §(D) << 4, in modo che non sussista
la (D,) (cfr. [9],, §2). .

Assumiamo come D, = [I] una decomposizione cartesiana del quadrato [
scelta in modo che, tra i punti della suddivisione del lato di I giacente sul-
Passe @, vi sia il punto H e inoltre risulti 6(D,) < .

Qualunque sia il numero A = A(e, Dy) > 0 ¢ sempre possibile trovare una
decomposizione D = [J] e 2, con 4(D) << 4, che sia il prodotto cartesiano di
due suddivisioni di cui la prima wnon contenga il punto H.

In queste condizioni proveremo che risulta

(3.5) 21 20 p)—wd)|=1,

1€D, .

e che pertanto non sussiste la citata relazione (@,) per &< 1.

Invero, se I € D)y non ha un lato verticale sul segmento », si ha w(I) = 0,
p(J) =0, YJcI; se, invece, I €D, ha un lato verticale su », risulta p(J) = 0,
YJclI, e, d’altra parte, poiché in questo caso (I) = /2, la somma fatta ri-
spetto a tutti i rettangoli di questo tipo risulta uguale a 1 ed & allora subito
visto che sussiste 1a (3.5).

Esempio IT. Indichiamo anche qui con I il gquadrato definito in (3.1),
con {I} e 2 le famiglic introdotte nelPEsempio I. Considerato il generico ret-
tangolo I = [#', #"1x[y’, ¥"], I c I, andiamo a definire la funzione y: I > u(I),
Ic I, ponendo

. mi se #'< L
(3.6) pI)=— —ml se it ' 1
0 altrove.

Dimostreremo che questa funzione non & approssimativamente sub-additiva
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rispetto alla famiglia &, mentre risulta quasi additiva rispetto alla stessa fa-
miglia & e alla mesh 6.

Per verificare la prima parte basta provare che esiste un numero &> 0
tale che, qualungque sia il numero o> 0, esiste un rettangolo Ie {I} con
diam I <o e un D, e 2, con la proprietd

(3.7 w(I)> Sy, D)) -+ e-ml .

Assumiamo ¢ << §. Per ogni ¢ > 0 consideriamo un rettangolo I = [«',2"]
X[y',y"], tale che diam I < ¢ e inoltre risulti #'< I1<a'< &, I—a'= L(a"—}).
Sia poi D; = [I,, I,] la decomposizione di I mediante i rettangoli I, = [2/, 1]
Xy, y"] e I, =[%1,2"Ix [y, ¥"). In queste condizioni risulta

pIy)=0; wpl)=mli=%ml; pI,)=—ml,=— 2ml.
Segue quindi
(3.8) S(p, Dy +e-ml = (e—LymI,
e pertanto, per avere assunto ¢ << %, la (3.7) & verificata.

Per provare che la nostra y risulta quasi additiva rvispetto alla famiglia 2
¢ alla mesh 0, osserviamo che possiamo scrivere

(3.9) () = py(I) 4 po(I), VIe{l},
ove

ml se "< 1
(3.10), i) =<

0 altrove,

s —ml se tEo'< "<y
(3.10), pel) =N
S0 altrove .

Bastera pertanto provare (cfr. [9],, teorema (2.ii)) che ciascuna delle fun-
zioni definite in (3.10),, (3.10), & quasi additiva rispetto a & e a J.

Fissato un numero & > 0, sia % = min (¢/2, 1), mentre Dy, = [I,, ..., Iy]€ @
rappresenti una qualunque decomposizione con d4(D,) < . Indicata con o la
hunghezza del pid piccolo dei lati dei rettangoli di D,, poniamo

. &
(3.11) A== Mg, Dy) = min (ﬁ" g ),

e sia D = [J] € 2 una decomposizione di I con &(D)<< A.
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Se J;,y...;J,, sono i rettangoli di D contenuti nella striscia § = [0, 1]
x[0,1] e non contenuti in alecun I € D,, risulta

5.12) S )| =3 ) =h§ T < AN-0(D) <,

h=l 1

2 con cid abbiamo provato intanto la (@,).

Consideriamo ora i rettangoli di Dy, I, ..., Isq contenuti nella striscia S.
Indicati con Jyy, ..., J, 1 rettangoli di D, Papertura dei quali interseca il seg-
mento 7 = {(z,y): @ =1, 0 <y <1}, risulta

(3.13) é; ] z(fsk) wy(J) — %(Isk)[=k§1 [ Z(Isk) mJ"mIskI

= zpmJ,h + §=)71J,,.<£ + 6(D).
i=1

h=1

Prendiamo infine in esame quei rettangoli di Dy, I, , ..., I,,, Papertura dei quali
interseca il segmento . Si ha

(3.14) S| 309 () — (I, | = g | 209 ()|

J=1

< En: S md = imIg,< 8(Dy) < 5—

F=1 J=1

Da (3.13), tenendo presente (3.11), e da (3.14) segue quindi (@,). Poiché della
stessa proprietd gode anche la funzione y,, ne segue che la y definita in (3.6)
& quasi additive rispetto alla famiglia & e alla mesh 6.

4 - Le condizioni («), (8), (y) e la quasi additivitd in senso debole

Indichiamo con I* il generico intervallo 1-degenere di R* non coincidente
con i lati del rettangolo I e con gli estremi su due lati opposti di I.
Diremo che I* gode della proprieta (S%) se
(J*) fissato arbitraviamenie > 0 esiste in corrispondenza un numero
(g, I¥*) > 0 in modo che
(v, I)<e,

per ogni Ie{I}, con I NI*=1T*% ¢ mI<UI¥) 7 ().

(15) Indichiamo con I(I*) la lunghezza di I*.
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Sussiste il seguente

Lemma. Sia y:1— (), Ie{I}, una funzione di rettangolo con la pro-
prieta

() B*(|p], I) < + 0.

In queste condizioni gli intervalli I*, ad eccezione di wna infinita numerabile,
godono della proprieta (F*) (29).

Indichiamo con &* la famiglia delle decomposizioni cartesiane di I le cui
linee di divisione godono della proprietd (£*).
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

Teorema. Sia y: I~ p(I), I€{I}, una funzione di rettangolo soddisfa-
cente alle proprieta (o) e (y) ¢ per la quale esista in R Vintegrale By, I). In
queste condizioni la yp ¢ quasi additiva rispetto alla coppia (2, &%) ¢ alla mesh &
fornita da (2.3).

Fissiamo arbitrariamente un nwmero ¢ > 0 e sia ¢ = a(e/30m]~ ) il numero
determinato come in (). Poiché la @ & integrabile in I, esiste un numero
1 = u(ef3) > 0 tale che, per ogni D =[J]e P con &(D) < u, risulta

(4.1) |y, I)— S0y, D)| <.
Poniamo
(4.2) ?7=97(£)=1nin{g(30in]), ‘u(.g)},

¢ sia Dy =[I,,..., Iy] una decomposizione della famiglia &% con &(D,) < 7.
Sia. K il numero degli intervalli I* che costituiscono le linee di suddivisione
della, D,; poiché ciascuno di essi gode della proprietd (£*), in corrispondenza
del numero ¢/30 K esiste un altro numero v = 7(¢/30.K)>> 0 ~ che si pud sup-
porre minore della lunghezza del piti piccolo dei lati dei rettangoli di D, ~ in
modo che risulti

(4.3) By, B*) < 355

essendo R* il rettangolo con due lati simmetrici ed equipollenti a I* e tale che
mB* = (I*)-7. Sempre per ipotesi (y) esiste un numero y = y(¢/30K) > 0,

(*%) Questa kproposizione, di cui non riportiamo la dimostrazione, & stata conse-
guita da C. Vinti (efr. [17];, § 3, lemma 1).
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vy < 7/2, tale che si abbia

(4.4)  S(|y), Dax) < Z*(|p|, R*) + VDps € Dpsy con 6(Dpx) <y .

&
30K’
Da (4.4), tenendo presente la (4.3), segue

€
5K

(4.5) S(|p|, Dax) < - VD s € D s, con 8(Dpx) <.

1

18

Poiché, peraltro, nelle condizioni in cui ci siamo posti, la 9 & integrabile
in ogni rettangolo I € {I} (cfr. proprietd 2¢ di [17],), in corrispondenza del nu-
mero g/30N esiste un altro numero v = »(¢/30N) > 0 con la proprietd

) e
(4.6) |y, L) — 8, D) |< 555
VD, € 9P,, con 6(D;)<», i =1,..,N.
Posto ora
. & g &
(4£.7) %= A&, Dy) :mm{y( 30_K)’ v(g‘d’j‘v)y ,u(g ) }7

sia D'= [J] una qualunque decomposizione di & con §(D’) < 2. Se indichiamo
con o, , ...y Jr, quei rettangoli di D’ che hanno punti in comune con i lati dei
rettangoli di D,, ad eccezione di quei lati che giacciono sulla frontiera di 7,
risulta

(4.8) ' él lw(Jm)l<fg,
N P &
©(4.9) ,Z‘l thw(erIf)l<1—5,

avendo assunto y(J,, NI;) =10 se j,hm I,=0(@).

(*) La dimostrazione delle (4.8), (4.9) & in tutto analoga a quella fatta da C. Vinti
in [17], per conseguire le sue (8), (8)' (cfr. pag. 306, 307) e pertanto-la omettiamo.
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Dalle (4.8) ¢ (4.9) discende

Cl{m

(4.8 2 wd) éé T | <5

A
Me

(4.9)’ Z 2 lpInIy| =

i

&
[p(d ., NI < 5

>
[
i

avendo indicato col simbolo z, Ia somma estesa a tutti i rettangoli Je D'
tali che J¢ I, ¢ Jﬂ[

La (4.8)" altro non ¢ che la (®,) della quasi additiviia rispetto alla coppia

u S

(2, %) e a 6. Proviamo ora la (D,).

Poiché 6(D,) < o (cfr. (4.2)), per Vipotesi («) risulta

(4.10) w(I) < Sy, Dy) + —j, mI, VD,e@,, i=1,..,N.

30m

Consideriamo ora le decomposizioni D;‘, proiezioni della D' sui rettangoli I,
i=1,..., N. Dalle (4.10) ¢ (4.6}, tenendo presente la (4.7), segue

&

e .
(4.11) v(I)—Z(y, 1) <m + S0ml ml;, t=1,.,N,
e quindi
£ .
(4.11)" [p(L:)— Z(p, I)I* <, apirony KLY t=1,..,N,
30N mi
da cui risulta
" S WL — By, L <& + £ = &
(4.11) &P bS5, T = 13
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Segue pertanto

(wiz) SIS0 —pEIF = 3 [p()— 3¢ )T

= =i[w S(y, D1,) + 27 p(d N I)]*
= ZEI [w(I) — S(y, Dy)IT + E I35 w(I NI

< S o) — By, I +S [Bly, T)— Sy, D)+

=1 $==1
=+ Z iZ!« J N I
=1
avendo tenuto presente che S(y, D Z"‘) J)y + z:‘ w MNI,).

Dalla (4.6) segue peraltro

(4.6)’ 2B, I)— Sy, D7) |< 585

=1

Tenendo allora presente le (4.11)", (4.6)' e (£.9)" segue quindi

(4.12)’ é[Z"" — )T <— + i3 + <‘—9.
Possiamo pertanto serivere
(4.13) é | U0 () —p(I.)]

=§ [ () —p(I)] + og (3% () —p(I)]-

— S(p, D) — S, Do) — 3 97) + 2 SIS () — plL)]-

j==]

< [S(y, D')— By, D]+ [Z(y, I) — S8(p, D)1+ ' |9(J)

+ 2 S [3U y(J) —p(I )]

4=1
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Tenendo infine presente le (4.1), (4.8)" e (4.12), da (4.13) discende

SISOy —plyl<E+ S L 42 fce
& ! 5 5 15 5 ’
che altro non & che la ((.51) e pertanto la funzione ¢ & quasi additiva rispetto
alla coppia (D, &%) e a 6.

Dal Teorema ora provato segue il

Corollario. Sia y: 1~ p(I), I {I}, una funzione di rettangolo con le pro-
prieta (o), (B), (y). In queste condizioni la vy ¢ quasi additiva in senso debole
rispetio alla famiglia 9 e alla mesh 8 fornita da (2.3). ‘

La tesi di questo Corollario segue subito ove si osservi che una funzione
con le proprietd (a), (), (y) ¢ integrabile in [ (cfr. [17],, teorema §4) e che
ogni funzione quasi additiva rispetto alla coppia (D, &%) e a 6 & quasi additiva
in senso debole rispetto alla famiglia 2 e alla mesh & (cfr. osservazione del
§5 di [2].).

I1 teorema di esistenza di cui in [2], contiene quindi il teovema di esistenza
fornito da C. Vinti in [17],.

Tenendo presente quanto abbiamo osservato nelle note (1) e (?) di qui e
che il citato teorema di esistenza fornito in [2], contiene anche il teorema di
esistenza di L. Cesari (cfr. [2],, osservazione I e teorema I), segue che il teo-
rema di A. Averna e C. Lodovici contiene tutti i criteri di integrabilitd per
Pintegrale di Burkill, fin qui noti.

Osservazione. Facciamo infine osservare che il citato teorema di esi-
stenza di cui in [2], (cfr. [2],, teorema I) opera addirittura su una classe di
funzioni che contiene stretiamente Punione delle due classi individuate da C. Vinti
e da L. Cesari nei loro teoremi di esistenza. Esistono infatti funzioni quast ad-
ditive in senso debole che non verificano né le ipotesi del teorema di esistenza
di C. Vinti né la quasi additivita di L. Cesari, come prova il seguente

Esempio ITI. Sia dato il guadrato f:{(w,a):0§w§1,0§y§1}.

Essendo {I}, 2, 6, », H e h come nel’Esempio I, andiamo a considerare la
funzione w: I y(I), I €{I}, definita ponendo

e h Cse Il r = 0
(4.14) 1/)(1)=< R/2 se INr=0, INr=*0
N ™ se I=1[0,2"]1x[y",y"], 2" €Q, a"<}

0 altrove.

Tale funzione non ¢ approssimativamente sub-additiva.

18
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Assumiamo infatti ¢<<1. Per ogni o> 0 consideriamo un rettangolo
I=1[0,2"1%[y’,4"] con le proprieta a"e Q, #'< %, diam I < ¢. Sia poi D, una
decomposizione di I fatta in modo che nei rettangoli J = [0, "] X[#, "] sia
z'e R— Q. Risulta y(I)=mlI, > »(J)=0, da cui, avendo assunto & << 1, segue

JeDy

(4.15) >p() + eml<y),

Jeny

e pertanto la o non & approssimativamente sub-additiva. Per provare che la v
non & quasit additive rispetto a 2 e a J, fissiamo anche qui e <1 e, per ogni
7> 0, assumiamo come D, = [I] una decomposizione cartesiana del qua-
drato I scelta in modo che, tra i punti della suddivisione del lato di I giacente
sull’asse @, vi sia il punto H e risulti inoltre 6(D,) < %. Per ogni numero 1> 0
indichiamo con D = [J] una decomposizione di I ottenuta come prodotto
cartesiano di due suddivisioni di cui la prima non contenga H. Poiché in gueste
condizioni risulta

(4.16) 2 lp)=1,

JED
JEI, JNr£d

la funzione y non & quasi additiva rispetto a 2 e a 6.

Proviamo, infine, che la v & quasi additiva in senso debole rispetto alla fa-
miglia & e alla mesh 6.

Fissato arbitrariamente ¢ > 0, sia D, = [I] una decomposizione cartesiana
di I con 6(D,) < L non contenente il segmento » tra le sue linee di suddivi-
sione e con la proprietd che, se I = [0, 2" X[y', ¥"] € D,, risulta z"e R — Q.
Dette b, e b, le lunghezze delle parti in cui il punto H divide la base del ret-
tangolo I € D, che lo contiene, poniamo A= min (b, b., ¢/2N, 0/2) (**), ove N
¢ il numero degli elementi di D,.

Procedendo come in [2], (cfr. § 2, osservazione I), si provano le relazioni

E &
(4.17) Ig 20 p) =) |<3, (4.18) gj) [ <3,
Inr¢u¢ Ji¢r, INr#¢

per ogni D=[J]e Z, con (D)< A

(18) Indichiamo anche qui con p il numero definito in (3.11).
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Denotata poi con >, la somma relativa ai rettangoli J e D del tipo
J = [0, T]X[J', "], risulta inoltre

(4.19)

(4.20)

2 1ZO9) =y |< Tomd < £,
nr=?ﬁ .

2 lwd= Zo’"lJ<§.

JeD
J¢I, MNe=¢

Poiché da (4.17) e (4.19) segue (P,), mentre da (4.18) e (4.20) segue (B,), al
nostra y & quast additiva in senso debole.

1]

(2]

(31
[4]

(5]

(6]
(7]
(8]
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Summary

With the purpose of making some comparison between the existence theorems of Bur-

Kill integral so far studied, we have found (i) that in the particular case when I =R, is
a reclangle, the L. Cesari [9), and C. Vinti [17], exisience theorems are different because
they deal with different classes of functions; (ii) that the ewisience theorem alveady pro-
posed by 4. Averna and C. Lodovici [2], not only is more general than the two mentioned
theorems bul strictly contains all the existence theovems so far known.
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