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SALVATORE S ESSA (%)

Una generalizzazione di un teorema del punto fisso

dovuto a R.M. Bianchini Tiberio (**)

1 —1In [1] (pp. 306-308) R. M. Bianchini Tiberio dimostra il seguente
Teorema 1. Siano C(xy, 0) il cerchio chiuso, di centro x, e raggio o > 0,
di uno spazio metrico completo (S, d) e v una applicazione di O(z,, o) in S godente

della proprieta

(A) esistono tre funziont continue e crescenti y,, ., w; di [0, 20] #n [0, + oof
soddisfacenti alle condizioni:

(ay) '1/)1(7')/" -+ 7/’2(7')"' + 1,03(7') <7 Vre ]0, 2@]?
(as) d(z(w), ©(y)) <max {p,(d(z, ) d(z, 7(x)) + p.(d(@, y))d(y, T(3)),

"/}1(d(wy ?/)) d(y; T(?/)) -+ w‘l(d(my 3/)) d(xa ’L’(CU))} + "/’3(‘1(“’7 y))} ’ V(a” y) € Cg(wm 0)

Q“"/’a(g)
lfg, o)) *
(as) Ay, 7(0)) < 1 4 (o) + wa(0)

Allora esiste in C(x,, 0) un unico punto fisso di v ed esso attrae z, (1),

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Facolta di Architettura, Via Monteoliveto 3,
80134 Napoli, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 21-VI-1982.
(*) Qualunque siano lo spazio metrico S, la parte non vuota ¢ di 8, lapplicazione 7
di Cin § e i punti z e & di §, useremo in questa nota la locuzione z atirae % per indi-
care la circostanza che la successione (v(w)),cy (¥ = l'insieme degli interi positivi) ha
senso e converge verso x; se X ¢ una parte non vuota di § diremo che wn punto attrae X
se attrae ogni punto di X.
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458 S. SESSA [2]

Scopo di questa nota & di fornire una generalizzazione (cfr. teor. 5) del
teorema suddetto usando procedimenti analoghi a quelli seguiti in una mia
precedente nota [4].

2 — Utilizzeremo la seguente definizione data da M. L. Divicearo (2).

Def. Siano (S, d) uno spazio metrico e 7 una applicazione di § in se.
Si diee che la coppia (z,d), © €S, & T-ammissibile se la successione (z7(x))

converge verso un punto fisso di 7, sempreché sia di Cauchy.

ney

Ci sard inoltre utile, per poter enuneciare concisamente qualche condizione,
la. definizione seguente (%) .

Def. Siano U un insieme non vuoto, I un intervallo non vuoto di R
ed o una funzione di U x I in [0, 1[. Si dice che « gode della proprieta 2, (risp. &)
in un punto ¢ di R che sia di accumulazione a destra (risp. di accumulazione)
per I se esistono due numeri reali positivi k e k, il secondo dei quali minore di 1,
tali che si abbia t<r<t-+h=a(u, 1)<k YuelU (risp. |r—i]<h
L o, )<k Yue U).

Seguendo un ragionamento analogo a quello fatto per dimostrare il Teo-
rema 4 di [4], non & difficile provare il seguente teorema orbitale, piu generale
dello stesso Teorema 4 di [4].

Teorema 2. Siano (S,d) uno spazio metrico, v una applicazione di S
in sé, ¢ un punto di S tale che la coppia (x,d) sia v-ammissibile e risulti
lim d(z"(®), v*+(x)) = 0; 4l punto & goda inoltre della propricia
! (B,) esistono due funziont limitale oy, o, di S*X]0, + oo in [0,+ oof,
una funzione o« di S2x10,-+col in [0,1[ godenie della proprieta &, in ogni
punto di 10, - ool ed una funzione f di 10, 4 ool in 10, + ool infinitesima in 0,
continua a destra e semicontinua inferiormente, tali che

fld(z(a), ©(b))

<ou(a, b, d(a, b)) f{d(a, T(a))) + ox(a, b, d(a, b)) f(A(b, T(b)))
+ og(a, b, d(a, b)) f(d(a, b)) V(a,D) € T a#v(a)#7(b)s£b,

dove T’ = {r"(fv), n € N},

(2) Cfr. [2], def. a pag. 65.
(3) Cir.[3], def. a pag. 29.
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Allora il punto x e atiratio da un punto fisso di .

Fruendo del Teorema 2, dimostriamo ora il seguente teorema, che assorbe
il Teorema 6 di [4] (%).

Teorema 3. Siano (S,d) wno spazio metiico completo e v una applica-
zione di S in sé, godente di almeno una delle seguenti proprietd.

(C) Isistono tre funziont oy, oy oy di 82X 0, - oo in {0, 1] soddisfacenti
alle condizioni:

(e)) almeno una delle funzioni oy, «, ha estremo superiore minore di 1
o gode della proprieta 2, in 0;

(o) la funzione oy + o, -+ oy ha codominio incluso in [0, 1[ ¢ gode della
proprieta P, in ogni punto di 10, + oof ed una funzione continuu e crescente f
di [0, 4 oo in [0, + oof, nulla solo in 0, tali che

(es) f(d(’[(.’l?), T('.’/))) <“1(‘”) Yy d(, ?/)) f((l(il?, T("'))) -+ (7-2('7/'7 ¥,y d(, ?/))
H(d, 7)) + (e, y, d(x, y)) (A, y) Yz, y) € S a=ty.

(C') Bsistono tre fumzioni oy, ay, oy di S2X]0, + cof in [0,1[ soddisfa-
centi alla condizione (¢;) ed alla sequente

(e;) la funzione oy + oy + oy ha codominio incluso in [0, 1] ¢ gode della
proprieta P in ogni punto di 10, 4 ool ed una funzione f di [0, + ool in [0, - oof,
nulla solo in 0, continua a destra e semicontinua inferiormente, soddisfacente alla
condizione

(c;) per ogni sottoinsieme A non limitato di [0, + ocof, f(4) & anch’esso
un sottoinsieme non limitato di [0, + oof, tali che valga la (cj).

Allora esiste un unico punto fisso di v ed esso altrae S.

Dim. A norma del Teorema 2, basta provare che: (i) la coppia (x,d) ¢
r-ammissibile Yo € 8, (ii) lim d(z*(z), 7" (z)) = 0 Vo e S, (iii) esiste al pit un
punto fisso di 7. "

Orbene, con ragionamenti analoghi a ragionamenti svolti nel corso della
dimostrazione del Teorema 6 di[4] si provano agevolmente la (ii), la (iii) e,

(%) Per quanto riguarda la verifica, nelle ipotesi del Teorema 6 di[4], delle condi-
zioni del Teorema 3, va tra ’altro tenuto presente che & lecito supporre che i valori delle
funzioni 4, e 2, di eui al Teorema 6 di[4] siano minori di 1/2 (efr. [4], nota (7).
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limitatamente ad ognuno dei due casi seguenti supe; <1, supoa,<<1,
anche la (i).

Passiamo allora a dimostrare la (i) nel caso in cui una delle funzioni o
e o, goda della proprieta Z, in 0. Supposto che si tratti della a, (ma il ragiona-
mento pud svolgersi analogamente nel easo della o), esistono due numeri reali
positivi ke &, il secondo dei quali minore di 1, tali che o (2, 4, ) <k, V(w, y) € 82
e Vre 0, b, e conseguentemente risnlta

(2.1) Ha(w(x), ©(9))) <f(d(e, z(2))) + f(d(@, ) + E(d(y, 7)) ,
per ogni (x,y) € 8? tale che d(z, y) <<h (5).
Cid premesso, e posto
@, = 1"(®) YneN U {0} e d,=d@,,»,) VEN,

per provare la (i) basta osservare che se la successione (@), ¢ di Cauchy,
detto z il suo limite, in virtu della (2.1) esiste un m € N tale che
)

H(A@asa, 7(2))) <F(Onsa) + H(@(@2s 2)) + Ef(d(z, 7(2))) Vo > m,
e quindi risulta (%)

fld(z, 7(2))) <lim sup {d(@a, 7(2)) <Ef(A(z 7(2))) ,

n

da cui consegue 7(2) = 2.
11 teorema & cosl completamente dimostrato.

6 — Dato un sottoinsieme non vuoto I' di uno spazio metrico (8, d) e con
riferimento ad una applicazione = di I" in S, denotiamo con () (risp. (C7))
la, proprietd che si ottiene modificando la (C) (risp. (C')) del Teorema 3 sosti-
tuendo I a S Cid premesso, & facile provare, con ragionamenti analoghi a
quelli seguiti nella dimostrazione del Teorema 3, il teorema seguente, che
assorbe lo stesso Teorema 3.

(®) La (2.1) & evidente se z = 9, e nel caso z 5 y si ottiene subito tenendo pre-
sente la (C;).

(5) Tanto nel caso della (C) quanto nel caso della (C'), la f & semicontinua inferior-
mente in d(z, 7(z)) e continua in 0.
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Teorema 4. Siano (S, d) uno spazio metrico completo, I' un sottoinsieme
chiuso non vuoto di S (o pi% in generale, (8, d) uno spazio metrico e I" un  suo
sottoinsieme completo) e T una applicazione di I" in S godente di wna almeno
delle proprieta (Cp) e (Cp).

Allora, se non & vuoto Vinsieme X dei pwnti o di I' tali che la successione
(v(2)) ey @bbia senso, esiste in I' un unico punto fisso di © ed esso atirae X.

Dal Teorema 4 si deduce il seguente

Teorema 5. Siano C(wy, o) il cerchio chiuso di centro x, e raggio o > 0,
dello spazio metrico completo (S, d) (7) e T un’applicazione di C(x,, o) in 8 godente
della proprieta

(D) esistono tre funzioni oy, oy, 0 di C%(wy, 0) X 10, 20] in [0, 1] ed wna
funzione continua e crescente f di [0, + ool in [0, 4+ oo, nulla solo in 0, soddisfa-
centt alle condizioni:

(dy) almeno una delle funzioni o, o, ha estremo superiore minore di 1
0 gode della proprietd Z in 0;
(d,) la funzione o, + oy + oz ha codominio incluso in [0, 1], gode della

3
proprieta P, in ogni punto di 10,20[ ed ¢ tale che  sup > ailw, 9, 20)< 1;
(o, v)€C* (p,0)  4=1

(dy) f(@(z(@), 7(¥))) <oula, y Az, v)) f(d(z, v(2))) + a(w, ¥, d(z, v)) f(d(y, T(®)))
+ as(z, ¥, (@, y)) (@, y)) V(z,y) € C%(m, 0): ® Y,

¢, posto X = C%(x,, 0) X 10, ¢l, fo= f(d(w,, T(2))), ad una almeno delle tre con-
dizioni sequenti:

(dsq) | & strettamente crescente ¢ »<f(r) Vr e [0, -+ oo,

0— sup (ol y, 7))
sup  (ap(@, 3, 1) {(r)) <o, fox —— 220 ’

(=y1,r)EX 14sup > oulw,y,r)

(z,v,7)EX  i=1

(") Pittin generale, con riferimento ad uno spazio metrico (S, d) non necessariamente
completo, si pud supporre che sia completo I'indiecato cerchio chiuso di (8§, d).
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(dy.) f ¢ strettamente crescente,

flo) — sup (o(e, y, 1) (1))
J(r + s) <f(r)+1(s) Y0, 8) €[0, + oof?, fo< R ;
14 sup Y ala,y,7)

(z,u,7)EX  i=1

3
(dyq) r<f(r) Vrel0, + oo, > sup oz, y, 1) <1 ed esiste j € {1, 2}
i=1 {ax,1,r)€X
tale che

3

1—3%  sup  «lw, y,7)
- . i=1 (x,u,7)6X
sup a(w, ¥, 1)<l, fo<o
(2,9,7)ex ’ 1— sup az,y,7)
(a9, 7)€EX

Allora, esiste in C(xy, o) un unico punto fisso di v ed esso altrae x,.

¢

Dim. Per ogni ¢e{1,2,3}, prolunghiamo su C*(a,, o) X[0, 2¢] la fun-
zione o; associando il numero 0 ad ogni punto (z,y, 0) con (z, y) € O¥ay, o)
¢ denotate per comodita con oy, o, oy le funzioni prolungate, osserviamo che
la (D) continua ad essere verificata e anzi la diseguaglianza di cul alla (d,)
sussiste per ogni (x, y) € C(x,, 0).

Com’é facile verificare, a norma del Teorema 4 basta dimostrare che

(a) ha senso la successione (T(%,)),cy- A tal riguardo, denotato con ¢ il
numero d(x,, 7(x,)) e posto, per ogni intero n>1 tale che 7*(x,) abbia senso

Zny = THity) € 0= d(mn—ly T({["n—l)) ’
consideriamo dapprima il caso in cui ¢ soddisfatta una delle condizioni

(A 1)y (dys).
In tal caso osserviamo anzitutto che la (a) ¢ equivalente alla validitd della

(3.1), (T"(#o) ha senso ¢ d(z, () <o Yme{l,2,..,n})

per ogni ne N.
Orbene, poiché la (3.1), ¢ vera (&), basta provare che, se n ¢ un intero posi-

(8) Risulta infatti f(J;) < f(p) e da cid segue, per la stretta crescenza di f, che d;< p.
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tivo per il quale vale la (3.1),,, risulta
(3.2) d(z,, () <p .

Intanto, per ogni m e {1, ..., n}, in virtd delle condizioni (d;) e (dy) risulta

0 (Tnmy Loy 00) + 0o @pmyy Xy Orm) , .
f((Sm'FI) < s 1’1 ’”’“ )élw ; ’”(5 7) L -f(ém) <,f((§m) <f0 .
T Ke\ i1y Ly Oy

Conseguentemente, ancora in virtd della (dy), si ha

f(6y) + f((z(f(xo); T(mn)))

P

<@+ s X e,y )b sup (e, 5, 1) 07)) -

(x,y,r)EX i=1 (x,y,r)EX

La (3.2) ¢ allora vera, in quanto, nel caso della (dy ;) risulta
Ao, 741 (@) < 6y + A (y), (@) <f(01) + f(d(z(a,), 7(1,)) <o,
¢ nel caso della (d“) risulta
F(o, w+1(@0))) < H(81) + F(d(T(@0), 7(24)) <F(o)

e cio¢, per la stretta crescenza di fy d(,, T(@,)) < .

\

Dimostriamo infine la (a) nel caso in cui & soddisfatta la (dys).
In tal caso, perverremo alla (a), ¢ cioe alla validita, per ognin e N, della

(3.3), 7%(%,) ha senso,

dimostrando, ancora ragionando per ricorrenza, che per ogni n € N sussistono
Ia (3.3), e le seguenti

(3.4), 1(0) <o 1 —a)o,

(3.5)x (@, 2,) < (1 —am)o,

nelle quali

sup  af@, y,r) 4+ sup oz, y, 7)
__ (=wrlex (z,v,r)ex

11— sup oy, y,7)
(2,2,r)€X

o

con i, je{1,2} ed 747
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Orbene, la (3.3), ¢ evidente e le (3.4), (3.5); sono vere, in quanto dalla (d,s)
si ricava 6, <f(d;) = fo<<(1 —a)o0.

Sia allora # un intero positivo tale che valgano le (3.3),, (3.4),, (3.5),.
Ovviamente, risultando d(w,, ©,) <o, vale la (3.3),4, in virtu della condizione
(d;) opportunamente applicata, e della (d,) risulta inoltre f(dn..)<«f(d.), e
da cid segue, per la (3.4),, la (3.4),,.. nonche, conseguentemente, la (3.5).4,
risultando

d($0, wn-{;—l) <d(w07 mn) + 611+1<d(m0’ (l?,,) + f((sn+1)
<1 —amo +a(l—a)o = (1 —a™)p.

I1 Teorema 5 & cosi completamente dimostrato. Lsso, come andiamo a
verificare, generalizza il Teorema 1.

Nelle ipotesi del Teorema 1, per una semplice osservazione messa in luce
da R. M. Bianchini Tiberio all’inizio della dimostrazione del Teorema 1, esi-
stono due funzioni u e v di 0%(a,, o) in {1, 2} taliche u +v =3 e
A(e(@), TW)) <Py ) (@, 1) A, 7@)) + 9,0, (A2, 1)) Ay, T@))

+ pu(d(@, ) V(@,y) € C2(@0, @) -

Risulta allora verificata la (D) del Teorema 5 quando si considerino le fun-

zioni f, oy, o, o, definite ponendo f(r) = ¥Yre ([0, + oo, nonché, per ogni
(2, y, 1) € O, 0) X J0, 20]:

(@, Y, 1) = wll(x,u)(,r) ’ oe(®, ¥, 7) = wr(x,y)(?') 3 og(@, Y, 1) = ’(/)3(')”)/‘)’ OF
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Summary

In this paper the author generalizes some results of [4] and a fimed point theorem of
E. M. Bianchint Tiberio.

(®) Risultano verificate tanto la (d;,) quanto la (d,,).



