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BENO ECKMANN (%)

Sur les groupes fondamentaux des surfaces closes

Cet exposé traite d’une caractérisation homologique des groupes fonda-
mentaux des surfaces closes, due & Pauteur et & plusieurs de ses collaborateurs
(voir [7] et [8] ainsi que d’autres références y citées). L’énoncé peut se faire
en termes elémentaires, mais la démonstration se base sur des résultats pro-
fonds: d’un c6té sur des théories de structure et de décomposition de groupes,
initiées par Stallings et poursuivies par d’autres; et de Pautre c6té sur diverses
notations de «rang» pour les modules projectifs de type fini (sur l’anneau
ZG Qun groupe @) et sur la caractéristique Eulerienne de G correspondante.
Le premier aspect sera mentionné bridvement, le deuxiéme un peu plus en
détail, en relation avec des théorémes de Kaplansky et de Bass.

Une application seule sera donnée, concernant les extensions finies des
groupes fondamentaux des surfaces closes; pour plus de détails et pour d’autres
applications nous renvoyons 2 [7], [8] et [9].

1 - Les surfaces closes

Nous rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires et bien connues
des surfaces closes (= compactes sans bord) en nous bornant, uniquement
pour simplifier I'’exposé, au cas orientable. X, désigne une surface de genre d,
déterminée & 'homéomorphisme prés par g; nous supposons toujours g=1.

(a) &, est un complexe cellulaire (CW-complexe) fini. Sa caractéri-
stique Hulerienne yx(X,) = somme alternée oy— ot; -~ o, des nombres a; de
0-, 1-, et 2-cellules est égale & 2 — 2g.

(*) Adresse: Eidgendssische Technische Hochschule, 101 Rimistrasse, 8092 Zurich,
Schweiz.
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(b) Le groupe fondamental =,(X,) admet la présentation finie <{a,, by, «.,
gy by |y, by] ... [ag, b,} = 1>. Tout groupe & isomorphe & =,(Z,) pour g con-
venable sera dit « groupe de surface »; G rendu Abélien est libre de rang 2g,
done =~ Z%*. Le groupe m,(X,) n’a pas de torsion.

(e) La premier nombre de Betti fy(2,) est égal & 2¢. Comme
Bo(Zy) = Ba(Z;) = 1 on rvetrouve x(X,) par la formule d’Buler-Poincaré
2(25) = fo—Pr+ o= 2 —2¢g.

(d) Le revétement universel 3, de X, est le plan R?, et le groupe de
revétement, isomorphe a m;(X,), peut se réaliser comme groupe de mouvements
sans rotations, & domaine fondamental compact, du plan Bueclidien (g = 1)
ou hyperbolique (g>2).

N

(e) Tout revétement fini, & m feuillets, de 2, est une surface 2,. En
d’autres termes, tout sous-groupe H d’indice fini m de m,(2,) est un groupe
de surface H ~m,(X;), et on a 2 —2h = m(2 — 2¢). Nous reviendrons & Ila
fin sur la question de la réeiproque: Toute extension d’indice fini et sans torsion
d’un groupe de surface est-elle un groupe de surface?

(f) Tout revétement infini X, de X, est une surface ouverte (= non-
compacte sans bord), et m,(X,) est un groupe libre. En d’autres termes, tout
sous-groupe H d’indice infini dans 7,(2,) est libre.

2 - Dualité de Poincaré

Comme le revétement universel 3, = R* de X, est contractile, X, est
asphérique, done un complexe d’Eilenberg-MacLane K(@, 1) pour son groupe
fondamental @ = n,(2,). Par conséquent ’homologie du groupe G au sens de
P’algébre homologique est isomorphe & celle de X,, et de méme pour la coho-
mologie, pour tous les G-modules de coefficients, et pour les opérations en
(co-)homologie ete. En particulier, on a pour le groupe & la dualité de Poincaré
de dimension 2, bien connue pour les variétés closes (de n’importe quelle di-
mension).

On peur ainsi considérer, de facon purement algébrique, des groupes &
vérifiant la dualité de Poinecaré de dimension = (orientable), appelés
PDgroupes tout court. Cette dualité dit qu'on a pour la (co-)homologie de
G des isomorphismes

HiG; A) = H, (G5 A)

pour tout entier ¢ et tout G-module 4, naturels en A. Le groupe fondamental
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@’une variété close, asphérique, & n dimensions est évidemment un PDrgroupe;
on ne sait pas, en général, si la réciproque est vraie. La caractérisation homo-
logique des groupes m,(X;), qui fait Pobjet de cet exposé, affirme qu'elle est
vraie pour n = 2: Tout PD*groupe est un groupe de surface.

Remarque. On voit facilement que le seul PDi-groupe est le groupe
cyclique infini, done isomorphe & m; (cercle).

3 -Lecas 5, (G) >0

Dans [7] Pénoncé ci-dessus est démontré sous Phypothése supplémentaire
que le PD%groupe & vérifie §,(G) > 0. Notons que, dans le cas orientable con-
sidéré iei, f(G) est pair; la démonstration purement homologique est la méme
que pour les variétés closes de dimension n = 4% + 2 (voir p. ex. [6], D. 301).
Posons (@) = 2¢, et Paffivmation est G ~ m,(X,).

L’hypothese f,(G) > 0 sert & décomposer ¢ en « extension HNN », G = Gixa,,,
ol H est de type fini. L’indice de H dans & est infini; or la propriété (f) ci-
dessus est valable pour les PD*-groupes aussi bien que pour les surfaces closes,
d’aprés un théoréme de Strebel [11]. H est done libre de type fini. Le procédé
expliqué dans [7] permet de déduire de & = G4, , une autre décomposition
ol H est plus petit, soit en extension HNN ou en produit libre amalgamé
G = @6, G15#H*G,. On arrive ainsi & des décompositions @ = Gxe,p
ou ¢ = @6, avec C cyclique infini. C’est pour des PD3-groupes de celte
structure particuliere qu’on réussit finalement & montrer que ce sont des groupes
de surfaces; on passe par des surfaces compactes & bord, orientables ou non-
orientables, et on identifle leurs bords de fagon adéquate.

4 - Caractéristique Eulerienne, modules projectifs de type fini

Nous allons discuter avec un peu plus de détail la démonstration du fait
(Eckmann-Linnell [8]) que pour un PD-groupe G le premier nombre de Betti
p1(G) West jamais nul. On est donc toujours dans le cas de la Section 3, ce qui
démontre que tout PD*-groupe ¢ est un groupe de surface (done de présenta-
tion finie et admettant une résolution libre finie sur Z@).

4.1 —~ Tout PD*-groupe & est de type (FP) et de dimension cohomologique
ed G = n.

En effet, Pisomorphisme Hi(G'; A) = H,—,(G; A) naturel en A entraine que
les groupes de cohomologie commutent avec les limites directes en A. Cela



44 B. ECKMANN [4]

est possible, d’aprés les critéres de finitude [4], [5] seulement §’il existe une
résolution projective ... = P;—> P, — ... = Py Z sur ZG ol tous les P, sont
de type fini. En outre H¥{(G; 4) == 0 pour ¢ 5= n, et H*(G; £) = H(G; Z) = Z,
d’ou cd G= n, et il existe une résolution projective 0— P,— ...— Py Z, de
type fini — c¢’est ce qu'on entend par « type (L'P)».

Notons que réciproquement (voir [3]) les propriétés (a) type (FP), et (b)
HiG; ZG) =0 pour izn, HYGF; ZG) = Z, entrainent que & est un
PDr-groupe.

4.2 — Le nombre de Betti f,(¢) d’un tel groupe est le rang sur Z du groupe
Abélien de type fini H,(G; Z); de la dualité de Poincaré on tire f,(G) = f,-A(&),
donc en particulier fy(G) = f.(@) = 1. L’homologie H.(G; Z) se calcule 2
Vaide du complexe de groupes Abéliens libres

0 =>ZRs P> > ZRe Py~ 0.

La caractéristique Tulerienne

n

2(G) = 3 (—1)irang (Z®, P))

=20

n
est égale, d’aprés un raisonnement classique, & » (—1)if(G) donc indé-
=0
pendante de la résolution choisie. On Dappelle « caractéristique Rulerienne
homologique »; il existe d’autres définitions de y(G) basées sur des notions dif-
férentes de « rang » associé & un ZG-module projectif de type fini, et on ne sait
pas sielles coincident - une d’entre elles est utilisée dans 4.4 ci-dessous. Comme
on s’intéresse ici & f,(@) il s’agira de la caractéristique y(G') homologique.

4.3 ~ Soit ¢ un PD*-groupe, et
0 >P 2G5 ZG - Z
une (IF'P)-resolution; on a utilisé le fait qu’on peut toujours choisir Py = Z@,

P, libre de type fini, et .P = P, est projectif de type fini. Le dual de cette réso-
lution, obtenu en appliguant Homg(—, ZG) = — * est

Z« P*E 2@« ZG < 0.

Cette suite est exacte: cela exprime simplement que H,(G; ZG)= 0 pour
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152 et H¥G; ZG) = Z. 11 s’agit done d’'une autre résolution. On a
P04 = ZG[0ZG?,
done d’aprés le lemme de Schanuel
PP 0ZLG = ZGD 6ZG* .

Il en résulte une surjection ZGH! -+ P* de noyau N0, donc
PE@ N = ZG avee N projectif de type fini. On a ainsi

(@) = rang (Z Qe P*) —d + 1
=d+1—rang(ZReN)—d +1
=2 —rang (ZQ@y N) .

4.4 - On ne sait pas, en général, si N0 entraine Z®e N 0. Dans
notre cas on peut avoir recours & une autre notion de rang associé 4 un module
projectif N de type fini, le «rang de Kaplansky » K(N). Il est défini comme
suit: on choisit M tel que N @ M soit libre de type fini, et on considére 'endo-
morphisme idempotent ¢ de N @ M qui est Pidentité sur ¥ et 0 sur M; le coef-
ficient de 1 € & dans la trace de g est indépendant du choix de ¥ et de la base
dans N@® M ~ ZGE*. 8i N est libre, on a évidemment K(N)=rang,, N
= rang (£ @ N), mais en général le rang au milieu n’est pas défini et on ne
sait pas si les deux autres rangs associés &4 N coincident. Un théoréme de
Kaplansky (voir [10], p. ex.) dit que pour tout module projectif de type fini N
sur ZG (G arbitraire) K(N) est >0, et = 0 seulement $i N = 0.

Supposons d’abord que P, done P* est libre. Alors P*¥*@ N o ZGe+
entraine rang (Z ®@q N) = d + 1 —rang,, P*= K(N), d’ou rang (Z®qN)> 0
et 7(@)<1. Par conséquent f§,(G)>1.

Dans le cas général P* projectif ce raisonnement ne joue pas. Mais un
théoréme profond de Bass [1] dit que si, pour un module projectif de type fini
sur Z@, les deux rangs ne sont pas égaux alors le groupe & contient un sous-
groupe H isomorphe & Z[1/p] pour un certain premier p. D’autre part on montre
de fagon algébrique-homologique que pour tout PD*-groupe G les analogues
de (e) et (f) en Section 1 sont valables: Si H c ¢ est d’indice fini, ¢’est un
PD>-groupe, et §’il est d’indice infini, c¢’est un groupe libre (théoréme de
Strebel [11]). Comme le groupe additif Z[1/p] n’est ni un PD:groupe ni
libre, on a done

rang (£ Qe N) = K(N).

On en tire comme ci-dessus que fy(G) est =1.
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5 = Une application

Soit H = (X)) un groupe de surface, et ¢ > H une extension d’indice fini
et sans torsion.

Un résultat général [3] dit que toute extension ¢ 5 H finie sans torsion d'un
PDr-groupe H est un PD»groupe; il suffit de montrer que les propriétés ca-
ractéristiques (a) et (b) en Section 4.1 se transférent de H & G. Le groupe G
ci-dessus est done un PD?-groupe, et d’aprés notre résultat principal un groupe
de surface: Toute extension finie et sans torsion d’un groupe de surface est un
groupe de surface. Il est intéressant de relier ce fait au « proléeme de réalisation »
de Nielsen, voir par exemple [9].
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