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HARALID HOLMANN (%)

Feuilletages complexes et symplectiques

Introduction

Le présent rapport étudie les conditions de stabilité d’un fenilletage dont
toutes les feuilles sont compactes.

Par feuilletage d’une variété différentiable, on entend une décomposition
de la variété en sous-variétés différentiables, qui se présente localement comme
un fibré trivial. Intuitivement, une feuille est dite stable si les feuilles voisines
qui lui sont trés proches, le restent sur toute leur étendue. Des définitions
précises seront données dans 1.

Le probléme formulé ci-dessus fur proposé par G. Reeb ([12]) qui montra
en 1952 qu'un feuilletage différentiable compact de codimension 1 d’une va-
riété différentiable est toujours stable. Simultanément il construisit un feuil-
letage différentiable compact de codimension 2, sous forme d'un courvant dif-
férentiable périodique sur une variété différentiable de dimension 3, qui n’est
pas stable. Etant donné qu'on ne trouva pas de tels exemples pour des va-
riétés différentiables compactes, G. Reeb und A. Haefliger suspectérent que
tous les feuilletages différentiables compacts des variétés différentiables com-
pactes sont stables.

La question resta longtemps non tranchée, jusqu’'a ce que D.B. A. Ep-
stein ([5]) obtint le résultat suivant: Un courant différentiable périodique sur
une variété différentiable compacte M de dimension 3 est toujours stable.
L’espace des orbites est une variété différentiable de dimension 2 et la décom-
position en orbites de M donne un espace fibré de Seifert dont le groupe
structural et la fibre typique sont le cercle-unité S

Bn 1975/76, Edwards, Millett, Sullivan et Vogt ([3], [18]) réussirent &
étendre ce résultat & des feuilletages différentiables compacts de codimension 2
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quelconques d'une variété différentiable compacte. Comme ces auteurs le pré-
tendent eux-mémes, ils firent essentiellement influencés par les idées et les
méthodes de Xpstein.

A peu prés 4 la méme époque, Sullivan et Thurston ([16], [17]) trouvérent
les premiers contre-exemples & la conjecture de Reeb et Haefliger sous forme
d'un courent différentiable, et méme réel-analytique, périodique et instable
sur une variété différentiable, resp. réel-analytique, compacte de dimension 5.

En 1977/78, Epstein et Vogt ([7]) trouvérent méme un courent réel-analy-
tique périodique et ingtable sur une variété réel-analytique compacte de di-
mension 4. Ainsi fut démontré que la conjecture de Reeb-Haefliger est déja
fausse pour des feuilletages de codimension 3, ce qui signifie que le résultat
de Edwards, Millet, Sullivan et Vogt est fort.

Maintenant se pose la question de trouver des critéres pour la stabilité des
fenilletages compacts. Ces critéres concernent la variété (par ex. structure
complexe, métrique kéhlérienne, structure symplectique) ou le fenilletage lui-
méme (par ex. holomorphe, holomorphe-transversal, symplectique, feuilletages
en surfaces minimales).

En 1976/77 ([9]) Vauteur trouva le résultat suivant pour les feuilletages
holomorphes: Un courant holomorphe périodique sur une variété complexe
compacte (ou aussi sur un espace complexe compact) M est toujours stable.

A ce propos, il est & remarquer:

(1) Contrairement au cas différentiable, il n’est pas nécessaire de faire
ici des restrictions quant & la dimension de M.

(2) La compacité de M est également nécessaire ici. Th. Miller ([11])
trouva en 1979 un courant holomorphe périodique instable sur une variété
complexe non compacte de dimension complexe 3.

(3) Sous les conditions ci-dessus 'espace des orbites M/C posséde une
structure complexe eanonique (en générale avec des singularités). La projection
canonique holomorphe s: M — M/C représente une fibration holomorphe de
Seifert dont la fibre typique et le groupe structural sont un tore complexe de
dimension complexe 1.

La conjecture de Reeb-Haefliger est toujours ouverte pour le eas holo-
morphe. Un feuilletage holomorphe compact d'une variété complexe compacte
(ou d’un espace complexe compact) est-il toujours stable?

Pour le cas différentiable, H. Rummler 1978 ([13], [15]) put formuler,
dans sa thése d’habilitation, un critére de stabilité nécessaire et suffisant avee
des méthodes de géométrie différentielle: Un feuilletage différentielle compact
d’une variété différentiable M (non nécessairement compacte) est stable si et



[3] FEUILLETAGES COMPLEXES ET SYMPLECTIQUES 93

seulement §’il existe une métrique riemannienne sur M qui fait des feuilles,
des surfaces minimales.

En 1976, Wadsley en avait déja traité un cas particulier et montré avee
des méthodes tout & fait différentes: Un courant différentiable péricdique sur
une variété diftérentiable M est stable si est seulement §’il existe une métrique
riemannienne sur M telle que les lignes de courants soient des géodésiques
par rapport a cette métrique.

H. Rummler montra ([14]) qu’une métrique hermitienne sur une variété
complexe est k#hlérienne, si et seulement si toutes les sous-variétés lccales
complexe-analytiques sont des surfaces minimales pour cette métrique. Son
critére, concernant les surfaces minimales, pour la stabilité des feuilletages
compacts donne par conséquent (cet énoncé étant connu depuis longtemps
pour les variétés kahlériennes compactes): Un feuilletage holemorphe compact
d’une variété kihlérienne non nécessairement compacte, est toujours stable.

Dans le présent rapport nous allons aussi démontrer cet énoncé pour des
feunilletages presque complexes compacts des variétés presque kihlériennes et
& partir de 14 en tirer 1’énoncé suivant pour des feuilletages compacts symplec-
tiques des variétés symplectiques.

Théoréme 1. (M, w) est une varidté symplectique, c'esi-a-dire que M est
wne variété différentiable et w une forme différentielle fermée de degré 2 sur M,
pour laquelle w(@): T,M X T,M — R pour tout » e M, est une forme bilindaire
non dégénérée sur Vespace tangent T .M & M aw point w€ M. F est un feuille-
tage compact symplectique de M, c-a-d. que foutes les feuilles L de F sont des
sous-variétés compactes symplectiques de (M, w), c-d-d. que (L, w|L) sont des
variétés symplectiques.

Alors on a

(1) Il ewiste une structure presque complexe J sur M, telle que toutes les
feuilles L de F deviennent des sous-variélés presque complexes de (M, J) et
w(Jt, Jt') = w(t, t') powr tout i,t' € T, M, xe M (j.e. J: T, M — T, M est sym-
plectique pour tout x e M).

(2) Il ewiste ume mélrique hermitienne h: TM X THM — C avee 0 = — Im(k),
c-a-d. b est une métrique kihlérienne, c-a-d. (M, h) est une variéié presque Lih-
lérienne.

(3) F est stable.

A ce propos, il est & noter que la structure presque complexe J ainsi que
la métrique hermitienne » ne sont en aucun cas uniquement déterminées par
la forme symplectique.
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Dans le livee Foundations of Mechanies [1] de R. Abraham et J.E.
Marsden on peut live Symplectic manifolds constituie the arena for Hamiltonian
mechanies. Dans ce cas il g'agit avant tout de la structure symplectique cano-
nique du fibré cotangent des variétés différentiables.

Dans la derniére partie de ce rapport est construit explicitement un exem-
ple d’une variété symplectique compacte de dimension 4, avec un feuilletage
symplectique compact, qui posséde, certes, beaucoup de structures presque-
ki#hlériennes, mais aucune structure kihlérienne puisque son premier nombre
de Betti est impair (& savoir 3).

1 - Préliminaires

Nous présentons et commentons ici quelques notions fondamentales de la
théorie des feuilletages. Nous nous restreignons & des feuilletages dits régu-
liers (voir p. ex. [3], [6]) de variétés que nous supposerons toujours para-
compactes.

1.1 — Déf. Soit M une variété différentiable de dimension n = p -+ q. Par
un feuilletage différentiable local de dimension p (de codimension q), on comprend
un couple (U, f), ot U est un owvert de M ot f: U — V une submersion de U
sur un ouvert V. dans R,

Nous pouvons admettre alors que U est de la forme WxV, ou W est un
ouvert connexe dans R? et §: W xV — V la projection sur la deuxiéme com-
posante.

1.2 - Déf. Deux fewilletages différentiables locaus de dimension p (Uy, B1),
(U,, B.) de M sont dits différentiablement compatibles, si pour tout point
xe U, 0 U, il ewiste un woisinage U,c U, O\ U, et un difféomorphisme
b Bu(U,) — BuAU,) avee la propriété que ho(fy|U,) = Bo|Us. (Uy, B1), (Usy fa)
sont dits transversalement de méme orientation, st de plus le difféomorphisme h
& un jacobien positif.

"
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L3 - Déf. Une collection F = (U, i), de feuilletages différontiables

locaus de dimension p de M avec |J U, = M et qui sont deuw & deux différen-
i€r

tiablement compatibles, s'appelle un feuwilletage différentiable de dimension p

{codimension q) de M. F est dit orienté transversalement, si les (U, ), i €1,

sont deux & deuwxr de méme orientation.

Pour la suite, nous pouvons nous restreindre & des feunilletages transver-
salement orientés de variétés orientées. Les feuilletages presque complexes et
symplectiques rencontrés dans 2 et 3 ont cette propriété.

Pour introduire la notion d’'une feuille différentiable de &, nous définis-
sons sur M une nouvelle topologie 1., appelée topologie-fewille, en donnant
la base suivante Bg = {f7*(f:(x,)) N U; iel, »,€ U;, U ouvert dans M}.

1.4 —~ Déf. Les composantes connexes de M par rapport & la topologie-
feuille T de F s’appellent les feuwilles de F. On désigne par L, la feuille qui
contient x.

11 est & noter qu'un feuilletage F = (U, f.),, de M définit un sous-fibré
involutif Fc. 7'M du fibré tangent 7'M de M, pour lequel pour tout x e M,
la fibre I, de I' sur « est égale & Pespace tangent T,L,c T, M de la feuille L,
au point @ Inversement un sous-fibré involutif # de T'M définit un feuille-
tage & dans le sens de la définition ci-dessus, dont les feuilles sont précisé-
ment les variétés intégrales maximales ([10], 4).

On obtient une classe importante de feuilletages par opérations différen-
tiables de groupes de Lie sur des variétés différentiables telles que toutes les
orbites aient la méme dimension. Dans ce cas, les feuilles sont les composantes
connexes des orbites. Lors d’une opération de R, on parle aussi d’un courant:
un courant est dit périodique, si les groupes d’isotropie J, = {r e R; r-& = &},
x € M, sont tous isomorphes & Z, c-4-d. si toutes les R-orbites sont difféomor-
phes au cercle-unité S

1.5 - Déf.

(1) Un fewilletage F = (U,, Bi)ie, une variété complexe M sappelle
holomorphe, si toutes les applications f;: U; — V, sont des submersions holomor-
phes et st les feuilletages holomorphes locaux (U,, ;) sont deuw & deux holomorphe
compatibles, c-a-d. que dans la Déf. 1.2., lors de la description de la compatibilité,
les applications h intervenant sont biholomorphes.

(2) Un feuilletage différentiable F = (U, i), Fune varidté M presque
complexe resp. symplectique M Sappelle presque-complexe resp. symplectique, st
toutes les fewilles sont des sous-variétés presque compleves resp. symplectiques.
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Le sous-fibré correspondant B du fibré tangent TM de M est alors précisément
un sous-fibré complexe resp. symplectique.

Au voisinage d’une feuille .I, passant par « € M, un feuilletage sera le mieux
déerit par le groupe d’holonomie H(L,).

1.6 — Déf. Nous choisissons un 1€l avec xecU;. Si Vo et V ; sont des
voisinages ouwverts de B(w) dans V,; = B,(U,), alors un difféomorphisme h: V,—V ;
est dit admissible si

(1) B:(z) est un point fiwe de h.

(2) B7'w) et B7M(h(v)) sont dans la méme fewille pour tout v € V,.

Al

JA—————

T >

Bi hw)

Les germes aw point fi(x) de ces applications admissibles forment le groupe
dholonomie H(L,) de L, (qui, & isomorphisme prés, est déterminé seuwlement par
F et la feuille L, de F).

1.7 - Déf.

(1) Un fewilletage F est dit compact, st toutes los fewilles de F sont com-
pactes.

(2) Une feuille L dun fewilletage compact F de M ost dite stable, st chaque
voisinage U de L contient un voisinage invariant U de I (invariant signifie réu-
nion de feuilles).

(8) F est dit stable, is toutes les feuilles de F sont stables.

Pour un feuilletage différentiable compact, la stabilité d une feuille se laisse
aussi caractériser comme suit ([3], [6])
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1.8 — Théoréme. Pour une fewille I d'un feuilletage différentiable compact
F dune variété différentiable M, les conditions suivanies sont équivalentes.

(1) L est stable.

(2) Le groupe d’holonomie H(L) de I est fini.

(3) Pour toute métrique riemannienne g sur M, la fonction de volume cor-
respondante V,: M — R* (V,(x)= volume de L, par rapport & g) est bornée dans
un voisinage U de L.

Le feuilletage F est stable si et seulement si Vespace des feuilles M|F (pour
la topologie-quotient) est de Hausdorff.

Tandis que la répartition des feuilles voisines d’une feuille non stable d’un
feuilletage compact peut &tre trés pathologique, pour une feuille stable I, il
est toujours possible de trouver un voisinage invariant U, o le feuilletage
se laisse décrire précisément comme un produit de Seifert avee I pour feuille
centrale ([4], [6], [8]).

Construction et propriétés dun produit de Seifert

Soit V un disque ouvert dans R¢ (muni du produit scalaire standard) avec
0 pour centre et L une variété différentiable connexe de dimension P quelcon-
que. De plus soit H un groupe fini de transformations orthogonales de V
(avec 0 comme point fixe) qui opére aussi différentiablement et librement
sur L. Alors H opére différentiablement et librement sur V x.I comme suit:
h(v, ) = (h(v), W(y)) pour he H,v e V,y € L. Le produit de Seifert X=(V x L)/H
est de manicre canonique une variété différentiable de dimension n (n=p--¢),
c-a-d. que la projection canonique 7: VXL — X = (V x L)[H est un diftéo-
morphisme local.

La projection ¢: Vx.L — V induit une application ¢: X = (VxL)/H -V JH,
dont les fibres sont précisément les feunilles d’un feuilletage différentiable &
de X. Les feuilles sont de la forme L, = n({{v} xL), ve V. A Iaide du groupe
Qisotropie H, = {h € H; h(v) = v} du point v € V, la feuille L, apparait aussi
comme isomorphe & T/H,. La fewille centrale L, est alors isomorphe & L/H.
On voit tout de suite que H,, v e V, est isomorphe au groupe d’holonomie
H(L,) de la feuille L,. L'isomorphisme est donné par la correspondance:
h b, (germe de h en ve V),

Etant donné que F= {ve V; H,5=1d} est lintersection de ¥V avec la
réunion d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels de R? de dimension infé-
rieure, les feunilles dites génériques I, avec H, = Id (isomorphes & L) sont denses
dans X = (VxL)/H. Si H n’est formé que de transformations orthogonales
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de déterminant positif (ceci a lieu si X est orienté et 5 transversalement
orienté), alors les feuilles génériques forment un sous-ensemble connexe de X.

La projection #: VI — {0} xL induit une rétraction différentiable 7:
X = (VxIL)H—> Ly~ LjH. Par 7, chaque feuille L, ~ L/H, est un revéte-
ment sans ramification de la feuille centrale I, de & . Le nombre de feuille de
ce revétement est, pour les feunilles génériques, égal & Vordre de H et en
général pour une feuille I,, ve V, égal & Vindice [H: H,] de H, dans H. Si
¢ est une métrique riemannienne sur X et V,: X — R+ la fonction de velume
correspondante pour le feuilletage %, alors on a (nous pouvons envisager V,
comme fonetion sur X/&):

lim V,(L,) = ord H-V,(L,)
p—>0

L, générique

Pour terminer cette présentation des notions de la théorie des feuilletages,
considérons quelques remarques sur la réunion B des feuilles non stables d’un
feuilletage différentiable compact & d’une variété différentiable M. Cet en-
semble B, appelé bad set de &, est un sous-ensemble fermé, nulle part dense,
de M, c-a-d. que les feuilles stables forment un sous-ensemble ouvert et
dense M,= M — B de M ([3], [6]). B se laisse aussi caractériser comme
B = {weM; H(L,) infini} tandis que M,={wxe M; H(L,) fini}. D’aprés les
remarques ci-dessus et en raison des propriétés des produits de Seifert,
Pensemble M,= {z € M; H(L,)=Id} des feuilles génériques de F est dense
dans M, et par conséquent aussi dans M. Si M est orientée et F tran-
sversalement orienté, alors M,— M, ne décompose nulle part I'ensemble M.

2 - Stabilité des feuilletages presque complexes compacts des variétés presque
kihlériennes .

Nous allons démontrer le théoréme suivant, déja annoncé dans I’introduction

2.1 — Théoréme. Un feuilletage presque complexe compact F dune variété
presque kihlérienne M est toujours stable.

Preuve. Nous devons montrer que la réunion B des feuilles instables
de &, ce qu'on appelle bad set, est vide. Pour la preuve nous utilisons la
forme faible suivante du moving leaf theorem que nous ne voulons pas démon-
trer iei (voir [3], [13]).

2.2 — Théoréme. Soit F un feuilletage différentiable compact dune va-
7iété différentiable M. Alors si B wnest pas vide, chaque fonction de volume
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V,: M — R+ de F (par rapport & une métrique riemannienne g sur M) est non
bornéde sur aw moins une composante conneve de M — B.

Pour la version forte du moving leaf theorem (dans laquelle P'appellation
devient claire) on utilise la compacité du bad set, ce qui n’a pas lieu en général
dans nos investigations puisque nous traitons des feuilletages compacts de
variétés non compactes. Bien que non utilisée, nous présentons quand méme
ici la version forte du théoréme en raison de son importance pour la théorie
des feuilletages compacts ([3]).

2.3 — Théoréme (moving leaf theorem). Si le fewilletage F d'une variété
différentiable M est compact et si le bad set B de F est compact ¢t non vide,
alors il ewiste une isotopie (L,),.x des feuilles de &, dont le volume pour t — - oo
est mon borné, et qui convergent vers B (c-d-d. pour tout voisinage U de B, il
existe un tye R tel que L,c U pour tout 1>1y).

Suite de la preuve du Théoréme 2.1. Nous allons montrer que sur
chaque composante connexe de M — B, la fonction de volume V: MR+
de & par rapport & la métrique kihlérienne de M est bornée. L’hypothese
B = § contredit alors le Théoréme 2.2 & savoir la forme faible du moving leaf
theorem.

Nous montrons tout d’abord la version locale du théoréme de Wirtinger
Martinelli pour les variétés presque kahlériennes (M, k). Ici h: TM X TM — C
désigne la métrique kithlérienne sur M. Par définition, la forme différentielle
o = — Im k est fermée et de degré 2 et s = Re h est une métrique rieman-
nienne sur M.

2.4 — Théordme. Pour un systéme orthonormal (par rapport & 8) Mgy ...y Nap
de T.M, ve M, on a toujours |(1/kD@*(nq, ..., )| <1, 04 o = oA...\w
désigne le produit de Grassmann de o par elle-méme, k fois. L’égalité a lieu si
el seulement si le sous-espace vectoricl réel B de T .M engendré sur R par les vee-
LOUTS Mgy -.ny Moz €8T UN SOUS-eSPace vectoriel complexe de T, M, ¢-a-d. st JE = FE,
ot J: TM —TM désigne la structure presque complexe sur M.

Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant de l’algebre multi-
linéaire

2.5 — Lemme. T est une espace vectoriel réel de dimension 2k el «w une
forme bilinéairve alternde sur B. Alors pour chaque liste (ny, ..., Ny) de vecteurs
de I on a

( 77; OF (M vevy Tigr))? == det (0, W), e, o -
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La preuve de ce lemme est un simple exercice d’algébre multilinéaire.

Preuve du Théoréme 2.4. Comme h(4,¢') = s(t,t') — iw(t, t') et comme
B(Jt, 1) = s(Jt, 1) — iw(Jt, V') = ih(t, t') = w(t, t') -+ is(t, ')
pour tout ¢, t'e T.M, v e M, on a toujours w(i,t) = s(Jt,'). Par le lemme
ci-dessus

1
(57 @5y ey 0a))2 = et ($(T0, 1)), s, & Ao (0, — B)

ol s: T.M — B désigne la projection orthogonale de 7,M sur le sous-espace
vectoriel  de 7, M. L’égalité * a lieu puisque (s(Jny, n,,))m_ﬂ’"_,% est la repré-
sentation matricielle de zod |¥ — F par rapport & la base orthonormée
(Nyy ey N} de B

Comme J:F — T,M est une injection isométrique et s: T,M — F une
projection orthogonale, on a

(1)  det (moJ | B)<1, (2) det(noJ |B) =1 < JE=F.

Il s’ensuit les deux énoncés du théoréme.

Pour la preuve du Théoréme 2.1. nous avons encore besoin de la version
globale suivante du théoréme de Wirtinger-Martinelli

2.6 — Théoréme (Wirtinger-Martinelli). Une sous-variété Y presque com-
plexe, compacte, de dimension 2k, dune varidté presque kihlérienne (M, h), o
dans sa classe d’homologie un volume minimale absolu (par rapport & la métrique
kihlérienne h). Chaque sous-variété différentiable ¥ compacte de dimension 2%
de la classe d’homologie de Y et qui n'est pas presque complexe, a un volume
strictement plus grand.

Preuve. Soit ¥ une sous-variété différentiable compacte de dimension 2%
appartenant & la méme classe d’homologie que Y. La forme de volume duy
sur ¥ donnée par la métrique kahlérienne h est égale & (1/kl)w* (pour une
orientation canonique de Y) et alors

. 1
V(Y) = [dpr = [ 7 0"
¥ b 4 ¢

L’inégalité de Wirtinger-Martinelli (Théoréme 2.4.) a pour conséquence que

E
0,

3
=
I
e,
£
L)
v
Ly
ol B
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olt égalité a lien si et seulement si T,(¥) est un sous-espace vectoriel com-

plexe de 7,M pour tout y € ¥, c-a-d. si ¥ est une sous-variété presque com-
plexe de M.

Etant donné que par le théoréme de Stokes (on remarquera que de®= 0)

1

1

1o f K
mwﬂz —_— w'
k! - k

s

L e,

pour un bon choix de 'orientation de ¥, on a

(1) V(D)>7(T),

2) V@) =7T) - Y est une sous-variété presque complexe de M.

Suite de la preuve du Théoréme 2.1. Nous considérons la variété M
presque kithlérienne de dimension 2n, orientée par la forme de volume (1/n !,
qui n’est jamais nulle, et nous faisons de méme pour chaque feuille I de &
presque complexe de dimension 2k en nous servant de la forme de volume,
jamais nulle, (1/kNw*|L. Nous pouvons admettre maintenant que le feuille-
tage est orienté transversalement, de fagon que 1’ensemble M, — M, des feuil-
les stables, mais non génériques, ne décompose nulle part ensemble M, des
feuilles stables.

Considérons maintenant une composante connexe M; de M,. Alors l'en-
semble M? des feuilles génériques de M est connexe. Comme toutes les feuil-
les de M? sont toutes dans la méme classe d’homologie, on a que V|.M) — R*
est constante (= ¢).

Pour une feuille L de M° on a (voir construction et propriétés des produits
de Seifert dans 1)

1 ¢
V(L) = vd H(L) ilI?L V(L) = ord H(L) "
mEMg

Et alors on a que V|M® — R* est bornée par ¢, ce qui était & démontrer.

3 - Stabilité des feuilletages compaets symplectiques des variétés symplectiques

Nous allons maintenant prouver le théoréme, énoncé en fin d’introdu-
ction, concernant la stabilité des feuilletages compacts symplectiques. Nous
commencons avec quelques énoncés sur les espaces vectoriels symplectiques.
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3.1 - Dét.

(1) Par un espace vectoriel symplectique, on entend un couple (B, w) formé
dun espace vectoriel réel B et dune forme symplectique w: BEx B — R, c-a-d.
une forme bilindaire alternée non dégénérée.

(2) Un sous-espace vectoriel I' de B est dit symplectique, si o |FxF — R
est une forme s Jmpl@ct@gu@ sur B, ou en s'expriment dune autre facon si
FNF,=0, o F={rel; way) =0 Yy € I} désigne le complément ortho-
gonal de I par rapport ¢ w.

Nous voulons nous restreindre & des espaces vectoriels symplectiques (B, o)
de dimension finie. Ceux-ci sont toujours de dimension paire et le complé-
ment orthogonal F* d’un sous-espace symplectique F de F est également
symplectique et on a B = F@ F*.

3.2 — Théoreme. (B, w) est un espace vectoriel symplectique de dimension
finie et F' wn sous-espace symplectique. Alors il existe une structure complese
J: B — 1 sur B et un produit scalaire complewe h: BExXE — C sur Vespace vec-
toriel complexe (E,.J), tels que:

(1) w(Jz, Jy) = w(®, y) pour tout z, y e B, i.c. J: B — E est un endomor-
phisme symplectique de (B, o).

(2) w=—Imh.

(3) JF = F, JF,; = Fx, i.c. F et F: sont des sous-espaces vectoriels com-
plexes de (H,J).

Preuve. Nous choisissons un produit scalaire particulier ¢: B x E — R,
tel que F et If’i soient aussi orthogonaux par rapport & ¢. Ceci nous détermine
alors un unique isomorphisme K:FE — H, tel que w(z,y) = o(Ka,y), pour
tout =,y € B. K est antisymétrique par rapport au produit scalaire ¢, c-a-d.
que K¢= — K, si K* désigne I’endomorphisme adjoint de K par rapport & o.
Ceci découle immédiatement de la chaine d’égalités suivante, qui a lieu pour
tout @, ye B

o(K'w, y) = oly, K'z) = o(ly, v) = w(y, ©) = — o, y) = o(— Kz, y) .

Nous montrons maintenant que F' et ¥, sont tous deux invariants par les
applications linéaires K et K'=— K. Pour zeF, olz,y) = o, y) =0
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pour tout y e F., c-a-d. KzeF. Pomr w €Ty, o(Ku,y) = w(w,y) = 0 pour
tout y e I, c-a-d. Kewe F,.

On remarque que Papplication — I{? = KoKt ¥ — X est symétrique, dé-
fini pogitif car (Kol!)! = (Kt)toK'!= KoK'® et

o(loKtw, ) = o(K'w, K'v) = o(— Kz, — Kz} = o(Kz, Kz) > 0

pour tout w70 dans ¥, puisque K est un isomorphisme. Pour — K2=FKoK?,
il existe par conséquent un unique endomorphisme P de F, symétrique,
défini positif tel que P? = KoKt = — K2,

A cause de l'unicité de P, on peut dire que P laisse invariant F et F..
En effet, pour les applications linéaires symétriques, définies positives
E,=KoK!|F—F et K,=KoK!|F,—FL, il existe des applications linéaires sy-
métriques définies positives P,: F—F, P,: '~ I telles que P*=1K, et P} = K,
et, pour PL® Py FOF: - F@FL ona (P,®P,) =K, ®K,= KoK, ¢’est-
a-dire P=P, @ P,.

Nous définissons maintenant
J= Pk, J=KoP-,
Tout d’abord, nous constatons que J et J sont des isométries par rapport & o.
On a en effet: JoJ? = PlolloKto(P-1)t = P-loP2(Pt) ! = P-lo P20 P! = Id,.
De maniére analogue, on obtient: JoJt= Id,. ;

A partiv de K = PoJ = JoP, il s’ensuit que P = JoPoJ ! est égal a
(Jod=1) o(JoPod 1), oll JoJ-1 est une isométrie et JoPoJ=! est de nouveau
symétrique et définie positive. Nous pouvons maintenant utiliser le théo-
réme suivant ([2], Chap. I).

Théoréme. Tout automorphisme T d'un espace vectoriel réel B de dimen-
sion finie avee un produit scalwire o: B X B — R se laisse décomposer de maniére
unique en T = UoH, ot U e¢st une isométrie et H est syméirique, définie positive.

On a alors JoJ=t =1d, ¢-a-d. J =J et K = PoJ = JoP. A partir de
Kt= — K, on en tire: J'oP = JtoP! = (PoJ)! = Kt = — K = — JoP, c’est-
a-dire que Jt= —J et J2=— Jtod = — Id;.

Nous avons donc montré que J: B — I représente une structure complexe
sur B. A partir de la définition de J = P-10K, on voit tout de suite que
JF = F et JF. = F:. Pour tout «,yc B, on a

w(Jz, Jy) = o(Kodz, Jy) = o(JoKu, Jy) = o(Kz, y) = w(z, y) ,

i.e. J est une application symplectique de (E, w). A ce point, nous avons dé-
montré les énoncés (1) et (3) du Théoréme 3.2.
A Taide de J et @ nous définissons maintenant un deuxiéme produit sca-
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laire réel s: B x I +— R sur E en posant s(z, y) = oz, Jy) pour z, y € B. 1l est
bien défini positif, puisque

s(@, ) = o, Jy) = o(Kw, Jy) = o(JoPu, Jy) = (P, y)

i.e. s(@, ) = o(Px, 2) > 0 pour tout x4 0 dans F puisque P est symétrique,
défini positif. On vérifie alors facilement que h(z, y) = s(®, ¥) — tw(w, y) pour
@,y € B définit un produit scalaire complexe sur (#, J). L’affirmation (2) dé-
coule immédiatement de la définition de h.

Si on parcourt encore une fois cette démonstration, nous constatons gque
J et h sont unigquement déterminés, dans notre construction, par w et par le
choix d’un produit scalaire ¢ sur ¥ avec o(z,y) = 0 pour tout v ¥, y € Fi.

Nous allons montrer maintenant que le Théoréme 3.2. se laisge étendre
aux fibrés vectoriels symplectiques.

3.3 - Déf.

(1) Par un fibré vectoriel symplectique, on entend un couple (B, w) formé
d’un fibré vectoriel véel B = (B, m, M) (de dimension finie) sur une variété dif-
férentiable M et d’une forme symplectique w sur B, i.e. une fonction différentiable
w: EXE — R, telle que w, = w|B,XE, - R soit une forme symplectique sur
B, = 7 x), pour tout v M.

(2) Un sous-fibré F de B est dit symplectique, si w|FXF — R est une
forme symplectique sur I,

On remarquera que le complément orthogonale Fj = (Fm);,,Lz de F par
€M

rapport & w est un sous-fibré symplectique de T et ## = F @ Fi
Nous allons montrer la généralisation suivante du Théoréme 3.2.

3.4 — Théoréme. (I, w) est un fibré vectoricl symplectique sur la variété
différentiable M et F' est un sous-fibré symplectique. Alors il existe une structure
complexe J: B — I sur B (i.e. J est un automorphisme de fibré avee J? = — 1dz)
et une métrique hermitienne b sur B (i.e. une fonction différentiable h: B KB — G,
tolle que h|B,XE, — C est, pour tout x € M, un produit scalaire complexe sur
Despace vectoriel complexe (H,, J,) avee J, = J | B, — B,) telles que:

(1) w(Je, Jf) = wle, f) pour tout ¢,fc B,, v M, i.c. J est un automor-
phisme symplectique de (B, w).

(2) w =—Imha.

(8) JF =T, JF, = F=, i.e. F et F. sont des sous-fibré complexes du
fibré wvectoriel complexe (Z,J).
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Preuve. Nous choisissons une métrique de Riemann o: EXE - R sur
le fibré vectoriel (Z, s, M), i.e. une fonction différentiable, pour la quelle
o, = 0|, X B, est un produit scalaire réel, pour tout x e M, et avec la pro-
priété o(f, f') = 0 pour tout fe F,, {' e (F,), , v M.

Comme dans la démonstration du Théoréme 3.2, pour chaque z e M nous
pouvons maintenant construire & partir du produit secalaire ¢,: B, xF., - R
et de la forme symplectique w,: B, X E, -~ R sur F,, une structure complexe
J.: B, — B, et une forme hermitienne h,: B, x B, — C avec les propriétés (1),
(2) et (3) de ce théoréme. J:E — T et h: EXE — C sont les applications
uniques définies par J, = J |HE, — E, et h, = h|E,x B, — C pour tout xe M.
II ne reste plus qu’a démontrer que J et % sont différentiables. Btant donné
qu’il ’agit d’un énoncé local, nons choisissons, sur un voisinage U d’un point
donné we M, des champs de vecteurs fi,...,f,, & valeurs dans I tels que
(Fu(w)y oy fan(0)) €6 (fopra(®), ..., fou(w)) soient des bases orthonormées de I,
Tesp. (If’u)ju par rapport & o,. L’application définie par

2n
(u, ®) = > @pfp(u), OU &= (T, ..., Ty,) € R,
#=l

est un isomorphisme de fibré U xR* — Iy, ol la métrique de Riemann
0| By X By — R sur Hy correspond i la métrique standard constante sur U x R2»,
Pour simplifier 1’écriture, prenons Hy; = U X R?** et

2n
o(®,y) = Z ZrYv, O & = (&y, ooy Ban)y Y = (Y15 ---, You) € R,
pe1

Alors pour tout % e U,

2n

w“(w) ?/) = Z wm(u)w,.yﬂ
Vspeal

les fonctions & valeurs réelles w,, G&tant différentiables sur U. De plus
w(u):(wm(u))ﬂ,uﬂ,“,,gn est une matrice antisymétrique. Nous procédons comme
dans la preuve du Théoréme 3.2. et tout d’abord nous déterminons les anto-
morphismes K,, u € U de B, avec o(K,(2),y) = w,(w, y). Ceux-ci déterminent
de maniére unique des matrices K(u) = (Kou(t))spusy,..on telles que
K (z)=K(u)ox. On vérifieimmédiatement que K(u)= — w(%). A Pantomorphi-
sme I}, conjugué de K, par rapport & o, correspond la matrice (K(u))‘ = w(u)
et au produit KoK}, la matrice K(u)oK(u)* = — (w(u))? € Sym* (2%, R) (en-
semble des matrices 2n X 2n symétriques, définies positives), ce qui veut dire
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que K,, K! et K,oK. dépendent différentiablement de v e U. Comme
v: Sym* (2n, R) — Sym+* (22, R)

est un difféomorphisme, il existe des matrices P(u) e Sym™* (2n, R) différen-
tiables par rapport & we U avec (P(u)): = — (w(u))>

Cela nous détermine, de maniére unique, des automorphismes P, symé-
triques et définis positifs de (R®", ¢) avec P: = K, oK} et qui dépendent dif-
férentiablement de w e U. Par conséquent il en est de méme pour les auto-
morphismes J, = P;'oX,, w € U. Nous avons ainsi montré que J: B — F est
différentiable. Comme k(¢ ') = w,(e, J,¢') — iw,(e, ¢') pour tout we M et
tout ¢, ¢'e By, h: BX T — C est aussi différentiable.

A partir des Théorémes 3.4. et 2.1., on en déduit immédiatement le théo-
réme, formulé dans Pintroduction, concernant la stabilité des feuilletages
compacts F des variétés symplectiques (M, w). Les énoncés (1) et (2) de ce
théoréme s’obtiennent en appliquant le Théoréme 3.4. sur le fibré tangent
symplectique (7HM, o) de (M, w) et le sous-fibré symplectique F de T'M cor-
respondant & 4. L’énoncé (3) est alors identique au Théoréme 2.1..

4 - Exemple

Nous voulons présenter une variété symplectique compacte (M, w) qui ne
peut porter aucune structure complexe, ce qui en ferait une variété kihlé-
rienne (voir [19]). D’autre part nous allons construire sur (2, w) un feuille-
tage compact symplectique, et par conséquent stable.

Nous partons de R* avec la structure symplectique 2 = da, Ady, + da.Ady,
(o @y, @, ¥, Y. sont les coordonnées de RY). & est le groupe engendré par
les transformations symplectiques suivantes de (R?, £2):

a: (Ty Tay Y1, Yo) > (01 + 1, oy Y1,y Ya)
b: (@15 Ty Yay Yo) B> (@1, @2 + 1, Y1,y Yo) 5
e: (@15 Tay Y1y Ya) &> (@1, Ty Yo + 1, Ya)
d: (T1y @ay Y1y Yo) > (@1 + Y1,y B2y Y1, Yo+ 1)

M= R3|G est une variété symplectique compacte avec la structure symplec-
tique o induite par £ (pour laquelle on a z%w = 2 ot =: R* — M désigne
la projection canonique sur le quotient M = R!/G).

Le sous-groupe des commutateurs [G, G] = {h~'g~'hg; h,ge G} de G est
égal & {a"; n € Z} et G[G, G] est isomorphe & Z?% comme on peut le vérifier
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facilement, c’est-a-dire gque le premier nombre de Betti b,(M) de M est égal
4 3. Comme tous les nombres de Betti impairs d’une variété kithlérienne com-
pacte sont pairs, M ne peut pas porter la structure d’une variété kiahlérienne;
en particulier les structures presque kéhlériennes sur M, qui existent en raison
du Théoréme 1 (voir Introduction), ne sont pas kihlériennes.

La projection §: Rt — R?, (w;, @,, Yy, Ys) > (%, ¥,) induit une projection
p: M= RG> R*Z*=T. Les fibres p~([w,, y,]) de p sont des tores dont
le domaine fondamental est le carré unitaire du plan w,, v,.

o |p~([#s, 4:])= dw, Ady, n’est pas dégénérée, i.e. les fibres de p forment un
feuilletage symplectique de M. Ce feuilletage est évidemment stable. I1 se
laisse le mieux déerire comme fibré en tores (non trivial) sur le tore 7.
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