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Lutegr PAGANONI (¥)

Un metodo per la costruziome delle soluzioni

di una classe di equazioni funzionali (**)

1 - In questa Nota viene studiata la classe di equazioni funzionali del tipo

(1) G (@, p(f(@)), vy @(fa(@))) = ¢

nella funzione incognita ¢, dove z€ X, i X - Y = U (X)) (*), ¢: ¥ — Z,
G:XXZ"—>W e ceW. =t

Nella prima parte della presente Nota gli insiemi X, ¥, Z e W sono com-
completamente arbitrari e viene illustrato un procedimento del tutto generale
che puo essere utilizzato per la costruzione delle soluzioni di (1). Nella seconda
parte si forniscono condizioni che permetitono di applicare tale procedimento
nel caso in cui X e Y sono sottoinsiemi dell’asse reale R.

Equazioni funzionali che rientrano nella forma (1) sono state studiate da
vari matematici (si veda per una ampia bibliografia [1], e [4]), ma, per quanto
risulta all’autore della presente Nota, esse sono state affrontate con tecniche
sostanzialmente diverse [1]-[3], [3], o in situazioni differenti [4] o in casi par-
ticolari [6].

2 — In questo paragrafo dopo aver introdotto una opportuna terminologia,
si affronta il problema dell’esistenza di soluzioni per equazioni del tipo (1)
e si illustra una possibile tecnica per la loro costruzione.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Via C. Saldini 50, 20133 Milano, Italy.
(**) Ricevuto: 25-X1-1983. "
(1) 8i pud sempre assumere, senza perdita di generalitd, che ¥ =] f,(X). Infatti

% =1 n
se Y2 U f,(X),’equazione (1) non impegna la funzione @ in nessun punto di T\ (U f,(X))
=1 =1

e percid su tale insieme ¢ pud essere scelta in modo del tutto arbitrario.
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Bi introducono preliminarmente le seguenti definizioni.

Def. 1. Sia FcX e p: P - Z, Fc Y. La coppia (¥, p) & compatibile

con (1) o, equivalentemente, ¢ & soluzione di (1) in B, se F>|Jf.(E) e Pequa-
zione (1) & soddisfatta per ogni ze H. =1

Nel seguito la classe di tutte le coppie (¥, ) compatibili con (1) verra de-
notata con @. E ovvio che (&, ¢)e @ per ogni ¢; inoltre se (H,p)ecd e
¢1: Fy— Z & tale che ¢, = ¢, allora anche (B, ¢,) € @.

Def. 2. Siano (I, ¢), (&, @) € ®. Si dice che (F, @) precede (E,, @)
(in simboli (By, ;) < (T, gu)) se By C By e = @ p, dove I’y ¢ Dinsieme di
definizione di ¢,.

B immediato verificare che « <» & una relazione d’ordine parziale in ®.

Vale il seguente

Lemma. Sia (B, @) e D ¢ Oy= {(B, p)e D: (B, p)> (By, po)}. Ogni ca-
catena in D, possiede maggiorante.

Dim. Sia /= {(Ha, pa)},., una catena in D,. Se gu: Fa — Z, si defi-
nisca B*= J By, F*= ) Fy ¢ ¢*: F*— Z ponendo (@) = @a(x) se ze Fy.

a€d oEA

Poiché «/ & una cabena, ¢* & ben definita e F* > U f:(#*); inoltre se x € E*
esiste &€ A tale che v e B_ e quindi =1

G (z, ‘P*(fl(m))y vy 99“(7(11('”))) = G(wa ‘P;(fl(w))7 ey ‘P;(f"(x))) =¢.

Allora (I*, p*) € @. Poiché ovviamente (B*, ¢*)> (Bx, px) per ogni ae 4,
ne segue l’asserto.

Per il Lemma di Zorn si ottiene allora il seguente

Teorema 1. Per ogni coppia (B, ¢)e D esiste almeno una coppia massi-
male (B*, ¢*) e @ con (E*, ¢*)> (B, ¢).

La massimalitd (#%, p*) implica che ¢* & definita su tutto ¥ e che non
esiste aleun insieme ¥ 2 B* in cui ¢* & soluzione di (1). La soluzione ¢* si dice
soluzione massimale di (1). Il seguente semplice esempio mostra che possono
esistere coppie massimali (B*, ¢*) e @ con E*=X.

Esempio 1. 8i congideri 'equazione funzionale
cos (p(f(®))) —exp (— @lf(2))) =0,

dove X=[0, +c0), ¥Y=[—1,1], Z=W=R, fi(z)=exp(— 2), f.(z)=cos .
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Posto ¢*(f) = arcos t, te[— 1,1], si pud verificare che ([0, =], ¢*) € @
el & massimale.

Si tratta ora di introdurre un procedimento costruttivo da utilizzare nella
ricerca delle coppie massimali (F*, ¢*)e @ o, piu in particolare, delle coppie
massimali (B*¥, ¢*) € @ che seguono, nell’ordinamento presenfe in @, una preas-
segnata coppia (&, @,).

Siano (B, o), (By, ¢1) € D. Se (Fy, @) = (Ey, ¢1) possono presentarsi due casi:

(a) B,= E, oppure @,= ¢,; in questo caso (B, ¢,) si dice estensione di
primo tipo di (B, @), ’

(b) By B, e @y py; in questo caso (I, ) si dice estensione di secondo
tipo di (Ly, @,).

Si consideri una estensione di primo tipo; se Ey,= E; vuol dire che gli
ingiemi di definizione di ¢, e ¢, sono I'uno propriamente contenuto nell’altro,
mentre se @, = ¢, vuol dire che la funzione ¢, ¢ soluzione di (1) non solo in F,
ma nell’insieme pit ampio Z,.

Nel caso di una estensione di secondo tipo si ha il passaggio dalla funzione g,
ad una funzione ¢, definita su un insieme pili ampio con un simultaneo allar-
gamento dell’insieme dei punti in cui ¢, soddisfa (1).

Si vuole ora illustrare come poter effettuare estensioni di primo e secondo
tipo. A tale scopo si premette la

Def. 3. Sia Fc Y. Allora A(F) = {we X: fix) e T, 1<i<n} = () [;"(F),
i=1

A(F) = {we INAF): fi(v) e Ty 1<i<n, i1} = () [FEIINAT) 1<r<n.

i=1

iFEr
Si pud constatare immediatamente che
(2) APYNAF) =0 e [f(AdF)NF=9 1<ign;
3) AN A;(F) =0 se 54§ 1<i, j<n.

Si consideri ora (H,, ¢,) € @, dove ¢,: F, — Z. Estensioni di primo tipo
sono o le coppie (H,, ) con ¢ tale che ¢|r = @, oppure le coppie (&, ¢,) con
By & B c By, dove By={x € X: G, po(fo()), ..., @olfa(®))) = ¢} C A(F,). Lesten-
sione (H,,, @) si dice X-massimale poiché ogni coppia (', go) con He, = B'c A(F,)
non pud appartenere a @. Se Hy = A(F,), la coppia (Eq,, o) si dice X-saturate
e questo significa che la funzione ¢, & soluzione di (1) nel pit ampio sottoinsieme
di X sul quale Despressione G(a, po(fi(2)), ..., @o(fa(2))) ha senso. Se invece
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A(F,) ## By, non pud esistere nessuna coppia (I, p) € @ con (B, @) > (Hy, )
tale che BN (/1(F0)\Eq>o> # 0 percid se (B%, ¢*) e @ & massimale e (B*, p*)
> Iy, @), deve necessariamente essere I* N (/I(FO)\EWO) = {.

Per quanto rignarda le estensioni di secondo tipo di (Z,, ¢,), & naturale
cercare di costruire, se possibile, una estensione (I, @) in cui B, = F,

U (U di(F)) e @, sia definita sull’insieme F; dato da Iy = Fou (U f(A(F)))-
i=1 =1
In tal caso infatti ampliamento di B, & costituito solo dai punti e | 4.(F)
i=1
(per i quali tutti i valori f,(z) salvo uno appartengono a F,) ed & quindi pos-

n

sibile cercare di definire la funzione ¢, nell'insieme Jf,(A.(F,)) servendosi
dellequazione funzionale (1). el

Perché questo sia possibile debbono tuttavia essere soddisfatte alcune con-
dizioni dovute ai seguenti fatti: non & detto che f; sia iniettiva su A,(F,), neé
che f,(A:(F)) N f,(A,(F,)) = 0 se i~ §, né infine che I'equazione (1) consenta

di determinare i nuovi valori di ¢,. Precisamente, per ogni y & U fi(A.(Fy))
si ponga =1

MNY) = {(i, ®): v € Ay(Fy) ¢ fo(@) =y},
N g, (i, 2) = {zEZ: G(x, @ (F1(®)); «vy Po(fi=s (), 2y Po(fita()), ..., ‘Po(fn(a}))) = c},

Tnw)= N N, G0
(2 @) (v)

Allora condizione necessaria c¢ sufficiente affinché esista una funzione

@12 Py — Z con (B, pu) € D e (By, y) > (By, @) & che, per ogni y e U fi(Ai(Fo))a
sia ie=1

(4) Iy, ()= 0.
In tal caso si puo definire ¢, nel modo seguente

Po(Yy) se y et
5) ) =<
y)elo (y) se ye\F,.

Si noti che tale estensione & unica se e solo se, per ogni y e Fy\Ty, Iy (y)
contiene un solo elemento.

Naturalmente (I, ¢;) costituisce Pampliamento massimo ottenibile proce-
dendo nel modo descritto a partire da (I, ¢,); talvolta, come si vedrd ad
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esempio in 3, per ragioni di semplicita ci si pud limitare ad estensioni (¥, p),
sempre del secondo tipo, intermedie, cioé con (#,, @) < (B, p) < (Hy, ¢1).

Si osservi che se la (4) & soddisfatta solo per y € I\ F, con F,c I, i
allora una estensione di (B, g,) & costituita dalla coppia (%), ¢,), dove B, = B,
N AF,) e @ F, —Z & definita come in (5). Ovviamente non pud esistere
nessuna coppia (B, p)e @ con (B, @) > (B,, ¢,) e EnN (BN\E,) # 0.

In conclusione, operando alternativamente estensioni di primo e di secondo
tipo nel modo sopra descritto si pud cercare di costruire tutte le estensioni
massimali di una preassegnata coppia (Hy, @o).

I seguenti esempi servono come illustrazione di quanto sopra esposto.

Esempio 2. Si consideri I’equazione funzionale nelle variabili real

pz+1) = @) +er—1)  (qui filw) =2 —1, file) =, flz) =24 1).

0 se xe[—1,1)
Sia Fy=[—1,1)uU [2, 4) e ¢,: Fy—R data da ¢ (z)= N
1sexel2,4).

La coppia (0, ) € @ ed essendo A(Fy) = @ essa & X-saturata.

Con le notazioni precedentemente introdotte si ha B, = [— 1, 4) (infatti
A(F) =[—1, 00U [2,3); Au(Iy) = [1, 2); Ao(F) = [0, 1)U [3, 4)), I, = [— 2, 5),
le f; sono iniettive su A,(F,), ma f,(A,(F)) N 1i(A;(Fy)) = [1, 2) se i j. Ora
FNFo=[—2,—1)U[1,2)uU [4,5) ed & facile verificare che, mentre per ogni
ye[—2,—1)U [4,5), [y (y)# 0 (anzi si riduce ad un sol punto), se y €[1, 2)
si ha Iy (y) = 0. Percid non esiste (&, ¢1) € @ con (Hy, ¢1) > (Lo, o). Liesten-
sione & invece possibile alla coppia (I, @,) con ¢, definita sull’insieme
F,=[—2,1)U[2,5) ed B, =B, N AT,) = [—1,0)U [3, 4). '

Esempio 3. Si consideri la stessa equazione dell’Esempio 2, e sia

0 se xe[—1,1)
Fo=[—1,1)U [3,5) e @: Fy— R data da ¢,z) =
1se ze[3,5).

Anche in questo caso (0, ¢,) € @ ed & X-saturata. Qui B, =[—1,1)uU [3, B)
(infa,tti A(IF) =[— 1,000 [3,4); A[Fo) =0 e Ay(F,)=1[0,1)U [4, 5))7
P, =[— 2, 6) e f,(A,(F)) N f,(A;(Fy)) = § se i j. Inoltre per ogni y € FN\F,
risulta Iy (y) = {0} se ye[1,3)U[—2,—1) e Iy (y) = {2} se y €[5, 6); per-
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tanto ¢, pud essere univocatamente estesa alla funzione ¢, data da

/0 se ze€[—2,3)
piw) = 1 se we[3,5) in modo che (H,,@.)e @ e (Hy, ¢1) > (Hy, @) -
N2 se we[B, 6)

Si noti che (E;, ¢;) non & e non pud essere X-saturata; infatti A(F,) = [—1, 5),
ma mentre 'equazione funzionale ¢ soddisfatta per ogni xe[— 1, 2)u [3, 5),
essa non lo e se z€[2, 3).

3 — In questo paragrafo si applica quanto precedentemente esposto nel
caso di una sottoclasse particolare di equazioni del tipo (1) e si mostra come
ottenere tutte le funzioni ¢ soluzioni di (1) su X, ossia le coppie (X, ¢) € .

Occorre premettere alcune definizioni e notazioni.

Def. 4. 8i dice che l'equazione G{w, 2, ...,2,) = ¢ & risolubile rispetto
& 2, in BExZ* BEcX se, posto

H By B1y oevy Zroy Brbry ooy Zn) 1={8 € Z: Q(By 2y, wory Booyy by Brgy oovy Za) =0}, si ha

(6) H (%, 8y 00y Zrmgy Zptyy ooy 2a) £ 0 YoeB e VYz2,€Z, 147,

Di pill, se gli insiemi in (6) contengono un solo elemento, I’equazione si dice
univocamente risolubile.

Def. 5. Sia G(=, 2y, ..., 2,) = ¢ risolubile rispetto a #z, in Ex Z», Si dice

che una funzione h,: B XZ" 1 — Z & soluzione dell’equazione G(, 2y, ..., 2,) = ¢
rispetto a z, se essa appartiene alla seguente classe

H(BXZY)y = {h: BEXZ"—~Z: Nvel e V2,€Z, i+,

By 21y oo Bra1y Zrtry oo @n) € H (B Ryy oo Brmgy Bty ver Zn)} «

La eclasse 57,(F xZ"1) contiene una sola funzione se e solo se Pequazione
G(2, #1y +vey 2n) = ¢ & univocamente risolubile rispetto a 2, in FXxZ»,

Notazioni. Se Ac R, il simbolo A+ [A-] denota I'insieme costituito dai
punti appartenenti ad 4 e dai punti di accumulazione dalla destra [sinistra]
per 4. Se x e R, Ut(x)[U~(x)] denota un intorno destro [sinistro] di =.
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Sia f: 4 - R con AcR; se xeA+ [A-] si pone

f(@r) = lim f(2) [f(z~) = lim f(#)] se « & di accumulazione dalla destra [sinistra] ,

t—>x g

flet) = f(&) [f(@") = f(x)] se «x & isolato dalla destra [sinistra].

Si pud ora enunciare il seguente

Teorema 2. 8i consideri un’equazione funzionale del tipo (1) con X c R
e YcR. Si supponga che esistano un punio x,€ X e due indici 5,4, 1<i, § <,
tali che:
(i) Vequazione G(m, 2, ..., 2,) = ¢ ¢ risolubile rispetto a #; i ((— oo, @]
N X)X Zn ¢ rispetto a #; in ([%y, + o0) N X) X Zn; .
(ii) f; e f; sono strettamente crescenti rispettivamente in (— oo, 2] N X e
[0y + o0) N X
(iii) per ogni we (— oo, )] N X~ esiste U(w) tale che, per ogni te€ U_(zx)
N X, f@m)<int f.(t); inoltre, se we X, fi(x)~ f-(@) per ogni is=1;
(iv) perz Tozgm' @ € [y, + oo) N X+ esiste Uw(w) tale che, per ogni t € Uy(z)
N X, f;(m+)>su_p ft); inolire, se x e X, fi(z)# f5(®) per ogni i = i
(v) sup fia)<fy(al), por ogni we(— ooyt] M X ¢ int fi(s)>frlaT), per
ognt & € [®y, -+ ooy N X,
Allora, posto By = (Y\(f;{(— o0, @] 0 X) U f5([20,+ o0) N X))) U {y}, dove
Y = (@) 0 y = (%), e scelta ad arbitrio una funzione ¢,: Fy, — Z, esiste almeno
una funzione @: ¥ — 7 estensione di @, e soluzione di (1) in X. Le funzioni
ottenute come estensione di tuite le possibili ¢, costituiscono tutie le soluzioni

a (1) in X.

Dim. Posto E, = 0, si osserva anzitutto che (%, ¢,) € ® ed & X-saturata.
Si vuole ora costruire una sequenza di coppie (Bry pn) € D, X-saturate, tali
che, per ogni n>1, sia abbia (E,, ¢,) > (Bp-1, @u-1) ©

(7) (En\En“l) A ('_ 0, wo] '7‘6 ﬂ 56 (-X\En—l) N (_~ 0, wo] #: 0 y
(8) (E\Ba1) N [0, + 00) %= 0 s (XN Fpy) N [, + 00) 5= 0
(la sequenza & costitnita, da un numero finito di coppie se esiste # tale che
E. = X). La costruzione procede iterativamente a partire da (%, @). Supposto

di aver gia definito (E,—,@.~) ¢ di aver indicato con F,-, Dinsieme di
definizione di ¢,;, si procede alla costruzione di (#,, @s) nel modo seguente.

19
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Si ponga Ay = uo = %, €, per ogni n>1,
Jn=Tnt {me(— co,m] N X: Vic[w, @] NX e Yist1, fi(t) € Fo},
fh = SUD {& € [By, + o) N X: Vi€ [my, 8] N X e Vist g, fult) € Fomy} .
Inoltre, per l'ipotesi (i), si scelga

hee H(((— oo, @] N X)X 2Zm1) & hye5(([w, + o0) N X) X Zn=3) .

Sia B, = {An, pap N X, (dove ¢ [>] rappresenta una parentesi quadra o
tonda a seconda che 2, [u,] appartenga o meno all’insieme che lo ha definito)
e sia di conseguenza, F, = F,U (<(4), f5(u;)> N ¥). Si definisea infine
@n: P, — Z ponendo

Paly) = L 17@), @uea ({2 @)))5 ooy Puma(Fey (152 0)))s @oa (i (72D oo
<Pn—1(fn(f;_1(il/)))] s y e FN\Fpy, jlj<f;($0) 3
<Pn(?/) - (Pn—1(?/) se ¥y EFn—l 5
Pay) = h}[f?(y)y (Pn—l(fl(f;ﬂ(?/)))a ey ‘Pn—l(f;_l(ffl(y)))a ¢n—1(f;+1(f:;_1(?/))), ey
P (5T 80 Y € P NFnms, y>F(0) -

B immediato verificare che, per ogni n>1, valgono le seguenti proprietd:

9) I P R Y
(10) Boc U AdFam) = 4{Fa) U A5(F o) 3
=1
se A(F,)s= 0, allora (— oo, 2] D AA(F )N E,5 0,
- se Az (F,-) 7 0, allora [z, + oo) DAF ) N By 05
(12) A Fomy) O B,) O 5 A5(Faeg) N B,) = 65
(13) A@,) = B, .

Pertanto, per la (12) e liniettivith di f; e f;, per ogni y € F,N\Fu, H(y) ¢
costituito o dalla coppia (7,77%(y)) o dalla coppia (4, f5%(¥)); di conseguenza,
per la (i), I'y,_,(¥)# 9 e la definizione di ¢, & tale che (H., p,)€ P. Inoltre
(Brny @n) > (Bpe1, 1) ©, per la (13), (E,, @,) ¢ X-saturata. La (7) e la (8)
sono infine conseguenza delle (10) e (11).
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Se il procedimento si arresta dopo un numero finito di passi, vuol dire che
si ¢ ottenuto P'estensione cercata. In caso contrario, si ponga

¥ =1lim 4,, wp*=lmuy,,

B = U (Chy > O X) = %, >0 X, FE=UT,,

n

e si definisca ¢*: F'* — Z ponendo ¢*(y) = @,(y) per ogni y € I',,. B immediato
constatare che ¢* & ben definita, che (F*, ¢*)e @ ed & X-saturata, ed infine
che (B*, ¢*) > (&, .), per ogni n>0. Se F*= X si ¢ ottenuto anche in questo
caso l'estensione cercata. Se invece B* S X, (B* ¢*) non & massimale; infatti,
considerando (E*, p*) come coppia iniziale e procedendo nel modo appena de-
scritto, si pud costruire una sequenza (E: s 99:) ¢ giungere cosi ad una nuova
coppia X-saturata (B**, p**)e @ con E** 2 E*. Poiché questo procedimento
di estensione pud essere ripetuto ogni volta che la coppia (B, ¢) cosi ottenuta
& tale che 7 X, in base all’assioma della scelta si pud concludere che esiste
sempre almeno una coppia (X, @) € @, estensione di (H,, ¢,). Poiché le fun-
zioni h; e h; sono scelte in modo del tutto arbitrario nelle rispettive classi,
tutte le soluzioni di (1) in X possono essere ottenute attraverso una estensione
del tipo descritto.

Osservazioni. (I) La natura degli insiemi F, che compaiono nella
dimostrazione rende semplice 1'intuizione delle successive estensioni di @o; 1l
scelta di tali insiemi non garantisce perd che la coppia (E*, ¢*) sia quella mas-
simale cercata. Se si procede invece scegliendo X, = AP )L A B pmy), sl
puod garantire che la coppia (E*, ¢*) & massimale, ciod che ¢*: Y— Z e B* = X.

Si supponga infatti per assurdo che F* S Y e che S = (Y \F*)N f;([m(,,
+ o) N X) 7 § (analogamente si ragiona se (Y\J*) N f5((— oo, @] N X) 5= 0).

Sia y =inf8 e x>, tale che y = f;(z)); allora, per ogni i+ 4, si ha
filw) < f5(x) = y e, per la definizione stes_sa di ¥, fi(z)e I*. EBsiste percid un
intero 7 tale che f,(z) € F- per ogni ¢4 4. Dalla costruzione segue allora che
zel- ¢ qundi y= f;(®) € F-, c I'*, contro lipotesi.

(II) Se in (i) si sostituisce « risolubile » con « univocamente risolubile »,
allora Pestensione ¢ di ¢, & unica.

(III) E ovvio che vale un teorema analogo nel caso in cui f; e f; siano
strettamente decrescenti, pur di modificare opportunamente le altre ipotesi.

(IV) Nelle ipotesi (iii) e (iv) figurano le seguenti richieste

se e, f(z)+# f(x) per ogni i+£17; se veX, f,(z)# f;(@) per ogni i 4.
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La necessitd, di queste ulteriori richieste & illustrata dal seguente semplice.

Esempio 4. Si consideri equazione funzionale

P(21) = p(@) + @@ + )

gid studiata in {6], limitatamente all’insieme X = [0, 4]. Qui, posto fi(x) = «,
fa@) = 22, f(x) = & + § e scelto @, = £, tutte le ipotesi del Teorema 2 sono
soddisfatte, con 7 =1 e § = 3, nell’intervallo (0, %), ma non in [0, 1]; infatti
1:0) = 12(0) e £3) = fa(}).

11 procedimento costruttivo descritto permette allora di estendere qualunque
funzione ¢y: [}, 2) — R ad una funzione ¢*: (0, 1) — R soluzione dell’equazione
data in (0,%). Tale funzione non & perd prolungabile ad una funzione
@:[0,1] - R soluzione in [0, 3] se ¢,(}) = 0.

(V) Il Teorema 2 & stato dimostrato nel caso di un numero finito di
funzioni f;, ma esso vale ancora nel caso di una famiglia di funzioni f., ossia
per la classe di equazioni funzionali del tipo G(z,{p(fa(®))}.cq) = ©.

Nel caso in cui X & un intervallo e le funzioni f; sono funzioni reali con-
tinue, dal Teorema 2 segue immediatamente il seguente

Corollario 1. Si consideri un’equazione funzionale del tipo (1), dove
X =1cR, I intervallo, e le funzioni f; sono funzioni reali, continue su I. St
supponga che esistano un punto my€ I ¢ due indici 1, € {1, ..., n} tali che:

\

(i) Pequazione Gz, 2y, ...,2,) = c¢ & risolubile [univocamenie risolubile]
rispetto @ z; in ((— oo, %] NV I) X 2" ¢ rispetto a 25 in ([m, + oo) N I)X 2"

(i) f; e f; sono strettamente crescenti rispettivamente in (— oo, m] NI e
[@o, -+ o0) N I;

(iif) f(@) <fudw) < f5(@) per ogni i5£1 ¢ per ogni we(— o0, Bl N I

(iv) f;(@o) < fulz) < f(z) per ogni is£] ¢ per ogni @€ [®, + oo)N I.

Allora, posto Ty = [f7(%), f;(mo))mY o Fy= (f;(wo), F@)INY, per ogni
funzione arbitraria @.: Fo — Z, esiste una [una ed wuna sola] funzione
p: Y - Z soluzione di (1) in I ed estensione di g,.

Osservazioni. (I) In questo caso particolare, usando le notazioni della
dimostrazione del Teorema 2, si ha B* = I. Si consideri infatti il comporta-
mento della sequenza {u,} (quello di {A,; & analogo). Poiché le funzioni f,
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sono continue, considerato un qualunque intervallo compatto J ¢ I della forma
J == [@y, 0], gli insiemi 4, = {(m, fd®)), weJ} sono compatti in R? e, poicheé
per Vipotesi (iv) 4;N (U 4:) = 0, ne segue

¥

inf{o—w|,ved; ¢ welUd}=06>0.
i55]

Quindi, per ogni n>1, p, — H.>0. Esiste percid un indice » tale che
JC [@, p,». Poiché ogni intervallo ¢ rappresentabile come unione numerabile
crescente di intervalli compatti, ne segue 1’asserto.

(II) Siano Z e W spazi topologici e si supponga che le funzioni % o I;
di cui ci si serve per effettuare Pestensione siano continue nei loro rispettivi
insiemi di definizione. Si supponga che Fy = [f;(2), f;(mo)) ; allora ¢ & continua
se e solo se

(14) fh(ml) Po(t) = h}(moy (Po(fl(mo))y ‘Po(fn(wo))) y
>, 7o -
(15) ‘Po(f;(wo) == hm_ h;(w, (Po(fl(w))y ceny (Po(fn(m))) .

Condizioni analoghe valgono se Fy = (f:(2,), f-(%0)]-

i i
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Summary

In this paper we describe a method to construct the soluiions of some functional equa-
tions of the form G(w, P(f1(®)), ... p(f.(2))) = ¢ in the unknown function .

We apply this method when f;, 1 <i< n, are real functions fo solve these equations under
suitable general hypotheses.



