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DoOMENICO FRENI ()

Sur les hypergroupes de type U
et sous-hypergroupes engendrés par un sous-ensemble (**)

Introduction

Ce travail est constitué essentiellement de deux sujets. Dans le premier
paragraphe on continue I'étude des hypergroupes de type U, déja introduits dans
[5];, en determinant aussi des relations existantes avec la classe des hypergrou-
pes quotients (voir Théoréme 1.1).

En autre on trouve une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
hypergroup‘e quotient H/h soit commutatif (k étant un sous-hypergroupe
inversible & droite dans H), en améliorant ainsi quelques résultats déja
démontrés dans [5];.

Dans le deuxieme paragraphe il est traité le probléme des sous-hypergroupes
engendrés par les parties non vides d’un hypergroupe donné, et on trouve des
hypergroupes pour lesquels 'ensemble des parties stables non vides coincides
avec I'ensemble des sous-hypergroupes, en donnant aussi des exemples (hyper-
groupe de type U finis et join space associés a une géometrie projective (S, T)).

Notations et rappels

Dans tout ce travail H designe un hypergroupe et % un sous-hypergroupe
de H.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Informatica e Sistematica, Universita, Via
Zanon 6, 1-33100 Udine.

(**) Lavoro eseguito nel periodo di godimento di una borsa di studio per I'estero del
C.N.R. ~ Ricevuto: 8-1V-1986.
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Un sous-hypergroupe & de H est dit clos @ droit (resp. gauche) dans H sl
verifie Tégalité (H—h)h=(H—h) (resp. W(H—h)=H—h)) et il est dit
inversible & droite (resp. gauche) dans H, si, pour tout couple (x, y) € H?, xeyh
implique y € xh (resp. = € hy implique y € hx) et que & est centralement inversible
si x € hyh implique ¥ € hxh. Un sous-hypergroupe inversible a droite et & gauche
est dit inwversible.

Il est clair que si & est inversible & droite (resp. gauche) la famille des classes
3 droite xh (resp. gauche hx) de H modulo & forme une partition de H et aussi la
famille des doubles classes hah si k est centralement inversible dans #H. Ces deux
familles seront notées H , (resp. wH) et ,~H - respectivement et on définit
naturellement deux structures d’hypergroupes en posant

(xh) (yh) = {zh|zexhyy (hah)(hyh)= {heh|z € xhy} .

De plus h est ultra-clos a droite (resp. gauche) dans H si et seulement si, pour
tout x de H, il vérifie xhna(H —h)=0 (vesp. hxn(H —h)x =0). Un sous-
hypergroupe ultra-clos & droite et & gauche est dit ulira-clos.

En outre, & est conjugable dans H il est clos et si, pour tout « de H, il existe
x' de H (resp. " de H) tel que za’ c h (resp. "% c k) et on dit que & est semui-
invariant 2 droite dans H (resp. & gauche) si, pour tout x de H, on a xh C hx
(resp. hx cxh) et invariant si hx = xh.

On a les propriétés suivantes.

(1) Tous les sous-hypergroupes conjugables sont ultra-clos.

(2) Les sous-hypergroupes ultra-clos & droite (resp. gauche) sont inversibles
a droite (resp. gauche) et clos dans H.

(8) Les sous-hypergroupes inversibles & droite (resp. gauche) dans H sont
clos a droite (resp. gauche) dans H.

On appelle coeur de H (1) et 'on note wy le plus petit sous-hypergroupe & de H
tel que H ., soit un groupe.

(Y) La notion de coeur d’'un hypergroupe a été introduite par M. Dresher et O. Ore
dans [4].

Dans les années suivantes plusieurs mathématiciens ont étudié sa structure; la
caractérisation donnée par P. Corsini dans [2];, selon laquelle le coeur est Pintersection de
tous les sous-hypergroupes conjugables, est particuliérement intéressante.
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Un élément ¢ d’un hypergroupe H est dit identité partielle a droite (resp.
gauche) §'il existe un élément x de H tel que x € e (resp. « € ex). On dit que < est
identité & droite (resp. gauche) si, pour tout « de H, on a x € xe (resp. « € ex) et si
'on a toujours I'égalité x = we (resp. = = ex) on dira que ¢ est identité scalaire o
droite (resp. gauche).

1 - Sur les hypergroupes de type U

Une classe d’hypergroupes particuliérement intéressante est celle des
hypergroupes de type U & droite déja introduits dans [5]; et appliqués en
homologie non abélienne (voir [51,).

On dit que H est un hypergroupe de type U a droite si les conditions suivantes
sont satisfaites:

(U); Il existe e e H tel que pour tout x e H on ait xe=1z.

(U)e Pour tout (x, y)e H?, e xy implique y =-«.

On dit que H est de type U sl est de type U & droite et & gauche.

Une telle classe contient celle des hypergroupes de type C & droite (un
hypergroupe H est dit de type C a droite §'il a une identité scalaire 3 droite ¢ et si,
pour tout triplet (x, y, 2) d’éléments de H, xzynwxz+#@ implique ey = ez),
introduite par Y. Sureau dans un Congres sur les hypergroupes fait 4 Taormine
en octobre 1983, et par conséquent, contient aussi celle des hypergroupes
obtenus comme quotients G, d'un groupe G par un sous-groupe g de G (non
necessairement invariant).

On rappelle la proprieté suivante.

(P) Si b est un sous-hypergroupe inversible ¢ droite de H, alors H ,; est un
hypergroupe de type U a droite si et seulement si h est ultra-clos & droite dans H.

On démontre, maintenant, un résultat sur 'hypergroupe de double classe.

Théoréeme 1.1. Soit h inversible & droit (resp. & gauche) dans H, les trois
propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) R est centralement inversible et H ,, est un hypergroupe de type U.

(2) h est ultra-clos et invariant.

() Hy, (resp. nH) est un hypergroupe de type U.
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(1) = (2). Soit x un élément de H et y € xh. Par reproductibilité, il existe ze H
tel que yezxczhe (zezh car h est inversible & droite). Ainsi hah = hyh
€ (hzh) (hach) et puisque H 1 est de type u (& gauche) on déduit hzh=1h et
puisque & est centralement inversible, z € h, c’est-a-dire y € hx, donc xh c ha.

De facon analoque, on démontre linclusion hx c xh.

Done % est invariant dans H et aussi inversible 4 gauche. Mais alors, il est
clair que Yon a \ H = nH =H ,; et, en particulier, ,» H est de type U & gauche
et H,, de type U & droite, ainsi, & est ultra-clos dans H (voir proprieté (P)).

(2) = (8) Puisque & est ultra-clos et invariant, H ,, est de type U & droite et &
est identité scalaire 4 droite et & gauche.

Démontrons, maintenant que H ., est de type U a gauche. Soit xk € (yh) (xh),
on a xh c yhxh et supposons y € (H — h), alors yhah c (H — h) hah =(H — h)xh
=H—-hx)h=H—xchyh=0H - h)h=x(H—-h)=EH —xh), dou il sensuit
xh ¢ yhah, ce qui est absurde, donc y € h, c’est-a-dire yh = h.

(8) =(1) Puisque H ), est de type U, on a k ultra-clos & droite et 4 est identité
scalaire bilatére de H ,, done, pour tout xh de H , (k) (xh)=xh. Ainsi, pour
tout @ € H, on a he ¢ hah ¢ xh. D’autre part, soit y € xh. Puisque & est inversible &
droite, on a yh = xh et comme H est réproductible, il existe z € H tel que y € 2w,
donc xh = yh c zah c zhach. Ainsi xh e (zh) (wh) et puisque H , est de type U (&
gauche) on a zh = h, cest-a-dire z € k et donc y € hx. Ainsi & est invariant dans H.

Enfin % est inversible & gauche, done centralement inversible et )" = H 5,
cest-a-dire ,H , est aussi de type U.

Dans le théoréme suivant, on démontre un résultat qui généralise le
Théoréme 5.2 du travail [5];. On établit tout d’abord le suivant

Lemme 1.1. (1) Soit {h;}ies une famille de sous-hypergroupes ultra-clos et
invariants d'un hypergroupe H, alors K = (") h; est non vide et il est un sous-
hypergroupe ultra-clos et invariant de H. “

2) St f: H— H’ est un morphisme d’hypergroupes et h' un sous-hypergroupe

ultra-clos de H', alors si h' est invariant dans H', f\(h') Uest aussi dans H (%).
(1) Par la Proposition 1.4 de [8];, K est non vide et il est un sous-hypergroupe

() Un morphisme d’un hypergroupe H dans un hypergroupe H’, est une application f
de H dans H' tel que flzy) c f(x)f{y) pour tout couple (x, y) d’éléments de H. Et siona
Pégalité flxy) = fla) fly), on dit que f est bon.



[5] SUR LES HYPERGROUPES DE TYPE U... 33
ultra-clos de H. De plus, on a

:v(H—K)=_LI)w(H—hi)=_kI)(H——mhi)=LIJ(H—hioc)

=UH-We=H-K=.
iel
Ainsi K = Kz.
(2) Pour tout couple (x, y) d’éléments de H tel que xeyf '(h), on a
flx) e fy) b’ = h' fy) et, par la Proposition 2.2 de [5];, «ef'(h')y, done yf'(h")
cf(h')y. De facon analogue, on démontre linclusion f~'(h)ycy f'(h').

Maintenant, pour tout sous-ensemble A de H, on désigne par A Vintersection
de tous les sous-hypergroupes ultra-clos et invariants qui contiennent A. Par le
Lemme 1.1, A est ultra-clos et invariant.

En particulier, soit Ny = { Pintersection de tous les sous-hypergroupes ultra-
clos et invariants de H.

On remarque que si wyc A, alors A est aussi conjugable et il coincide avec
Pintersection de tous les sous-hypergroupes invariants qui contiennent A (en
effet, les sous-hypergroupes qui contiennet A, et donc wy, par la Proposition 2.6
de [8];, sont conjugables et, puisque ils sont invariants, leur intersection est un
sous-hypergroupe conjugable et invariant (cf. Proposition 2.5 de [8]; et Lemme
1.1), cest-a-dire quelle contient A. La réciproque est vraie aussi).

On peut alors démontrer le

Théoréme 1.2. Soit h un sous-hypergroupe inversible & droite de H,
alors: (1) Nz p="hn (2) Si h est conjugable, N = o=

(1) Notons p: H—> H ,; 1a surjection canonique. Puisque N ) est ultra clos et
invariante dans H,;, il en est de méme de p~'(Ny,,) dans H dapres la
Proposition 2.1 de [5]; et le Lemme 1.1, et comme % est contenu dans p~'(N )
ona h cp*l(N(H/hi), dott h=pth) c Ng -

Inversement, A étant ultra-clos et invariant, on sait que H , est de type U
(cf. Théoréme 1.1) et, puisque H /h/ﬁ 1, est isomorphe 4 H ,, (®), il s’ensuit (par le
méme théoréme cité ci-dessus) que %, est un sous-hypergroupe ultra-clos et
invariant de H . On a donc Ny, C R 1 et, en définitive, Ny = ) e

(®) On utilise le résultat suivant démontré dans [4): «Si k et k sont deux sous-
hypergroupes inversibles de H, tels que k ¢ h, alors H .,/ h -, est isomorphe & H ».
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(2) Si h est conjugable, alors ona wy ¢ h et /1 est conjugable et invariant. Donc
H,, est un groupe isomorphe & H ,/h,,, ce qui implique o ) Ch
= N(H/;,) C WH ) d’olt l’égalité N(H/h) Fog,y = h/h.

Remarque. Sous les hypothéses du Théoréme 1.2 il est possible que l'on
ait Ny ) = o 9 = k., sans que h soit conjugable. En effet, 'égalité ci-dessus est
toujours vraie pour les hypergroupes H tels que les sous-hypergroupes ultra-clos
soient conjugables (par exemples les hypergroupes de type C & droite (cf.
Proposition 1.2. de [5]y)) et ot % est un sous-hypergroupe inversible & droite de H
qui n’est pas ultra-clos.

Maintenant on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que
Phypergroupe quotient H ,, (resp. ,H) soit commutatif et on démontre des
propositions qui améliorent des résultats établis dans [5];. Pour cela, on pose,
pour tout couple (a, b)e H?, a/b={xeH;aecxb}, b\a={xecH;ae bx} et Pon
étend cette définition 4 Vensemble des parties non vides P*(H) de H , en
posant, pour tout couple (4, B) d’éléments de P*(H), A/B= aLE{ a/b et

beB

AN\B= k{ a\b. Enfin, on note D, = U &y, yx, D,= Uﬂzxy\yx, D=D;uD,.
ae. @, y)eH’ @, ye
beB

Lemme 1.2. Soit h un sous-hypergroupe inversible o droite de H ( resp.
gauche); les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(@) L’hypergroupe quotient H -, (resp. yH) est commutatif.
(i) Pour tout couple (x, y) € H* et quel que soit a de yx on a xy\anh+0
(resp. a2y N h+0).
(iii) Pour tout couple (x, y) e H? on a xy c yxh et h est semi-invariante d
gauche (resp. xy c hyx et h est semi-invariant & droite).

(1) => (il). Puisque H ,, est commutatif, &, =/ est identité scalaire, done,
pour tout weH, on a hxh=xh. Ainsi, pour tout couple (x, y)eH? on a
yxh = yhwh = xhyh = xyh et puisque & est inversible & droite, pour tout a de yz,
il Sensuit a € yx cwyh, dou xy\anh#0.

(i) = (iii). Soit (x, y) un couple quelconque d’éléments de H. Par hypotheése,
quel que soit a de xy, il existe b € yx tel que b\an k0. Ainsi, a € bhc yxh et
par conséquent, xy c yxh.

De plus, pour tout ze hy, il existe weh tel que 2 € wy c ywh = yh, donc
hy c yh pour tout ye H.
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(iii) = (i). On a whyh c xyhh = xyh c yxhh = yxh c yhah. Ainsi xhyh c yheh et
symétriquement yhah c xhyh, done xhyh = yhah pour tout couple (z, y) de H et
H ,; est commutatif.

Remarque. Par le Lemme 1.2 si & est un sous-hypergroupe inversible &
droite dans H et H ,, est commutatif, alors & est semi-invariant & gauche.

Proposition 1.1. Si k est un sous-hypergroup ultra-clos & droite (resp.
gauche) de H, alors les propriétés swivantes sont équivalentes.
(1) L’hypergroupe quotient H ,, (resp. nH) est commutatif.

(@) h est invariant dans H et pour tout couple (x, y) € H?, quel que soit a de
yx, on a xyN\enh#0 et a/xy O h*0.

(1) = (2). Etant donné que h est ultra-clos a droite, 'hypergroupe H ,; est de
type U & droite, de plus, puisqu’il est commutatif, il est de type U a gauche
également. Ainsi, par le Théoréme 1.1, h est invariant et par conséquent h est
inversible & gauche et ,H est commutatif, car il est isomorphe & H ;.

Enfin, par le Lemme 1.2, pour tout couple (x, ¥) € H et quel que soit a € yx,
on axyN\anh#0@ et a/xynh+0.

(2)=(1). Découle du Lemme 1.2.

Lemme 1.8. Sik estun sous-hypergroupe inversible de H, alors Dy c h st
et seulement si Dych.

Soit D, ¢ b et » un élément quelconque de D,. Il existe un couple (%, y) € H?
tel que u € xy,/yx, done xy Nuyx #@. Pour tout élément v de uyw, il existe
weyx tel que vewuw. Puisque Dych, par le Lemme 1.2, on a v € uw C Wwuh
cyxuh, done wuywxcywuh, et, par conséquent, on a xyNyruhF g, dol
0 # (yax\xy nuh) c Dynuh c hnuh, et puisque h est clos dans H, on a u e h,
ainsi D, c k.

De facon analogue, on prouve que si D;ch, alors Dy ch.

Théoréeme 1.2. Si k est inversible dans H, il y a égquivalence de:

@) H ,;, est un groupe commutatif. (i) h est conj@ogable et Dych, (iil) & est
conjugable et Dyc h. (iv) nH est un groupe commutatif.
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(i) = (ii). Pour la démonstration on renvoie 3 Particle [5];.

(i) =(i). Le Lemme 1.8 établit linclusion DiuDych, le Lemme 1.2 la
commutativité de H ,, et linvariance de & dans H et le Théoréme 3.1 de [8]
permet de conclure que H ,, est un groupe.

(i)« (iii). Par le Lemme 1.3.

L’équivalence entre (iii) et (iv) se démontre de fagon analogue & I’équivalence

(1) < (ii).

2 - Sous-hypergroupe engendré par un sous-ensemble

Dans tout ce paragraphe, pour tous les sous-ensembles non vides 4 d’un
hypergroupe H, A désigne intersection de tous les sous-hypergroupes de H
contenant A.

En général A n'est pas un sous-hypergroupe de H; en effet il existe des
hypergroupes possédant une famille de sous-hypergroupes telle que leur
intersection soit non vide et ne soit pas un sous-hypergroupe, comme le montre
Pexemple suivant.

Exemple 2.1. Soit H Ihypergroupe défini par Iensemble {a, b, ¢, d}
muni de 'hyperproduit donné par la table suivante

a b c d
a a a a, b, ¢ a, b, d
b a ) a a, b c a, b, d
¢ a, b, ¢ a, b, c a, b ¢ c, d
d a, b, d a, b, d ¢, d a, b, d

Les ensembles = {a, b, ¢} et hy={a, b, d} sont des sous-hypergroupes
de H, mais leur intersection {a, b} =h, Nk, ne lest pas. Ce probléme ne se
présente pas si les sous-hypergroupes sont clos. En effet, lintersection d’une
famille de sous-hypergroupes clos de H, si elle n’est pas vide, est encore un sous-
hypergroupe clos.
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On va déterminer dans la suite des conditions sur H, afin que A soit un sous-
hypergroupe de H.

Pour tout z de H et pour tous les sous-ensembles non vides A de H, on note
g=Uz" et A=U a105... 0,

nz=1 acAd

nzl

On prouve trivialement les propriétés suivantes énoncées pour tout couple
(x, y) d’éléments de H.

(@) xi = . (II) & = {w} U xg. (III) x € § si et seulement si & c ; donc on peut
définir une relation de préordre dans H, en posant « o< y si et seulement si x € 3.
(V) x ex® si et seulement si & =xd (si et seulement si & = £x).

On remarque que dans (IV) 'égalité & = x& n’assure pas que & soit un sous-
hypergroupe de H. En effet, si on considére I'hypergroupe H = {a, b, ¢} muni
de I'hyperproduit donné par la table suivante

a b c
a a, b b H
b b b H
¢ H H H

acad=d={a, b}, mais & n'est pas un sous-hypergroupe de H.
On donne la définition suivante.

Def. 2.1. On dira que H est digne lorsque, pour tous les couples (z, y) de
H, on ayey#n&y. On dira que H est respectable si, pour tout couple (z, y) de
H, on a yexP n Pz ot P={x, y).

11 est clair que tous les hypergroupes dignes sont respectables. En effet
on a yéudycP et si H est digne on a s=xié=da dou yeydudy
= yix N vy ¢ Px zP. Mais la réciproque est fausse, en effet, si on considére
Phypergroupe H={a, b, ¢, d} muni de I'hyperproduit donné par la table
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suivante
a b c d
a a c c H
b c H H H
c c H H H
d H H H H

On prouve trivialement que H est respectable, car o = ad =da = ¢ et, pour
tout couple (x, y) de H tel que (x, y)#(a, a), ona P=H ou P = {z, y}. Mais H
n'est pas digne, car b¢ bd N db=banab={c}.

Théoreme 2.1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) H est respectable. (2) Pour tout élément A de P*(H), A est un sous-
hypergroupe de H si et seulement si AA c A.

(1) = (2). 11 suffit de démontrer que AA c A implique A sous-hypergroupe de
H. Puisque H est respectable et AA c A, pour tout couple (z, %) de A, en posant
P={x,y}, on a PcA et yesPnPrcaAnAwx. Ainsi AcexAcAAcA
cAxcAAcA, cest-a-dire A = xA = Az, donc A est un sous-hypergroupe de H.

(2) = (1). Soient (z, y) e H> et P = {x, y}. Alors on a PP c P, donc P est un
sous-hypergroupe de H et, par conséquent, y € P c &P n P, cest-a-dire H est
respectable.

Proposition 2.1. Soit H respectable.

(1) Pour tout élément A de P*(H), A est un sous-hypergroupe de H et de plus
A=A

(@) St K, K, sont des sous-hypergroupes de H tels que Ky K, c K, K,, alors
K K; est un sous-hypergroupe de H.

(3) Pour tout x de H, h = & est un sous-hypergroupe de H. De plus h est clos si
et seulement si (H—h)x=x(H —h)=H — h).

(1) 11 est évident que P'on a Ac A et AAc A, done, par le Théoréme 2.1., A
est un sous-hypergroupe de H qui contient A et par conséquent A c A. En outre,
on a aussi A A cA, qui donne linclusion A c &, et donc A =A.

(2) Par hypothese, on a K, K, K, K, c K1 K, K, K, = K, K; et par le Théoréme
2.1, K K; est un sous-hypergroupe de H.
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(8) Compte tenu de (1), = & est un sous-hypergroupe de H. Si & est clos dans
H, puisque zeh, on a (H-hRe=H-hhe=H-Wh=H-h=nKH—h)
=gh(H — h)=x(h—h).

Inversement, soit (H~h)x=EH —h)=x(H —h). Ona (H—h)a*=H —h)xx
=(H — h)yx = (H — k) et par induction, pour tous ne N*, (H—-h)a"=(H —h). 1l
sensuit (H~mh=H— h):2=(H~—h)(nL>{ x)=\U(H-hz")=H—-h). De

nzl

facon analogue, on démontre A(H — k)= (H — h) et donc % est clos dans H.

Dans le théoréme suivant, on détermine une classe d’hypergroupes dignes.
Mais avant on démontre un lemme facile.

Lemme 2.1. () Si H est un hypergroupe avec identité ¢ tel que, pour tout
xeH, eed& alors H est digne.

(2) Pour tout élément minimal x de H (powr le préordre o< défini dans (111)) x
est un sous-hypergroupe de H.

(1) Pour tout couple (%, y) d’éléments de H, on ay € ye N ey c y& N £y et done
H est digne.

(2) Pour tout = minimal, on a x&=&. En effet, quel que soit ze«? on a
Zcukcd et par minimalité £=xd =& Enfin, pour tout ¥ de # encore par

v

minimalité, ¢ =&, donc & =9 = yij = y& et de facon analogue, ¢y =4.

Remarque. Il existe des hypergroupes dignes sans identité. En effet, soit
H (avec |H|>2) Thypergroupe défini par 'hyperproduit suivant: pour tout
couple (x, y) e H?, xy=yx=H si x#y et xox =H — {x}. H est digne, car £ =H
pour tout x et Ponadoncy e H=yH =y& (y e H=Hy = &y) et, pourtout v e 4, x
n'est pas une identité.

Théoréme 2.2. Si H est un hypergroupe fini de type U a droite d’identité
e, alors H est digne.

Par le Lemme 2.1-(1), il suffit de prouver que, pour tout x de H, e ¥. Et
puisque H est fini, il est suffisant d’aprés (III) de considérer le cas ou ¥ est
minimal. Alors, par le Lemme 2.1.-(2), & est un sous-hypergroupe de H, en
particulier x € %, done il existe ¥ € & tel que x € xy d’oty, puisque H est de type U
4 droite, on déduit y =e.




40 D. FRENI [123

Remarque. Il est aussi possible de déterminer des hypergroupes dignes
de cardinalité infinie comme on le montre dans 'exemple suivant.

Example. Dans [7], W. Prenowitz et J. Jantosciak ont introduit une
nouvelle classe d’hypergroupes, appellés join spaces, commutatifs et tels que,
pour tout quadruplet (x, y, 2, ) eJ*, &y Nz, t+ 0 implique zt N yz # 0. Dans
le méme travail il est prouvé qu’a chaque systéme (S, 7) de géometrie projective
(S est un ensemble dont les éléments sont dits points et 7" est une famille de sous
ensembles de S, appellés lignes, qui satisfent trois axiomes) il est possible
d’associer un join space (S’, o) avec identité scalaire ¢ qui, par le Théoréme 3’ de
[7] appartient & &? pour tout élément x de S’ — {¢}. Donc, par le Lemme 2.1,
(8', o) est digne.
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Summary

In this paper the Author continues the study of the hypergroupes of type U, already
tntroduced in [4], and of quotient-hypergroups. Moreover the problem of subhypergroups
generated by not empty subsets of a given hypergroups is examined.







