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FRANCESCA PAPALINI (%)

La K-midpoint*convessita (concavita)
e la K-semicontinuita inferiore (superiore)

di una multifunzione (**)

1 - Introduzione

K. Nikodem in [4];, indicata con CC(X) la totalita dei sottoinsiemi compatti e
convessi di uno spazio normato X, ha provato che ogni multifunzione additiva
F:]0, +oof— CC(X) & continua se esiste un intervallo aperto ove F' & limita-
ta.

Successivamente, lo stesso Autore in [4]s, detti X e Y due spazi lineari topo-
logici T, D un aperto e convesso di X e indicata con ¢3(Y) la famiglia dei sot-
toinsiemi limitati di Y, ha provato che ogni multifunzione F:D — &8 (Y) mid-
point convessa su D & continua se esiste un aperto A ¢ D ove F' e limitata.

Di problemi di questo tipo si erano occupati molti Autori nel contesto parti-
colare di funzioni monodrome, stabilendo quali condizioni, oltre alladditivitd o
alla midpoint convessita, fossero sufficienti ad assicurare la continuita della fun-
zione. Di questi Autori alcuni (cfr. [5], [6]) avevano rivolto la loro attenzione a
funzioni f: R— R, altri (cfr. [2], [T]) avevano, pil in generale, preso in esame
funzioni f: X — Y, con X, Y spazi lineari topologici.

Vogliamo osservare esplicitamente che il concetto di midpoint convessita
per multifunzioni non rappresenta, come si potrebbe essere indotti a pensare,
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una estensione del concetto di midpoint convessitd per funzioni monodrome,
ma soltanto una estensione del concetto di midpoint additivita.

Se K & un cono di Y, & pero possibile fornire un concetto di «midpoint K-con-
vessita» che rappresenta allora una effettiva estensione del concetto di midpoint
convessitd per funzioni monodrome. Questo concetto viene utilizzato da vari
Autori (cfr. ad esempio [7] e [4]z). K. Nikodem in [4]; ha tra Paltro conseguito la
«K-continuita» (*) di una multifunzione come conseguenza della midpoint K-con-
vessita oltre che della K-limitatezza superiore in un aperto. Questa proposizione
contiene ovviamente Vanaloga proposizione provata dallAutore in [4]; e si
riduce al classico Teorema di Bernstein-Doetsch (cfr. [3], Teorema V1.4.2), as-
sumendo, in particolare, X =Y =R e K =[0, +oo[.

Noi qui, essendo X ¢ Y due spazi lineari topologici Ty e D c X un insieme
aperto e midpoint convesso, dopo aver introdotto per le multifunzioni
F:D— #(Y) i concetti «locali» di «K-midpoint*convessita», di «K-mid-
point*concavita» e di «K-midpoint*additivita» (proprietd queste che, se verifi-
cate in ogni punto di D, rappresentano condizioni pili deboli rispettivamente dei
concetti di midpoint K-convessita (®), di midpoint K-concavita () e di midpoint
K-additivita () su D), abbiamo provato nel teorema 4.1 che:

(G) F K-midpoint*convessa in @,

o .. . . . F  K-semiconti inferior-
Gj)) F K-limitata in un intorno di x, = sermcontintia mietor

mente in x
e nel Teorema 4.2 che:
(¢) F K-midpoint*concava in x,

(aa) F(xy) midpoint K-convesso
(aae) F K-limitata in un intorno di x,

= F K-semicontinua superior-
mente in x,.

() Cfr. qui 2.
) Cfr. Def. (2.4) di 2.
(®) Una multifunzione F:D— Z(Y) si dice midpoint K-concava su D se

x+y

F(2

)c —;—[F(x)+F(y)]+K vz, yeD.

(*) Una multifunzione F': D — £ (Y) si dice midpoint K-additiva su D se & midpoint K-
convessa e midpoint K-coneava su D.
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Da questi teoremi (efr. qui Corollario 4.3) segue che:

() F K-midpoint*additiva in x,

.. . . . F K-conti in .
(BB) F' K-limitata in un intorno di x, = comtnta m o

Questo risultato, oltre a contenere strettamente il Teorema 3 conseguito da
K. Nikodem in [4]; (efr. qui Osservazione I), estende la proposizione ottenuta
dallo stesso Autore in [4], (cfr. qui Osservazione II). Inoltre, per K = {0}, la
nostra proposizione, che si riduce allora al nostro Corollario di [1], estende an-
che il Teorema 1 di K. Nikodem di cui in [4]s.

2 — Siano X, Y due spazi lineari topologici TY.
Un insieme KcY, K+ @, & detto cono convesso se soddisfa le seguenti
condizioni:
@1 K+KcK 2.2) aKcK Vo €[0, +oof.
Diremo che un insieme A c Y & K-limitato inferiormente se esiste un in-

sieme limitato B c Y tale che A ¢ B + K; mentre diremo che A & K-limilato su-
periormente se esiste un insieme limitato C c Y con la proprietd A cC— K.

Un insieme A ¢ Y si dird K-limitato se & K-limitato inferiormente e K-limi-
tato superiormente.

Fissata la famiglia di sottoinsiemi di ¥
2.3) PX)={ScY:S+ 0}
la, multifunzione F: X — #(Y) si dice (cfr. [4)z, pag. 394) K-limitata inferior-
mente (K-limitata superiormente) su un insieme I ¢ X se l'insieme xK;JI F(x) e K-
limitato inferiormente (K-limitato superiormente). Si dice poi che F' & K-limita-

ta su I se & K-limitata inferiormente e K-limitata superiormente su I.

Indicata con 9(0) una base di intorni dello zero in Y, si dice che la multifun-
zione F' & (cfr. [4]s, pag. 394) K-semicontinua inferiormente in un punto xg € X
se

(K-s.c.i.) per ogni W e #/(0) esiste un intorno U dello zero, U c X, con la pro-
prietd F(xy) c Fx)+ W+ K Ve ey + U.
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Si dice invece che la multifunzione F' & (cfr. [4],, pag. 394) K-semicontinua su-
periormente in x5 € X se

(K-s.c.s.) per ogni W e 9/(0) esiste un intorno V dello zero, V c X, in modo
che risulti F(x) c Flag) + W+ K Ve e g+ V.

La multifunzione F si dice K-continua nel punto xy € X se & K-semicontinua in-
feriormente e K-semicontinua superiormente in tale punto.

E appena il caso di osservare che la K-semicontinuitd inferiore, la K-semi-
continuitd superiore e la K-continuitd di una multifunzione F, nel caso partico-
lare K = {0}, altro mon sono rispettivamente che la semicontinuité inferiore, la
semicontinuitd superiore e la continuitd di F (cfr. {4]).

Fissato un insieme D ¢ X midpoint convesso(®), una multifunzione F:D
— F() & detta (cfr. [4)s, pag. 398) midpoint K-convessa su D se risulta

@.4) %[F(w) +F(y)] ¢ F( fi;—?i )+ K Ve, yeD.

Andiamo ora a introdurre i concetti di K-midpoint*convessita, di K-mid-
point*concavitd che estendono rispettivamente i concetti di midpoint*convessi-
ta, di midpoint*concavitd e di midpoint*additivita (cfr. [1]) e che utilizzeremo
nel Teorema 4.1, nel Teorema 4.2 e nel Corollario 4.3. Queste proposizioni con-
tengono strettamente un risultato di K. Nikodem (cfr. [4];, Teorema 3) mentre
ne estendono altri (cfr. [1], [4)s3).

Diremo che la multifunzione F:D— £(Y) ¢ K-midpoint*convessa in un
punto xy e D se
(2.5)  esiste un intorno U dello zero, xy+ U c D, con la proprieta

93+:L‘0
2

mentre diremo che F & K-midpoint*concava in € D se

%[F(x) + F(w)] ¢ F( Y+ K Vo ewy+ U

(2.6) esiste un intorno U dello zero, xy+ U c D, tale che

‘x+m0

F(2

)c%[F(x)+F(mo)]+K Ve e+ U.

() Un insieme D & detto midpoint convesso se %—(m+y) eD Vx, yeD.
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Diremo poi che la multifunzione F' & K-midpoint*additiva in xye D se & K-
midpoint*convessa e K-midpoint*concava in tale punto.

Diremo, infine, che F & K-midpoint*convessa (K-midpoint*concava, K-
midpoint*additiva) su D se ¢ K-midpoint*convessa (K-midpoint*concava, K-
midpoint*additiva) in ogni punto di D.

3 — In quel che segue proveremo alcuni Lemmi che utilizzeremo per con-
seguire i risultati contenuti in 4.

Lemma 3.1. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, K c Y un cono
convesso, D ¢ X un insieme aperto e midpoint convesso e F: D — F(Y) (cfr. qui
2.3)) una multifunzione K-midpoint*convessa in xy € D.

In queste condizioni, esiste un intorno U dello zero, xy+ U c D, con la
proprietd

3.1 -21—pF(m)+(1—%)F(xo)cF(élgx+(l— -é%;):co)+K

Veex,+U VpeN.

Iniziamo con losservare che, poiché F' & K-midpoint*convessa in x,, esiste
un intorno bilanciato U, xy+ U ¢ D, tale che la (3.1) risulti verificata per p = 1.
Fissati allora peN, p>1, xewxy+ U e posto A; = ... = Ap_; = F(x,), risul-
ta

%F(x)+(1— ~21p- )F@o) %[F(x)-i—Aﬁ- Ay 1]

= 2,,1_1 (L@ + Fa+ L a0+ Liap 450
1 x+§1'/'0 A A
C zp—l[F( 2 )+ 1+ ...+ 2p~1_1]+K.

Ripetendo questo procedimento j volte, j<p, e tenendo presente che
@+ @ 1= D)/ Lex,+ U, segue

1 1 1 %+ (2 — 1), '
EF(OC)—F(I-—?)F(CL‘O)C 2p—j[F( p~ YA+ .+ Ay ]+ K
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da cui

L pey+ (1= LV F@) cF(Lara- L ym)+K

op 2F 0 op op 70 :

Fissato ora un insieme A c Y e indicata con Hy: R— £(Y) la multifunzione
definita ponendo H, () = tA Vt € R, sussiste il seguente

Lemma 3.2. Per ogni insieme K-limitato A cY, la multifunzione Hy
risulta K-continua su R.

A tal fine, fissiamo un punto ¢, € R e un intorno W € 9/(0) che non & restrittivo
supporre bilanciato. Poiché A & un insieme K-limitato, & possibile determinare
due sottoinsiemi B e C di Y limitati e una costante « > 0 in modo che si abbia

3.2) AcB+K oBcW 8.2, AcC-K aCcW.
Fissato arbitrariamente un punto ¢ € R, |t — | < a, da (3.2); e (2.2) segue
3.3 [t—t]AcW+K
mentre, tenendo presenti (3.2)s e (2.2), risulta
(3.4) lt—tolAcW—K.
Poiché da (8.3) e (3.4) discendono facilmente le seguenti inclusioni
LWACtA+ W+ K tActyA+ W+ K

la multifunzione H4 & continua nel punto £,.

Lemma 3.3. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, K c Y un cono
convesso, D ¢ X un insieme aperto e midpoint convesso, F : D — P(Y) una mul-
tifunzione con le proprietd:

@) F sia K-midpoint*concava in xg € D.

() F(xy) sia midpoint K-convesso (%).

() In analogia con la definizione di multifunzione midpoint K-convessa fornita da
K. Nikodem in [4]; diremo che un insieme A c Y & midpoint K-convesso se

%(w1+x2)eA+K Vi, xoeA.
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In queste condizioni, esiste un intorno U dello zero, xg+ U c D tale che
85  Fl(letr(-2)m)c 2F@+(1-2)F@)+E+K
' 2 or "7 op 2r 0

Veexy+U Vpel.

Procediamo per induzione. Iniziamo con osservare che nel casoin cuip =11la
(8.5) & immediata conseguenza dell'ipotesi (i). Supponiamo ora che

1 1

2n—1m+(1_ 2n—1 )wo) c 2n1—1F(x)+(1_ :

211—1

(3.6) F( YF(xg) + K+K

Vi € 2y + U, ove U & I'intorno dello zero in X, determinato per p = 1, intorno che
non & restritivo supporre bilanciato.
Fissato x € 2, + U, tenendo presente che il punto

1 1
2n—1 + (1 - 21;—1

Yaegexg+ U

dall’ipotesi (i) facilmente si deduce

1 1 1 1, 1 1
F( znoc—l-(l 2n)w0)c 2F(x0)+ ZF(———Zn_loc+(1 P Yrg)+ K
e quindi dalla (3.6) segue
1 1
8.7 F(E;;x+(1 ~ 5 ) %)
c Ley TR+ L Fay+ - - ) Fla) +E+K1+ K
2 0 2" gn-1 on-1 0

c Lrpm+d- L2 Fay TR+ L Tyt RI+K.
R 21

271
Dall’ipotesi (ii) segue che P'insieme F(x,) + K & midpoint convesso e pertanto,

tenendo presente il Lemma 4.1 di [1], Vinsieme F(x,) + K risulta convesso; dalla
(8.7 discende allora

1

F( zn

o+ (1— % )itg) € —zl—nF(w)+(1— %‘;)F(xo)+K+K.



156 F. PAPALINI [8]

4 — Siamo ora in grado di dimostrare le seguenti due proposizioni che for-
niscono criteri sufficienti per la K-semicontinuita inferiore e per la K-semiconti-
nuita superiore di una multifunzione.

Teorema 4.1. Siano X, Y due spazt lineari topologici Ty, K ¢ Y un cono
convesso, D c X un insieme aperto e midpoint convesso e F': D — L(Y) una mul-
tifunzione con le proprieta:

() F siac K-midpoint*convessa in % € D;
(33 esista un intorno I dello zero, xy+ I c D, in modo che F sia K-limitata in
Lo + 1.

In queste condizioni, F' risulta K-semicontinua inferiormente in x.

Iniziamo con l'osservare che non & restrittivo supporre che I'insieme D con-
tenga lo zero e che @, coincida con tale punto.

Per provare che F' ¢ K-semicontinua inferiormente in 0, fissiamo un intorno
We 9#/(0) e sia V e 9/(0) un intorno con la proprieta

4.1) V+VcW.

Poiché (cfr. ipotesi (3j)) gli insiemi F(0) e uIF(x) sono K-limitati, risultano

(cfr. qui Lemma 3.2) K-continue nel punto ¢ = 0 le multifunzioni
4.2) t—= (1~ F(0) VteR

4.3) t— tmkeJIF(m) Vi e R;

& allora possibile determinare un numero ¢ > 0 in modo che
4.2), FOcQ-HFO)+V+K Vie]l—38, 4

4.8), t uIF(og) cV+K Vtel-¢, of.

Fissato un numero 7 € N, 1/2" <4, per il Lemma 3.1 esiste un intorno U dello
zero, U c D, con la proprieta

4.4) -Z—I%F(x)+(l—%)F(O)cF(Ex7L-)+K VeelU.

Andiamo ora a considerare l'intorno dello zero J = 1/2%(U N ) e, per ogni fis-
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sato y € J, sia T € Un1I tale che y = &/2"; da (4.4) segue

(1= JFO cF@) = -F@®+KcF@) - = o F@)+K

e pertanto, da (4.2),, si ha infine (cfr. qui (4.3); e (4.1))

F(0) c F(y) — 51: U F@)+V+K+KcF@)+W+K.

Teorems 4.2. Siano X, Y due spazi lineari topologict Ty, K c Y un cono
convesso, D c X un insieme aperto e midpoint convesso e F : D — Z2(Y) una mul-
tifunzione con le proprieta:

(a) F sia K-midpoint*concava in 2y € D;
(aa) F(y) sia midpoint K-convesso;
(aae) esista un intorno I dello zero, xy+ I c D, in modo che F sia K-limitata
n e+ 1.

In queste condizioni, F risulta K-semicontinua superiormente in .

Come nel Teorema 4.1, anche qui non & restrittivo supporre 0 € D e xy = 0.
Per provare che F & K-semicontinua superiormente in 0, iniziamo con il fissare un
intorno W e #/(0) e sia V € #(0) un intorno bilanciato tale che

4.5) V+V+VcW.

Tenendo presente lipotesi (aaa), dal Lemma 3.2, segue che sono K-continue
su R le multifunzioni

(4.6) t—1-H)F0) VieR

4.7 t—>t UIF(:U) VieR

e percid, in particolare, & possibile determinare un » > 0 in modo che sussistano le
 seguenti relazioni

(4.6) A-DFO)cFO)+V+K Viel—n, 7l

4.7, t uIF(a:) cV+K Viel—y, nl.

Dal Lemma 3.3, fissato 7 € N, 1/2* €] —n, [, esiste un intorno U dello zero,
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U c D, per cui risulta

(4.8) F(%)c %F(xnu— %)F(O)+K+K Veel.
Posto J = 12" (U N I), per ogni y € J, sia T € U N1 tale che y = %/2%. Poiché
FO) T K c F(0)+ K +V, risulta infine (cfr. (4.8), (4.6);, 4.7, e (4.5))

Fly) El;_;F(E)+(1— —21: NFO)+K+V]+Kc ~ U F@+FO)+V+V+K

o
cCFO+W+K.

Dai Teoremi 4.1 e 4.2 segue il

Corollario 4.3. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, K c Y un cono
convesso, D c X un insieme aperto e midpoint convesso e F: D — A(Y) una mul-
tifunzione con le proprietd

®) F sia K-midpoint*additiva in x, € D;
(88) esista un intorno I dello zevo, xy+ I ¢ D, in modo che F sia K-limitata in
Lo + 1.

In queste condizioni, F risulta K-continua in x,.

Il risultato & ovvio ove si tenga presente che dall’ipotesi (8) segue che l'insieme
F(x,) & midpoint K-convesso.

Osservazione I. Il Corollario 4.3 contiene strettamente il Teorema 3 ot-
tenuto da K. Nikodem in [4];. Infatti, ogni multifunzione U definita nell'interval-
lo ]0, +o[ e a valori nella famiglia dei sottoinsiemi compatti e convessi di uno
spazio normato X, additiva (cioé tale che Ulx+y)=Ux)+ Uly),
Ve, y€l0, +»)) e Limitata in un intervallo Ja, b[c]0, +o[, cosi come
richiesto nel citato Teorema 3 di [4];, verifica le ipotesi del nostro Corollario. In-
fatti & subito visto che, nel caso K = {0}, ogni multifunzione additiva su ]J0, +oo[
¢ anche K-midpoint*additiva su 10, +oo[; d’altra parte U si puo scrivere nella
forma (cfr. [4];, Teorema 6) U(f) = tU(1) Vt €]0, +o[ e quindi soddisfa anche
Pipotesi (88) del nostro Corollario.

Osservazione II. Il Corollario 4.3 di qui, che si riduce per K = {0} al
nostro Corollario di [1], rappresenta inoltre una estensione del recente Teorema
1 conseguito da K. Nikodem in [4],. Cid segue subito dall’esame della mul-
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tifunzione F': X — £(Y), X =Y =R, definita ponendo: F(x) =[x, 0] per x <0,
Fx)
= {0} per x =0, Fi(z) =0, x] per x> 0.
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Abstract

In this paper we obtain a sufficient condition for a K-midpoint*convex (K-mid-
pont*concave) multifunction on a point to be K-lower semicontinuous (K-upper semicont-
niuous) on the same point.

These results contain or extended various results stated by K. Nikodem.
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