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NANDO PRATI (%)

La teoria FAST e 'assioma di induzione in forma finita (**)

Introduzione

Questo articolo e la continuazione di [3];. La teoria FAST esposta in [3]; (e
[3]2, si veda pure [3]s) & una teoria assiomatica di oggetti che hanno sia connotati
propri della teoria dei Fuzzy Sets, sia della Teoria Alternativa degli Insiemi
(Alternative Set Theory, AST).

Nella teoria FAST pero, come nella teoria alternativa almeno come esposta in
[5], si & dato un assioma che & in qualche modo contrario alla intuizione di base
della teoria: questo & lassioma di induzione. Esso dice:

Assioma 8 (Schema di induzione). Se ¢o(x) ¢ una set-formula allora
(@) A (Va € WHVY € E1)(p(x) — p@ U {Y}))— (Ve € W) o(x)

cioé se ¢ & una formula che parla solo di insiemi o di elementi (di insiemi) ed & ta-
le che essa & soddisfatta dal vuoto e, se & soddisfatta da un insieme « allora &
soddisfatta da ogni suo set-successore (x U {Y}), allora la formula & soddisfatta
da ogni insieme (per una giustificazione di tale insieme e per altre discussioni
sulla teoria si veda [3]y).

Questo schema viene assunto per ogni formula, in particolare anche per for-
mule infinite (dal punto di vista di FAST 0 AST) e cioé anche per formule che per
la loro lunghezza non sono materialmente scrivibili. Si vorrebbe quindi sosti-
tuirlo con la versione piti debole di induzione:

(*) Indirizzo: Via Gabbi 6, 1-42100 Reggio Emilia.
(**) Lavoro svolto in parte sotto gli auspici del 40% MURST. - Ricevuto: 23-I-
1990. '
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Assioma 8" (Schema di induzione finita). Per ogni formula ¢ del lin-
guaggio di FAST che sia di lunghezza finita e che contenga solo variabili indica-
te da un numero finito, allora ¢ un assioma

[o(@) A\ (VY € WY(VY € El)(p(x) — oz U {Y}N]— (Vo e W)o(x).

Si pud notare che I'Assioma 8’ c¢i permette di ottenere lo stesso tuttii teore-
mi di FAST poiché, banalmente, i teoremi che sono stabiliti in [3]; (o [3]) vengo-
no scritti con (o sono abbreviazioni di) formule soddisfacenti le ipotesi dell’As-
sioma 8'. Tale assioma non & perd formalizzabile, anche perché non si e definita
la «corretta» nozione di finitezza (nozione che verra data solo in seguito, all'in-
terno della teoria) e non & quindi soddisfacente.

E nostra intenzione mostrare qui che lo schema di Assioma 8' pud essere
espresso in modo formale con un singolo assioma ad esso metateoricamente
equivalente. Cio facendo, riusciremo anche a dare formalmente la definizione di
classe set-definibile, Sd(X).

1 - Mostriamo ora la formulazione equivalente piti compatta dell’assioma de-
bole di induzione.

Def. 1. (a) Diciamo che un oggetto & induttivo se e solo se ha come ele-
mento il vuoto e per ogni suo elemento che & un insieme contiene anche ogni suo
set-successore, in simboli

In (X) staper XcWABeXANVeeX)(WVYeED@u {Y}eX).
(b) Un oggetto Z & un GB-oggetto, in simboli GB og(Z), se e solo se
V)e e ZAERIEIXW) e ZANVX e ZDomX)e ZAX e Z
AT, Y, @)Y, Q, TYeX}eZANVYeZ)X-YeZNXXY eZ))

(@il simbolo FIX sta per «la restrizione di F ad X»).

Si noti che un GB-oggetto non sara una classe: una classe infatti non puo ave-
re per elementi delle altre classi. Il nome di GB-oggetto & giustificato per la so-
miglianza degli assiomi del gruppo B di NBG [2]: si puo anzi facilmente dimostra-
re che un GB-oggetto soddisfa le proprieta equivalenti a quelle del gruppo B di
NBG. Come nel caso classico questo ci permette di sostituire uno schema di assio-
mi con un numero finito di assiomi anzi, in questo caso con un singolo assioma.
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Si noti inoltre che la nozione corrispondente in [4] era la nozione di GB-classe
che era data per classi dell’'universo esteso. La versione formale compatta del-
PAssioma 8' é:

Assioma 8". FEsiste un GB-oggetlo senza element: induttivi inclust imn W;
in simboli

@ANGBog(MA VX e )(In(X)— W c X)).

11 resto dell’articolo sara dedicato a mostrare la versione formale dell’Assio-
ma 8, a dimostrare equivalenza fra questa e ’Assioma 8 ed a dare la definizio-
ne di classe set-definibile.

Per la definizione di finitezza si veda [3]s e si confronti con [5]. In FAST si di-
mostra che (cfr. [3]):

(a) Se F & una funzione allora F' ¢ W; (b) Se a & un insieme finito allora U, (a)
e finito; (c) Se a e b sono finiti allora a X b & finito; (d) Se f & una funzione ed é
finita allora Dom (f) e Cod (f) sono finiti.

Diamo inoltre la seguente

Def. 2. (a) FW = {a/x ¢ W AFIN (x)}, tale classe & la classe degli insiemi
finiti. (b) FN=N/FW.

Come in [5] (e [3];) si puo dimostrare il seguente

Teorema 3. (a) FW &wuna classe induttiva ed & incluse in ogni oggetto in-
duttivo. (b) (Ricursione finita) sia G una funzione tale che Dom (G) = FW, allo-
ra esiste una funzione F tale che Dom(F)=FN e (Yn) F(n) = GF n).

I1 punto (b) & Pequivalente su F'W del teorema di ricursione che era stato di-
mostrato in FAST su tutto W (si confronti [5]), e per oggetti set-definibili. Si noti
che: (i) la ricursione finita e valida per ogni funzione G (non necessariamente
set-definibile) e solo per i numeri naturali finiti; (ii) la dimostrazione del teore-
ma precedente non utilizza Passioma di induzione ma solo la definizione di FN ed
FW. Grazie a questo teorema é possibile stabilire allinterno di FW gli analoghi
dei teoremi stabiliti per induzione su W. In particolare & possibile dare defini-
zioni per ricursione (finita) all’interno di FW indipendentemente dalla assunzio-
ne dell’assioma di induzione.

Per riuscire nei nostri intenti ¢ necessario introdurre all'interno di FW le no-
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zioni di linguaggio, formula, soddisfazione ecc., occorre cioé rifare una godeliz-
zazione all'interno di F'W. Faremo ci¢ seguendo una strada diversa da quella se-
guita in [4] e da quella delineata in [5]: infatti la seconda presenta dei problemi
all’interno di AST (anche se & praticabile in FAST) mentre la prima ci appare pil
complessa del necessario. Il metodo che seguiremo si puo applicare comunque
anche in AST. Per brevitd ci limiteremo a mostrare la godelizzazione delle set-
formule poiché per le formule generali la presenza nel linguaggio dell’operatore
di astrazione comporta alcune definizioni piti lunghe (ma non concettualmente
piu difficili). Lavorando all'interno di W le dimostrazioni si basano sul teorema
precedente e sulle sue conseguenze: si lavora cioé nella teoria «FAST-induzio-
ne».

Convenzione. Supponiamo di avere ampliato il linguaggio di FAST ag-
giungendo come costanti tutti gli insiemi e due predicati unari, %/, &, rispetti-
vamente per gli insiemi e per gli elementi.

Si noti che tale ampliamento del linguaggio non altera sostanzialmente la
teoria. Per la definizione di set-formula si veda [3];.

Convenzione. Avendo notato in [3]; che & possibile ridurre la apparte-
nenza quaternaria ad una binaria, per le set-formule useremo, nel seguito, una
appartenenza binaria per comodita.

Def. 4. (a) I simboli €, =, A, 7, 3, ), (, %, &, sono rispettiva-
mente codificati dagli insiemi: (0, 0), (1, 0),...,(8, 0).

(b) La variabile X, per gli oggetti & codificata da (¢, 1) per ogni ¢ e N;
Var = {{¢, 1)/c e N}.

(¢) La costante a & codificata da (a, 2), per ogni a € W; la classe delle co-
stanti di insieme & cost = {(a, 2)/a € W}.

(d) L'alfabeto & la classe Alfa= {(n, 0)/n<8} U Varu cost.

(e) Un insieme f & una parola se e solo se & una funzione di dominio un nume-
ro naturale a valori in Alfa: la classe delle parole & Word; per ogni parola f la
lunghezza di f & lung (f) = Dom (f).

() La concatenazione di due parole f e g & la parola h tale che
Dom (k) = Dom (f) + Dom () A (Ve)[(e € Dom (f) — k(e) = f(e)) A (VB € Dom (9))
(e=8+Dom(f) > h(c) = g(B))], in simboli k=D g.
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(g) Date due parole v e w, v & una sottoparola di w se e solo se
Dom (») ¢ Dom (w) A (e e Dom(w))  ((c + Dom (v)) < Dom (w) A (V8 € Dom (v))
(W) = w(c+p))); la classe delle sottoparole di w & sW(w).

(h) Una parola v ¢& finita, in simboli fin(v), se e solo se
FIN(Dom () A Cod ) ¢ ({{e, 1)/c e FN} Ucost U {{n, 0)/n<8}).

Dalle definizioni e dal fatto che, data una parola v, SW()
c P,(Dom (v) X Cod (v), si ha banalmente

Teorema 5. (a) Se f & wuna parola allora Cod(f)cW. (b) fin(v)
— FIN (SW (v)).

Si nota immediatamente che (si vedano le definizioni in [3]5): data una set-
formula ¢ del linguaggio, finita di s-altezza 0, esiste una parola f che & una sua
trascrizione formale. Per esempio la trascrizione della formula
WY, AWY, AY,=Y,), & {0, (6, 0)), (1, (7, 0)), (2, (u, 1)),

(3, (2, 0)), (4, (7, 0)), (5, (m, 1)), (6, (2, 0)), (7, (m, 1)),
(8, (1, 0)),(9, (m, 1)), (10, (5, 0));e cosl via. Sipud quindi definire la clas-
se delle set-formule formali fornendo assieme la nozione di s-altezza come segue

Def. 7. La classe delle set-formule formali di s-altezza 0, SF(0), & la classe
delle parole che sono una trascrizione di una set-formula di s-altezza 0.

La definizione data sopra pud essere precisata formalmente in modo ovvio, co-
me nel precedente esempio: lasciamo tale semplice seppur lungo compito al
lettore.

Teorema 8. (a) (Vv e Word)(fin(v) — FIN(SW (v) " SF(0)). (b) Per ogni pa-
rola finita v esiste una funzione F tale che per ogni ¢, se ¢ >0, F(e) & la classe
delle sotto-set-formule formali di v, di s-altezza e.

Dim. (a) Ovvia. (b) Fissata la parola ﬁnita v, considero la classe
G={{0, f)Y/fesw®)nsF@)}u {(k, f)/Fnc)Afesw@®A@xeN)(x>0

ADomh) =a+1Aa<Dom@) A (g € (e —pB)Fie k@) f="(g ND)"
V(g € Ma)f="(mg)"V (Fx e Var) (f = "(Ax)Wz A )"V f="(Ex)( Sz A )"}

dove con le virgolette indichiamo la formalizzazione (come nel precedente
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esempio) della formula scritta fra esse. La tesi ora si ottiene per il Teorema
3.

La definizione precedente ha senso poiché in FAST non si hanno tutte le re-
strizioni che si hanno invece in AST.

Def. 9. (a) Per ogni parola finita v la classe delle sotto-set-formule forma-
Ui finite di s-altezza = di v & 8SFF(e, v) = F(e) (dove F & la funzione che si ottiene
per il teorema precedente. (b) La classe delle set-formule formali finite &
SFF = {f/(3v, )(v e Word A fin (v) Af € SSFF(e, v))}.

Naturalmente VHVy, v', ¢ ¢X(feSSFF(e, V)AfESSFF(', v'))—>¢
—_ el)‘ .

Def. 10. (a) Per ogni parola feSF, la s-altezza formale di f, in simboli
Salt (f), & il minimo naturale ¢ tale che (3v) f € SFF(e, v). (b) Presa una classe C,
CcW, SFe={fife SF ACod(f) n Cost ¢ {{x, 2)/x e C}}, ciod SF¢ & la classe
delle set-formule finite in cui la classe delle costanti & {{z, 2)/x € c}.

Speriamo con quanto mostrato finora di avere convinto il lettore che & possi-
bile dare liberamente in FW le definizioni per ricursione (finita). Da ora in poi
quindi, quando dovremo definire per ricursione un concetto accenneremo sem-
plicemente alla definizione precisa. Come in [1] si pud ora dare per ricursione
(finita) la definizione di insieme delle variabili libere di una formula f(f € SF¢);
sia Lib (f) = {n € N/ la variabile (n, 1) & liberainf}. Essendo la formula f finita
si ottiene subito che |Lib(f)| € FN. Si supporrd data anche la definizione di
proiezione i-esima del prodotto cartesiano n-esimo (con 1<i=<n) di una classe
A ¢ FW, che indicheremo con p{”. Si noterd che un elemento di A™ essendo una
coppia cartesiana € un insieme.

Convenzione. Da ora in poi utilizzeremo per comoditd, la notazione usua-
le per le formule al posto della loro formalizzazione in funzioni. Si dovra comun-
que intendere sempre, a meno che non sia altrimenti specificato, che quando
scriveremo una formula, questa sta al posto della sua formalizzazione con fun-
zioni. Ometteremo poi sempre le parentesi pitt esterne alla formula come & uso
corrente.

Sempre per ricursione finita sul numero delle variabili libere di insieme
o di elemento, si pud ora dare la definizione di «la parola f e SF¢ & soddisfatta
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dallinsieme c¢e E1*», in simboli [ffFcl. Per esempio: se feSF; e
c={c,...,c,), definiamo:

(@) se f e WX;AWX;AX;=X,) allora [fFcl se e solo se Lib(f)cn e
(pi() e WAp[(c) e WAD](c) =p;(c);

(b) se f & (EX;AEX;AX;=X;) allora [fl=cl se e solo se Lib(f)cn e
(pf*(c) e E1 Apf(c) e E1 Apf(c) = pf (c));

(e) se fé (EX;AX;=a) con a € W, allora [f|=cl se e solo se Lib(f)cn e
(pf(c) e E1ApL(c) € a).

Si pud quindi dimostrare metateoricamente per ricursione (finita) che esiste
una biiezione (metateorica) ~ fra la classe delle set-formule del linguaggio ed
SFy tale che alla set-formula ¢ viene associata la parola ¢™. Si pud anzi dimo-
strare che:

o(x) & o~ 1.

Da cid si deduce che ’Assioma 8 & metateoricamente equivalente a

Assioma 8”. (Induzione debole formale)
Vf e SF)(f = 1 A (Y, Y)(fl @1 [fF 20 {T)Dh— (Ya)If = o)
(0 equivalentemente a

(Ve SFwIfEBAWVz, D(fEr—fEau{¥h)— (Vo) o).

Def. 11. (a) Una classe X verrd detta simbolicamente set-definibile, o piu
brevemente set-definibile, SD(X), se e solo se esiste una funzione f € SFy, tale
che X={x/xeEIAfE21}. (b) Chiamiamo Sat={{e, {(a;,..., %))
Jo € SEw A ToE= {ay, ..., a; )1}

Ovviamente Sat ¢ FW.
Teorema 12. (a) (IX)GBog(X)— E1(ETE1 X W)). (b) Se esiste un GB-

oggetto &, detta J = {X/X = Sat[e]} abbiamo GBog(JS)ANVX)GB og(X)
— JcX).
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Dim. (a) ovvia dalla definizione. (b) La assunzione che esista un GB-ogget-
to e necessaria affinché le varie classi ET(E1 X W) siano degli elementi. Vedia-
mo che J° & un GB-oggetto.

Si verifica immediatamente che: (i) per ogni a e W, a = Sat[X; A X e a];

(ii) la classe ElEIXW)=Sat[sX; AWX,AX, € X,];

(i) Dom (Sat[¢(X;, Xz, ..., XD =Sat[@X,, ..., Xp)(EXiA . A EX,
ANe(Xy,.., Xi)], e se ¢ & una set-formula allora 3X,,..., X )N(EX
AN NANEXNop(Xy, ..., X1)] & una set-formula;

(iv) con la scrittura ¢(X,, X,) indichiamo la stessa formula o(X;, X,) dove
perd si intende che la prima variabile & X; e la seconda X,; si ha allora
(Sat[pX;, X)) '=8at[e(X;, X)); (v) (con la stessa convenzione)
Sat[o(X5, X;, X)I={(T, Y, Q)/{Y, @, T)eSatleX;, Xa, X)I}; (vi)
Sat[¢] — Sat [¢] = Satlo A —10], (se ¢ e ¢ sono set-formule allora ¢ A —¢ & una
set-formula);  (vil)  Sat[e(X,...,X)] X Sat (WX, ..., Xp)] = Sat[o(X4, ..., X))
ANPX i1y ey Xl dove WX, 41, ..., X, o) € la formula ¢(X4, ..., X)), in cui le
variabili X, ...,X;, sono state sostituite simultaneamente dalle variabili (di-
stinte) X, 11, ..., Xy - S€ ¢ e Y sono set-formule allora anche ¢ A ¢ & una set-for-
mula; inoltre, anche cambiando le variabili in una set-formula come descritto si
ottiene ancora una set-formula.

Mostriamo ora per induzione sulla s-altezza delle formule che J* & il minimo
GB-oggetto. Sia ¢ una set-formula di s-altezza 0: se ¢ & (EX, AWX,AX, € X)),
allora Sat{e] = ET(El X W) che appartiene ad ogni GB-oggetto. Se invece ¢ &
(X, NX, € a), allora Sat[p] =a, che & un insieme e quindi appartiene ad ogni
GB-oggetto. Se ¢ & (EX, A\ EXyAX, = X,), allora Sat[p] = Id, che appartiene
ad ogni GB-oggetto per il teorema di Bernays.

Se invece ¢ & (EX, AWX,AX,=X,), allora Sat[p]=Id[(E1xW). Ma
I1dr(E1 X W) =1d n Dom (ET(E]l x W)~1)))? ottenendo la tesi.

Analogamente a queste si prova la tesi per le altre set-formule di s-al-
tezza 0.

Supponiamo di avere dimostrato che per ogni formula ¢ di s-altezza n<m,
Sat [¢] appartiene ad ogni GB-oggetto: prendiamo allora una formula ¢ di s-al-
tezza m.

Se ¢ ¢ ¢y allora Sat[p] =E1—Sat[¢] da cui la tesi per la definizione di
GB-oggetto e poiché E1=DomENELIXW). Se ¢ & (FXN(EX, AP) pos-
siamo supporre « =1 (altrimenti la tesi si pud ottenere con una opportuna
serie di scambi). In tal caso abbiamo che Sat{@X;)o(X:,...,X,]
= Dom (Sat [¢(X;, ..., X,)]™1). La tesi & cosi dimostrata. Se ¢ & (AX,)WX, A)
e a =1 allora Sat[g] = ((Dom (y) n W) X E1) n Sat [¢] che si ottiene per le pro-
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prieta di GB-oggetto. Se ora ¢ & ¢ Av, allora Sat[¢] = Sat[¢] nSat[v] che si ot-
tiene per il teorema di Bernays.

Possiamo infine dimostrare che

Corollario 13. Sono equivalenti Assioma 8" (esiste un GB-oggetto) e
Assioma 8"

Dim. Sia vero Assioma 8” ed esista un GB-oggetto; se esiste un GB-og-
getto allora dal teorema precedente GBog (J). Se & vero 'assioma di induzione
debole formale e se X(e ) & tale che (f € X A (V& € X)(VY) z U {Y} € X), poiché
X e J significa che esiste una parola finita ¢ tale che X =Sat[pl: quindi
abbiamo

(o= A (Y, Yok 21— ToExu {Y}).

Per ipotesi allora (Vx)loFE 21, ciod W c X.
Viceversa sia vero 'Assioma 8" e fissiamo un GB-oggetto Z tale che
(VX € V)(In (X) > W ¢ X); sia poi ¢ € SFy. Supponiamo che sia

(ol 01 A (Y2, Yok 21— lo=2 U {Y}).

Allora la classe X = Sat[¢] & induttiva, ma X € J che & il minimo GB-oggetto
quindi X € Z. Per ipotesi W c X e la tesi & dimostrata.
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Abstract
In questo articolo vogliamo considerare una forma pii debole dell’assioma di induzio-

ne che si era assunto nella teoria FAST di [3];. Mostreremo che di tale assioma (dato in
modo semiforimale) esiste una espressione formale equivalente.
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