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A. AVERNA ¢ T. CARDINALI (*)

Sui concetti di K-convessita (K-concavita)
e di K-convessita* (K-concavita*) (*%)

1 - Infroduzione

Molti Autori si sono occupati del problema di stabilire, per funzioni mono-
drome «additive» (*) o «midpoint convesse» (3), quali condizioni fossero sufficien-
ti ad assicurare la continuitd. Ricordiamo, tra gl altri, i risultati ottenuti da
J. L. Jensen [8], M. Fréchet [7], F. Bernstein-G. Doetsch [3], S. Banach [1],
W. Sierpinski [12}; 2, J. Smital [13], P. Fischer-Z. Slodkowski [6], L. Thibault
[14];. In [8], [7], [3], [1], [12];,2, [13] lo studio & limitato a funzioni f: R— R; in
[6] viene esteso a funzioni, a valori in R, ma definite in spazi lineari separabili di
Fréchet; in [14];, infine, il problema viene studiato nel contesto pii generale di
funzioni definite in spazi lineari topologici, completi, metrizzabili e a valori in
spazi lineari topologici separati.

Recentemente, K. Nikodem in [10]; ha ripreso in esame, nel contesto pili ge-
nerale di «multifunzioni» «F’» definite in un aperto e convesso D di uno spazio X
lineare topologico Ty e a valori in uno spazio Y lineare topologico Ty, una propo-
sizione di F. Bernstein- G. Doetsch (cfr. [3]), nella quale era stato stabilito che &
«continua» ogni funzione (monodroma) f; R — R «midpoint convessa» e «limita-
ta superiormente su un insieme con interno non vuoto». Nel Teorema 1 di [10];
Nikodem ha infatti provato che, nella classe delle multifunzioni F: D— £(Y), a

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, 1 via Vanvitelli, 1-06100
Perugia. .

(**) Ricevuto: 18-VII-1990.

() Cfr. [9], V, §2, (.

(® La definizione di «midpoint convessita» per funzioni monodrome f; R — R & stata in-
trodotta da J. Jensen (cfr. [9], § 3, (1)).
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valori «limitati» e, inoltre, «limitate su un insieme con interno non vuoto», la
«midpoint convessita» () basta ad assicurare la «continuita».

1’Autore sempre in [10]; ha conseguito altri risultati; cosi, nel Teorema 2 ha
provato, per le multifunzioni «F'» «midpoint convesse» e a valori «chiusi» e
«limitati», la seguente implicazione

(1.1 «F'» continua = «F» convessa

mentre nel Teorema 3, nel contesto particolare X = R", & riuscito a conseguire la
proposizione inversa (*)

(1.2) «F'» convessa = «F» continua ().

Lo stesso Autore in [10]s, utilizzando i concetti di multifunzione «midpoint
K-convessa» e di multifunzione «K-continua», concetti questi pili generali, se
K # {0}, rispettivamente di quelli di multifunzione «midpoint convessa» e di
multifunzione «continua», ha provato nel Teorema 1 che, nella classe delle mul-
tifunzioni a valori «limitati» e «K-limitate superiormente su un insieme con in-
terno non vuotor, la «midpoint K-convessitd» basta ad assicurare la «K-conti-
nuita». Questa proposizione contiene, oltre la citata proposizione di [3], il Teore-
ma 1 di [10];.

Noi qui, indicati al solito con X, Y due spazi lineari topologici Ty, con D un
aperto e convesso di X e con K un cono di ¥, abbiamo conseguito in 4 alcune pro-
posizioni ove vengono stabilite relazioni tra la «K-continuita» e la «K-convessi-
ta» per le multifunzioni F: D— 2(Y): nel Teorema 4.2, supponendo che il cono
K sia «chiuso», nella classe delle multifunzioni «F» «midpoint K-convesse» e a
valori «compatti», abbiamo provato la seguente implicazione

(1.3) «F'» K-continua = «F» K-convessa

(®) Sipotrebbe essere indotti a pensare che questa definizione di «midpoint convessita»
si riduca, per funzioni monodrome, alla «midpoint convessita» fornita da J. Jensen: si vede
perd immediatamente che la definizione di Nikodem viene a risultare piu restrittiva di
quella di Jensen.

(*) Laimplicazione (1.2), come & noto, non sussiste se X & uno spazio lineare topologico
di dimensione infinita.

() Qui non & stato necessario richiedere che i valori della multifunzione fossero
«chiusi». '
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mentre, se X = R”, nel Teorema 4.3 siamo riusciti a conseguire la proposizione
inversa

(1.4) «F'» K-convessa => «F» K-continua

questa volta senza imporre né che il cono K sia «chiuso» né che i valori di «F»
siano «compatti» (5).

Vogliamo osservare che il nostro Teorema 4.2, ove si tenga presente la no-
ta (™), si riduce, per K = {0}, al gia citato Teorema 2 di [10];, mentre fornisce
nuove proposizioni per ogni altra scelta del cono K. A proposito del Teorema
4.3, si vede subito che esso contiene strettamente il Teorema 3 di [10]; (efr. qui
Osservazione VI).

In 5, utilizzando i concetti di «midpoint K-concavita®» e di «K-concavitd®»,
introdotti in 2, abbiamo conseguito altre proposizioni che mettono in relazione la
«K-continuitd» con la «midpoint K-concavita*» e con la «K-concavitd®». Di que-
ste il Corollario I estende il Teorema 1 di [10]; e contiene strettamente la pilt
volte citata proposizione di [3] (efr. qui Osservazione VII), mentre i Teoremi 5.4
e 5.5 estendono i citati Teoremi 4.2 e 4.3 da noi provati in 4. E subito visto che se
X =R"eil cono K & «chiuso», i Teoremi 5.4 e 5.5, nella classe delle multifunzioni
«midpoint K-concave*» e a valori «compatti» e «K-convessi», forniscono la se-
guente condizione necessaria e sufficiente

(1.5) «F'» «K-concava®» <« «F» «K-continua».

E appena il caso di precisare che i risultati da noi ottenuti in 5 per le multi-
funzioni «midpoint K-concave*» («K-concave*») sono significativi nel senso che
questi risultati non sono ovvie conseguenze di quelli ottenuti per le multifunzio-
ni «midpoint K-convesse» («K-convesse»). A cido potremmo essere indotti erro-
neamente a pensare riferendoci alle funzioni monodrome, per le quali da ogni
proprietd valida per le funzioni «midpoint K-convesse» («K-convesse») se ne
puod associare banalmente un’altra per le funzioni «midpoint K-concave™» («K-
concave®») ("), in quanto dalla «midpoint K-convessita» («K-convessita») di «»
segue banalmente la «midpoint K-concavitd*» («K-concavitd®») di «— f». Poiché
perd, come sard precisato in 5, esistono multifunzioni «F'» «midpoint K-conves-

(®) Sui valori di «F'» si richiede soltanto che siano «limitati».

() Nel caso di funzioni monodrome il concetto di «midpoint K-concavita*» e di «K-con-
cavita*» coincidono rispettivamente con il concetto di «midpoint K-concavita» e di
«K-concavita».
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se» («K-convesse») tali che «— F» non & «midpoint K-concava*» («K-concava®»),
nel caso di multifunzioni non si ripresenta la situazione descritta per le funzioni
monodrome.

2 — Siano X e Y due spazi lineari topologici Ty, %(0) e 9/(0) due basi di in-
torni «bilanciati» dello zero rispettivamente in X e in Y.

Un insieme K c Y, K+ 0, & detto «cono» se soddisfa le seguenti condizio-
ni

2.1) K+KcK aKcK Vaell, +of.
Diciamo poi che un insieme A c Y & «K-convesso» se
2.2) tA+(1-HDAcA+K vie[0, 11(®).

Fissato un insieme D c X, D # 0, aperto e convesso, e detta 2(Y) la famiglia
dei sottoinsiemi (ron vuoti) di ¥

2.3) PX)={ScY: S+0}

la multifunzione F: D— Z(Y) si dice (cfr. [10]y, p. 394) «K-limitata inferior-
mente» («K-limitata superiormente») su un insieme A ¢ D, se esiste un insieme
limitato B ¢ Y tale che

UAF(a:)cB+K (UAF(m)cB——K).

Diciamo inoltre (cfr. [10]s, p. 394) che la multifunzione «F'» & «K-semiconti-
nua inferiormente» in un punto xy € D se

(K-s.c.i.) VW e 9(0) esiste un intorno U e #(0), xy+Uc D

con la proprietd F(xg) c Fx)+ W+ K Veeax,+U;

mentre «F» & «K-semicontinua superiormente» in xy se (cfr. [10]s, p. 394)
(K-s.c.s.) VW e 9/(0) esiste un intorno Ue %0) «xy+UcD

in modo che risulti F(x)c F(ay) + W+ K Yeexy+U.

(® Ogni insieme A «K-convesso» ha la seguente proprietd: a4 +bA c(a+ DA+ K,
Va, bel0, +ol.
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La multifunzione «F'» si dice «K-continua» nel punto x, € D se & K-semicon-
tinua inferiormente e K-semicontinua superiormente in tale punto.

Andiamo ora a richiamare, per le multifunzioni F: D— 2(Y), i concetti di
«K-convessita» (cfr. [4], § 1) («K-concavita» (cfr. [5], § 3)) e di «midpoint K-
convessita» (cfr. [14)s) («midpoint K-concavita» (cfr. [5]), concetti che estendo-
no le note definizioni di «K-convessita» («K-concavitd») e di «midpoint K-con-
vessitd» («midpoint K-concavitia») per le funzioni monodrome (cfr. [14]y) ().

Una multifunzione «F» si dice «K-convessa» se

(2.4 tF(z;) + (1 = OF () c Ftx,; + 1~ ap) + K Vi, s €D

e per ogni t € [0, 1]; mentre «F>» si dice «midpoint K-convessa» se (2.4); sussiste
per t=1/2.
Una multifunzione «F» si dice «K-concava» se

(2.5} tF(x) + (1 — ) F(xy) c Flte, + A=) — K Y, ¥z €D

e per ogni ¢ € [0, 1]; mentre «F» si dice «midpoint K-concava» se (2.5); sussiste
per t=1/2.

Andiamo ora a fornire per le multifunzioni F: D — £(Y) un altro concetto di
«K-convessita» («K-concavita») e un altro concetto di «midpoint K-convessita»
(«midpoint K-concaviti») che, come peraltro quelli appena richiamati, nel caso
di funzioni monodrome coincidono rispettivamente con gli usuali concetti di
«convessita» («concavitd») e di «midpoint convessitd» («midpoint concavita») se
su Y si considera Pordinamento parziale definito nella nota (®).

Una multifunzione «F>» la diciamo «K-convessa™» se

(24)2 F(t:m + (1 - t) xg) (@ tF(xl) + (1 - t) F(ch) - K Vﬂ?l , Xg € D

e per ogni t € [0, 1]; mentre diciamo che «F» «midpoint K-convessa®» se (2.4)z
sussiste per ¢ = 1/2. Diciamo, inoltre, che «F» & «K-concava®» se risulta

(2.5)s Flte, + (1 —t)x) ctF(x) + (1 - Flas) + K V2,2 €D

e per ogni ¢ € [0, 1J; diciamo che «F'» & «midpoint K-concava™» se (2.5)p sussiste
per t=1/2.

() Nel caso di funzioni monodrome i concetti di «K-convessitd» («K-concavita») e di
«midpoint K-convessita» («midpoint K-convessita») altro non sono che rispettivamente la
«convessita» («concaviti») e la «midpoint convessita» («midpoint concavita») quando su ¥
si considera Pordinamento parziale <y definito da e <yzy <o y—zre kK.
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Osservazione I. E opportuno precisare che esistono multifunzioni «K-
convesse™» che non sono «K-convesse» e che esistono multifunzioni «X-conca-
ve™» che non sono «K-concave», come & evidente osservando che, se K = {0}, la
multifunzione F: R-—> Z(R) cosi definita

[0, ] =0
2.6 Flx) =
@6 @ [z, 0] x<0

¢ «K-convessa® e «K-concava® ma mon & né «K-convessa» né «K-conca-
var,

D’altra parte, esistono multifunzioni «K-convesse» che non sono «K-conves-
se*» e, inoltre, esistono multifunzioni «K-concave» ma non «K-concave®», come
& immediato riconoscere prendendo in esame la multifunzione F: R— Z(R) de-
finita ponendo:

[0, 1] reR—-Q
2.7 F(x) = [0, 2] veQ
e assumendo K = [0, +cof,

Infatti, «F» & «K-convessa», ma, come si vede facilmente ponendo (cfr. qui
(2.4)0) © = \/E, o= —V2 e t=1/2, non & «K-convessa®».

Prendendo poi in esame la multifunzione «— F», si vede subito che «—F» &
«K-concava» ma non «K-concava®».

Osservazione II. Il concetto di multifunzione «K-convessa*» («midpoint
K-convessa*»), come accade per il concetto di multifunzione «K-convessa»
(«midpoint K-convessa») contiene, nel caso di funzioni (reali) monodrome, oltre
al concetto di funzione «convessa» («midpoint convessa»), quello di funzione
«concava» («midpoint concava»), come si vede assumendo rispettivamente
K=[0, +[ e K=]~ o, 0]. La stessa situazione si presenta nel caso di multi-
funzioni «K-concave®» («midpoint K-concave*») assumendo rispettivamente,
questa volta, K =]— o, 0] e K=[0, +oo][.

Osservazione III. Vogliamo, inoltre, precisare che se si considera sulla
famiglia di sottoinsiemi #(¥) il preordinamento <y definito da
A<gB<BcA+K, con A, Be PY), le multifunzioni F: D— #(Y) «conves-
se» non sono altro che le multifunzioni «K-convesse» (cfr. qui (2.4);), mentre le
multifunzioni «concave» non sono altro che le multifunzioni «K-concave®» (cfr.
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qui (2.5)2) (). Infine, osserviamo che esistono multifunzioni «F» «convesse» tali
che «— F» non & «concava». Cio risulta evidente prendendo ancora in esame la
multifunzione F: R— (R) definita come in (2.7) e il cono K = [0, +oo[: infatti,
se su 2(R) si considera il preordinamento sopra citato, «F» & «convessa» men-
tre «—F» non & «concavar.

3 — Andiamo ora a provare alcuni lemmi che ci saranno utili per conseguire i
risultati contenuti in 4 e in 5.

Lemma 3.1. Siono X uno spazio lineare topologico Ty, A un insieme
aperto in X e x, xy€ A, con x # &, Esistono allora un punto T € A e un nume-
ro diadico(™) p €10, 1[ con la proprieta x = px + (1 — p) .

Cominciamo con Posservare che esiste U € %(0) tale che x + U c A; sia allora
V e 2£(0) in modo che V+V c U. E subito visto che & possibile determinare un
numero ¢ >0 tale che

3.1) 4 (1 yaev VreR: r—1]<e.
Fissato ora un numero diadico p €]0, 1[, con |p—1}<¢, sia

1-p
p
Poiché V & bilanciato, da (3.1) segue che ¥ € x+ U. Risulta allora x €A e

x=px+ (1—p)xg.

x=10— Y -

Lemma 3.2. Siano Y uno spazio lineare topologico Ty e K un cono limita-
to in Y. In queste condizioni, risulta K = {0}. .

Dall'ipotesi segue che K c w OI//(O)W = {0} (cfr. [2], IX, § 2, Teorema 2)(*),
da cui segue subito la tesi. ‘

() In questo ordine di idee i concetti di «K-convessita®» (cfr. qui (2.4),) e di «K-con-
cavita» (cfr. qui (2.5);) sono rispettivamente la «convessita» e la «concavita» quando su
GPA(Y) si considera invece il preordinamento <. cosi definito: A<x.B< A cB—K, con
A, Be ().

(" (Cfr. 91, V, § D).

() In realtd, in [2] si richiede che lo spazio lineare topologico Y soddisfi '«assioma di
totalita», ma si vede facilmente che il risultato continua a sussistere nel contesto piu ge-
nerale di «spazi lineari topologici Ty».
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Lemma 3.3. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insie-
me aperto e convesso, K c Y un cono e F: D — P (Y) una multifunzione con le
proprieta:

(i) F(x) & K-convesso, YVx e D (i) F' & midpoint K-convessa*.

In queste condizioni, risulta
Fn2™Px+ (1 ~n27P)xp) c n2PF(zx) + (1 —n2P)F(x,) + K
Vp, neN n<2P Vo, weD.
Andiamo intanto a provare, per induzione, che, per ogni q € N, risulta
B.2) FQ@(z+..+2u)c27F(z)+...+Fzo)] + K Vzi,...,20€D.
Intanto, per I'ipotesi (ii) la (3.2) & vera per ¢ = 1. Basta allora provare che se
(3.2) sussiste per ¢ = m — 1, essa continua a sussistere per ¢ = m. Infatti da (i),
V2, ...,20m € D, si deduce
FE™@ +...+2zm)
C2TIFE ™ V(g4 ..+ 2 )+ 27 FQ ™ D (zgnas  + .+ 2n) + K
c27™F(z)+ ...+ F(z)]+ K.

Fissati ora w, x,e€D, p, neN, n<2, siano 2z =..=z,=2; e
Zpe1= ... = 2p = Tz. Da (3.2) segue

Fn2™Px,+ A —n27P)x,)
C2P[Fz)+ ...+ F2)]+2P[F(zys 1)+ ... + Fzp)] + K .

Tenendo, infine, presente che gli insiemi F(x,) e F(x,) sono K-convessi (®),
risulta

Fn27P2,+ (1 —n27P)x,)
c2P[nF(x)+ KI+2P[2°—n)F(x) + K]+ K

C2PnF(x)+(1—-2Pn)F(x,) + K.
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4 — Se K & un cono «chiuso», le multifunzioni «midpoint K-convesse» hanno
proprieta analoghe a quelle provate da K. Nikodem in [10]; per le multifunzioni
«midpoint convesse» (*), come & provato dal seguente

Teorema 4.1. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insie-
me aperto e convesso, K ¢ Y un cono chiuso e F: D — P(Y) una multifunzione
tale che

() F(x) & compatto Ye e D Gj) «F» & midpoint K-convessa.
In queste condizioni, si prova che

(«) F(x) & K-convesso Vx € D,
(ax) qF () + (1 —q) Fwp) c Flgm; + 1 — @) @) + K

YqeQnl0, 1] Vo, aseD.

Per provare (a), fissato « € D, osserviamo intanto che, per ogni numero
diadico ¢ € [0, 1], risulta (cfr. [10];, Lemma 1)

4.1) cFx)+(1—-c)Fx)cFlx) + K.

Fissati y;, 92 € F(x) e t [0, 1], sia {a,}, una successione di numeri diadici
convergente a t. Tenendo presente (4.1), si ha a,y;1+(1—~a,) ¥y € Flx)+ K
Vn e N; inoltre, posto y = ty; + (1 — t) ys, per ogni W e 9/(0) esiste 7 € N con la
proprietd a,y; + 1 —a,)y. ey + W, Ve N, n=1%, e quindi y & punto di accu-
mulazione per linsieme F(x)+ K. Ne segue, poiché F(x)+ K & chiuso (cfr. [2],
IX, § 2, Teorema 2) (®), che y € F(x) + K. Pertanto, F(x) & un insieme K-conves-
$0.

Per provare (aa) fissiamo due punti #;, @, € D e un numero g € Qn10, 1,
q = m/n, con m, n € N. Procedendo per induzione osserviamo intanto che, per
ogni p e N, risulta (cfr. (§j))

4.2) 27P[F(z)+ ...+ Flzp)] cF@P(, + ... + 22 ) + K
Vz1,...,20€D.

Scelto p € N, n< 2P, e fissati i punti 2y, ..., 2» in modo che 2, = ... =2, = %,,

(®) Se K= {0}, le multifunzioni «midpoint K-convesse» sono dette, pili semplice-
mente, «midpoint econvesse».
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Ba1™= . =2y = Qg Bpp1= ... =2 =N""(2,+ ... + 2,), da (4.2) segue
2R+ ...+ F@)+ @ —n)Fn ™ (2 + ... + 2,))]

C2P[Fe)+ ... +Fep)l cFn™ (e + ... +2,) + K
da cul

4.3) Fe)+..+Fe)+ @ —nm)Fn  z + ... +2,)

cnFm ™+ ... +2,))+ @@ —n)Fn (2 +...+2,) + K.

Poiché nF(n~! (z;+ ... + 2,)) + K & un insieme convesso e chiuso (cfr. [2], IX,
§ 2, Teorema 5) (%), da (4.3), utilizzando il Lemma 2 di [10];, discende

Fe)+...+F@,)cnFn™ (@ +...+2,)+K

e pertanto, essendo mF(x;)+ (n—m)F(x) c F(z)+ ...+ F(z,), si ha infine
gF () + A1 — @) F(xg) c Flge, + (1 — @) xg) + K.

Osservazione IV. E subito visto che, nella classe delle multifunzioni
«midpoint K-convesse», le proprietd () e (xx) continuano a sussistere se, invece
dell'ipotesi (j), si richiede che F(x) sia, per ogni « € D, «chiuso» e «limitato»,
purché il cono K sia «compatto». Poiché 'unico cono compatto & K = {0} (cfr. qui
Lemma 3.2), questo risultato altro non & che la Proposizione 1 di cui in
[10];.

Il Teorema 4.2 e il Teorema 4.3, che ora proveremo, stabiliscono relazioni fra
i concetti di «K-convessita» e di «K-continuitd», proprietd queste che, come &
noto, estendono rispettivamente i concetti di «convessiti» e di «continui-
tax.

Per ogni sottoinsieme A dello spazio lineare topologico Y e per ogni intorno
W e 9£(0), poniamo

(4.4) N§{A) ={BcY: BcA+W+K, AcB+W+K}.

Teorema 4.2("). Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un in-

()} Vogliamo osservare che quanto detto nell'Osservazione IV puo ora essere ripetuto
facendo riferimento al Teorema 4.2 di qui e al Teorema 2 di [10]; (in luogo, rispettiva-
mente, del Teorema 4.1 e della Proposizione 1).
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sieme aperto e convesso, K ¢ Y un cono chiuso e F: D — 2(Y) una multifunzio-
ne con le proprietd

(v) F(x) & compatto Yz e D (yy) «F'» ¢ midpoint K-convessa
(yyy) «F» 2 K-continua su D.

In queste condizioni, si prova che la multifunzione «F» & K-convessa.

Siano w;, ¥, € D e t € [0, 1]. Fissati una successione di numeri diadici {g,},
convergente a t e un intorno W e #(0), siano I, J € 9/(0) tali che

(4.5) I+IcW J+Jcl.

Andiamo intanto a provare che & possibile determinare un numero n* € N in
modo che risulti

(4.6) g F(ay) + (1 = gn) Fxg) € NF(tF (1) + (1 — 6) Fap))

per ogni # € N, con n=n*,
Poiché F(x;) & un insieme limitato (cfr. (y)), esiste n; € N tale che
lg. — t| F(z,) ¢ J, Yn=n,, e quindi

(4.7, ¢ Flx) ctF)+J + K th(xy) c ¢, Fe))+J + K Yrn=n,.
In modo analogo, si prova che esiste ny, € N in modo che

A=g)Fx) cAQ—-DF(x)+J+ K Vn

v
&

4.7),
A-F() c(1l—q,)Fl)+J+K V=,

Posto quindi #* = max {n;, #n,}, da 4.7, 4.7z e (4.5), segue (4.6).
Detto % = ta; + (1 — t) s, & possibile inoltre determinare (cfr. (yyy)) un intor-
no U e %(0), con Z+ U c D, e un numero m* € N in modo che

(4.8) - F(gue + (1= ) @) € NF(F@) Vnz=m*.

Se, quindi, poniamo p* = max {n*, m*}, da (4.6), (4.8) e (4.5), si ha allora
(cfr. qui (vy) e il Lemma 1 di [10])

4.9) tFe)+ (1 -t F(x) cFx)+ W+K.

Ora, poiché (4.9) sussiste per ogni intorno W e 9/(0), risuita (efr. (2], IX,
§ 2, Teorema 5) () tF(x;) + (1 — ) F(x,) ¢ F(@) + K, da cui segue infine (cfr. [2],
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IX, § 2, Teorema 1 e Teorema 2)(®?)
tFla)+A—DF (@) cFte; + 1 - a) + K.

Andiamo ora a provare il

Teorema 4.3. Siano X =R", Y uno spazio lineare topologico Ty, D c X
un insteme aperto e convesso, K un cono di Y e F: D— P(Y) una multifunzio-
ne con le proprietd:

B) F(x) & limitato Yx € D B8) «F» ¢ K-convessa.

In queste condizioni, «F» & K-continua su D.

Poiché non & restrittivo supporre 0 € D, andiamo intanto a provare, proce-
dendo per induzione su «n», che «F'» & K-semicontinua inferiormente nel punto
o= 0.

Esaminando, per cominciare, il caso » = 1, proviamo che

4.10) YW e 9/(0) BP0, o) c D(®) tale che

FO cF@)+W+K Vx e BY(0, ¢).

Fissato We #/(0), sia I € 9/(0) con I+1 cW; e fissata inoltre la boccia
BY(0, ¢) c D, siaz e BY(0, <), x> 0. Da (8) segue che esiste p €]0, 1] tale che
tF() cl, tF(—%) c I, tF(0) c I, YVt € [0, p[. Tenendo presente (83) possiamo allo-
ra scrivere

(4.11); FO cF)+W+K Vi e [0, pl
(4.11), FO cF—t)+W+K Vi e [0, pl.

Posto, quindi, » = px & immediato constatare (cfr. qui (4.11); e (4.11);) che
sussiste (4.10) e pertanto la «F'», se n =1, & K-semicontinua inferiormente in
25 = 0.

Supponendo ora che la proprietd provata sussista se » =m —1, andiamo a
dimostrarla se n =m.

(®) Per ogni neN e reR*, sia B0, ) ={xeR": d0, x)<7}, ove d(0, )
= ||+ ...+ |2,] Vo =(2,,...,2,) R .
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Consideriamo intanto le multifunzioni cosi definite:

(4.12)1 Fl((zl,...,Zm._l))—_-F((zl,...,zm_l, O)) V(Zl,...,zm_l)eDl
4.12), - F.(t) = F((, ...,0, t) Vie D,
ove Di={1, .. ;2m-1) €R" 1 (21, ...,20-1, OV ED} e

Dy;={teR: (0,...,0, t) e D}.

Fissati W, I'e 9/(0), tali che I+IcW, esistono allora due bocce
B0, ¢)cD, e BP0, o) c D, in modo che

(4.13), Fi0)cF,(+I+K Vz e B™=1(0, o)
(4.13), Fo(0)cFo()+1+K Vie BY(0, o).
Posto o = min {1, g2}, siano B; e B 1 sottoinsiemi di D c R™
B;=B™=1(0, o) x {0} By, ={(,...,00} x BY(0, o)

essendo {0} cR e {(0,...,0)} cR™™ 1L,
Per ogni @ € B™ (0, o) risulta & =ab,+ (1 —a)by, con ael0, 1], b, € By,
bs € By e pertanto, da (4.13); e (4.13),, segue (cfr. qui (2.1) e (88))

FO)calF(b)) +I+Kl+ (1 —a)[F(b)) +I+K]cF(x)+ W +K.

Risulta cosi provato che ogni «F'» soddisfacente (8) e (33) & K-semicontinua
inferiormente nel punto 2, = 0 e pertanto (efr. [10],, Lemma 2) in ogni punto di
D. Tenendo poi presente il Lemma 8 di [10],, si vede infine che «F» & K-semi-
continua superiormente in ogni punto di D.

Osservazione V. La proposizione ora dimostrata non continua a sussi-
stere se X & uno spazio lineare topologico T di dimensione infinita e il cono &
K = {0}: esistono multifunzioni a valori «compatti» che sono «K-convesse» ma
non «K-continue» (cfr. [10];, Osservazione 1).

Osservazione VI. Come ¢ immediato constatare assumendo K = {0}, il

nostro Teorema 4.3 contiene il Teorema 3 di K. Nikodem (cfr. [10],).

5 — Conseguiremo qui alcune proposizioni che stabiliscono relazioni fra il
concetto di «midpoint K-concavita*» e quello di «K-continuita». Queste proposi-
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zioni now sono ovvie conseguenze di quelle provate in [10]; da Nikodem per mul-
tifunzioni «midpoint K-convesse»,come si potrebbe essere indotti a ritenere
pensando alle funzioni monodrome. Per i concetti di «midpoint K-concavitd™ e
di «midpoint K-convessita» si presenta la stessa situazione descritta nell’Osser-
vazione III, cioé, esistono multifunzioni «F» «midpoint K-convesse» tali che
«— F» non & «midpoint K-concava®».

Teorema 5.1. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D ¢ X un insie-
me aperto e convesso, K c Y un cono e F: D— P(Y) una multifunzione tale
che:

(n) F(x) & limitato e K-convesso, YV € D;
(nm) «F» & midpoint K-concava™;
(n) esiste wg € D tale che «F» & K-semicontinua superiormente in .

In queste condizioni, la multifunzione «F>» risulta K-semicontinua supe-

riormente su D.

Fissato x € D, © # x,, siano (cfr. qui Lemma 3.1) p un numero diadico,
p €l0, 1[, e T € D tali che & = pZ + (1 — p) xy. Per ogni W e 97(0), in corrispon-
denza di un intorno I € 9/(0), con I +1+1+1c W, dall'ipotesi (yn), tenendo
presente il Lemma 3.3 (cfr. qui () e (yn)), esiste un intorno U e #(0), con
2o+ UcD e x+UcD, tale che

(6.1 F(z+ 1 —p)uw) c pF@) + (1 —p) Fx+ )
cpF@+(1-p)Fly)+I1+K VYueU.
Scelto ora (cfr. () un numero diadico g €]0, 1], con gF(xy) c I, gF'(x) c 1,
gF@) cI, fissiamo lintorno V=¢q(1—-p)Ue %(0). Per ogni veV,
v=g(l~p)u, con u € U, dal Lemma 3.3, tenendo presente (5.1), segue

Fa+v)c(Q—-QF@+qFx+1—-pu)cFl@)+W+K

e pertanto «F'» & K-semicontinua superiormente in x.

Teorema 5.2. Siano X, Y, D, K, F: D— Z(Y) e %y € D come nel Teore-
ma 5.1. Allora «F» & K-semicontinua inferiormente in x.
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Anche qui possiamo supporre senza perdita di generalitd che ;= 0e D.
Fissato arbitrariamente W e 92(0), sia J € 9/(0), con J +J +J c W. Esisto-
no allora un numero diadico ¢ € [1/2, 1[ e un intorno U c D, tali che (cfr. qui ()

e (nnm)
(5.2) ( 1—;2 YF0) cJ Fa) cFO+J+K YuelU.

Fissato ora lintorno V=01-¢)U e preso x eV, consideriamo il punto

1—;qq )x € U. Intanto dal Lemma 3.8 (cfr. qui () e (yx)) si deduce subito

=

che
F(0) c g7 [F(0) — (1 — ) F(O)] ¢ Fw) + 1—}"— YF@) — ( 1—;—" YF(0) + K

da cui, tenendo presente (5.2), segue infine F(0) c F(x) + W + K. Pertanto, data
Parbitrarietd di xeV, «F» & K-semicontinua inferiormente nel punto
Xy = 0.

Dai Teoremi 5.1 e 5.2 discende subito il seguente

Corollario I. SeX, Y, D, Ke F: D— Z(Y) sono come nel Teorema 5.1,
la multifunzione «F'» & K-continua su D.

Andiamo ora a dimostrare il

Teorema 5.3. Siano X, Y, D e K come nel Teorema 5.1 ¢ sia
F: D— 2(Y) una multifunzione soddisfacente alle ipotesi () e (nn) del Teore-
ma 5.1 e alla sequente proprieta:

(A22) esiste un insieme A c D, A+ 0 in modo che «F» sia K-limitata infe-
riormente su A.

In queste condizioni esiste xy e D tale che «F» ¢ K-semicontinua superior-

mente in tale punto.

Siano intanto x; € fi, Ue %), con g+ U c A, e BcY un insieme limitato
tale che (cfr. (AaX)) uUF(xO +u) c B+ K. Per ogni W € 9/(0), in corrispondenza
ne
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di I € 9/(0), ove I +1 c W, & possibile determinare (cfr. ()) un numero diadico
g €10, 1] in modo che qF(xy) c I, gB c L.

Considerato ora linsieme V = %+ qU, per ogni « € V, poiché x = v+ qy,
con y € U, risulta (cfr. qui Lemma 3.3)

Fx) c qF(my+y) + (A — @) Fxg) + K c ¢(B + K) + F(y) — ¢F () + K

cFlz)+W+K.

Osservazione VII. Il Teorema 5.3 consente un facile confronto del no-
stro Corollario I con il classico Teorema di F. Bernstein-G. Doetsch (cfr. [3]) e
con il Teorema 1 di K. Nikodem (cfr. [10],). Intanto il Corollario I contiene il ci-
tato Teorema di [3] per funzioni monodrome: ogni funzione monodroma e a valo-
ri reali, soddisfacente le ipotesi della proposizione di cui in [3], verifica infatti,
se K =]— o, 0], le proprieta richieste nel nostro Corollario I (cfr. qui Osserva-
zione II di 2 e Teorema 5.3). Inoltre il nostro Corollario I rappresenta una esten-
sione alle multifunzioni «midpoint K-concave*» del Teorema 1 di [10],.

Vogliamo, inoltre, precisare che la condizione che gli insiemi F'(x) siano «K-
convessi», non richiesta nel Teorema 1 di [10]z, non pud essere omessa nel no-
stro Corollario I, né peraltro nel Teorema 5.1 (efr. qui, Esempio 5.1).

Con I'Esempio 5.2 proveremo, infine, che la tesi del Teorema 5.3 non conti-
nua a sussistere se sostituiamo Pipotesi (AA)) con quella richiesta nel Teorema 1
di [10],, cioe

QA1) esiste un insieme A c D, fi #* 0 in modo che «F'» sia K-limitata supe-
riormente su A.

Esempio 5.1. Siano X=Y =D =R, K= {0} e F: D— £(Y) la multifun-
zione cosi definita

{0, 1, 2} =zeR\Q
F(x) =
{0, 2} reQ.
Tale multifunzione & a valori «limitati» ma non «K-convessi», inoltre & «mid-
point K-concava*» e & «K-semicontinua superiormente» in 2y = =, ma non & «K-
semicontinua superiormente» in x,=0.
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Esempio 5.2. Fissata una funzione g: R*— R «additiva» e «discontinua»
epostiX=D=R", Y=R e K=]— o, 0], la multifunzione F: D — £(Y), ove
F(x) = {99} Yz € D, soddisfa alle ipotesi (3) e () del Teorema 5.3 e alla (\22)',
ma per ogni x, € D, non & «K-semicontinua superiormente» in x.

Sussistono, inoltre, i seguenti due teoremi, che stabiliscono relazioni tra la
«K-concavitd®» e la «K-continuita»

Teorema 5.4. Siano X, Y due spazt lineari topologici Ty, D c X un insie-
me aperto e convesso, K c Y un cono chiuso e F: D— L(Y) una multifunzione
con le proprieta:

(& F(x) é compatto e K-convesso Y« € D,
(&8  «F» & midpoint K-concava*;
(&8  «JF'» & K-continua su D.

In queste condizioni, «F'» & K-concava™.
Di questo Teorema omettiamo la dimostrazione poiché la tesi si consegue in

modo analogo a quanto fatto per provare il nostro Teorema 4.2 (*), utilizzando
pero, in luogo del Lemma 1 di [10],, il Lemma 3.3 qui provato.

Teorema 5.5. Siano X =R", Y uno spazio lineare topologico Ty, D c X
un insieme aperto e convesso, K un cono di Y ¢ F: D— P(Y) una multifunzio-
ne tale che:

@) F(x) é limitato e K-convesso Vx € D;
(@8) «F'» & K-concava™.

In queste condizioni, «F» & K-continua su D.

Poiché non & restrittivo supporre 0 € D, per conseguire la tesi & sufficiente
provare che «F'» & K-semicontinua superiormente nel punto 0 (cfr. qui Corolla-
rio I), cioe che sussiste la seguente proprieta

(6.7 VYW e 927(0) AB™ (0, o) c D(®) tale che

Fa)ycFlO)+W+K Yz e B™(0, o).

(**) Nel Teorema 4.2 i valori della multifunzione «F», anche se non & richiesto esplicita-
mente, sono «K-convessi» (cfr. qui Teorema 4.1).
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Osserviamo peraltro che la (5.7) si consegue con un procedimento analogo a
quello svolto per provare nel Teorema 4.3 la K-semicontinuitd inferiore nel pun-
to zero.

Osservazione VIII. La proprietad espressa dal Teorema 5.5 non pud es-
sere estesa al caso in cui X abbia dimensione infinita. Infatti, se X & uno spazio
lineare topologico T di dimensione infinita e assumiamo K = {0}, esistono mul-
tifunzioni «F» con le proprieta (&) e (88), addirittura a valori compatti, che non
sono «K-continue» (efr. [10];, Osservazione 1).

Le multifunzioni «midpoint K-concave*» hanno inoltre una proprietd analo-
ga a quella provata nel Teorema 4.1 per le multifunzioni «midpoint K-conves-
se», come prova il

Teorema 5.6. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insie-
me aperto e convesso, K c Y un cono chiuso e F: D— P(Y) una multifunzione
con le proprieta:

(o) F(x) ¢ compatio e K-convesso Y € D;
(oo} «I'» ¢ midpoint K-concava*.

In queste condizioni, si dimostra che:
(5.8) F(gu, + (1= g)we) c ¢F(e) + (1 — @) Flae) + K
VgeQnl0, 1] Va,, 2o € D.

Iniziamo con il fissare due punti x;, ;€ D, un numero g¢e€l0, 1[NQ,
q =m/n, m, neN, eunnumerop € N tale che n<2P. Scelti allora z;, ..., 2 € D
in modo che 2= ... = By = Xy, Zpa 1 = eer =2y = X, Zpt1= ... = Rop
=n"1(z,+ ... +2,), risulta (cfr. qui, (3.2) e nota(®))

PFn" 2+ ... +2, )+ KCcF(z)+ ... + F(z,)
+@P—m)F(n e+ ... +2,) + K

e, tenendo presente che i valori della multifunzione «F'» sono «K-convessi» e la
nota (%), si deduce

nFm 2+ ...+ 2, )+ @P—-n)Fn (2 + ... + 2,)

cmF (@) +n—m)Fw) + @ —n)Fn i+ ... +2,) + K
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da cui, poiché Vinsieme mF(x,) + (n — m) F(xy) + K & «chiuso» (cfr. [2], IX, § 2,
Teorema 1 e Teorema 5)(**) e «convesso», segue (cfr. [10];, Lemma 2)

nFn ™z + ... +2,) c mF(x)) + (n—m)F(x,) + K.

Per la scelta da noi operata dei punti 2, ..., 2, e del numero ¢, possiamo scri-

vere infine
Flgm + (1 =@ wp) c gF () + (1 - @) Flap) + K.
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Abstract

In this note we prove for a set-valued function «F'» various theorems giving relations
between the «K-continuity» condition and the notions of «K-convexity», «K-concavity»,
«K-convexity*» and «K-concavity®».

The principal results here obtained contain the classical Bernstein-Doetsch theorem
and contain or extend theorems due to K. Nikodem.
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