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A. DuMA e S. R1zzo (%)

Alcuni problemi di probabilitd geometriche

per famiglie di ipersfere dello spazio euclideo R™ (**)

Introduzione

In molti problemi di probabilitd geometriche viene determinata la probabilita
che una figura aleatoria, ad esempio un segmento o un disco, intersechi un reti-
colo di R™ la cui cellula fondamentale & un poligono convesso. Nel presente lavo-
ro invece, prendendo spunto da aleuni fenomeni fisici, si & considerata una fami-
glia di ipersfere concentriche di centro O e un disco di posizione aleatoria e di
raggio costante. Supponendo che il centro Q del disco sia un vettore aleatorio di-
stribuito nel piano secondo una funzione di densita dipendente soltanto dalla di-
stanza di Q da O, ci si propone di trovare la probabilitd d'intersezione del disco
con la famiglia di ipersfere. Si dimostreranno aleuni teoremi generali e se ne ve-
dranno le applicazioni in diversi esempi.

1 - 11 caso piano

Fissato nel piano un riferimento ortonormale Ozy, si consideri la famiglia di
circonferenze

GCunz={® yeR?|2®+y?=n%}, neN
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(Bo,2 = {0}) e sia 4, un disco aleatorio di raggio » (con 2r <1) il cui centro
Q(z, y) sia un vettore aleatorio bidimensionale distribuito nel piano secondo una
funzione di densita f(x, ¥) che sia una funzione continua dipendente soltanto dal-
la distanza ¢ di Q da O, cioé

S, y) = flp cos 9, o sin §) = g(e) = 0.

Si ha dunque:
2r o ©
1=[[fl,y)dedy = f(of eg(p) do) dd = 2n0f e9(e)do.
R? 0

Sia ora G una primitiva della fuhzione

M er>eg(e).
Ne segue
b
@) Va,beR  [eg(e)de = G(b) — Ga),
: _ 1
3) bLHEm G(b) - G(0) = ot

Si consideri Pevento

A: il disco 4, 5 interseca uno dei cerchi G, s.

Si ottiene

Teorema 1. La probabilita dell’evento A é

pA) =142z 2 Gr+7) —Gn+1~1).
n=0
Dimostrazione. Se 0 < a < b sono due numeri reali, si indichera con S, ;
la corona circolare
So 5= {(, y) e R?|a® < 2%+ y® < b?}.

Si osservi ora che, fissato # e N, il centro Q2 di 4, » appartiene alla corona circola-

re S, »+1 € 4, o interseca la famiglia di circonferenze ¢ = U06’n, 4 se e solo se O
. n =

appartlene a Sn,n«{-r U Sn+1—'r,n+1'
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Fig. 1.

Considerato allora P'evento
A, =il centrodid, , appartienea S, v USys1-pns+1, BEN,

si ha (tenendo anche conto di (1) e (2)

2= n+r 2z n+1

@) p(An)=0f nf cg(p)dedd + [ [ egle)deds

0 n+l-7r

=2r(Gn +7)-Gn)+Gn+1)—Gn +1-17).

®) pA) = 3 pld,).

Ne segue

k
p(A) = 27( lim ZO(G(')@ +71-Grn+1-7)+ klirrz0 Gk + 1) — G(0))

k— o p=

k
=2x(lim 3 (Gl + 1)~ Gln+1-m) + =)

k> 4=

k
=142z lim ZO(G(n+7~)—G(n+1~'r)).

k- 5=
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Esempio 1. Sia g(e) = —)ie"“‘2 (con A > 0); risulta allora

T

G(e) = — zlne“"f.

@
. . . . — 2 . .
Quindi, considerando la serie convergente H, ,(r) = 2 e "™, si ottiene
n =0

©

pA=1-27z 2 Gn+1-1—-Gm+mn)=1- Eo(e"‘"”f — gt 1)
0

n= n=

=1 “‘H)‘,g('r') +H)‘,2(1 —7”).

. : 2 1 :
Esempio 2. Sia = == ; risulta allora
G(p) = —1 arc tg c?
IS 2 [l

7T

Quindi si ottiene

pA) =1~ 2 S (are tg(n + 1 — 7 — are tg(n + 7)?)
T =0
i 1-2rn@n+1
=1 % arc tg ( r@n ) .
Toy=0 1+ +7r2n+1-—7?
. (@a—1) 1 .
Esempio 3. Sia = (econ « > 2); risulta allora
p 9(e) e x
G(o) = — 1 1

27‘—: (1 + p2)a— 1 :
T . < 1 . .
uindi, introdotta la serie convergente F, o,(r)= > ————=——— si ottiene
Q g o n=0 (1 + (n+7)?)"
PA) =1—F, 12 +F,_1 (1 —1).

2 - Un altro caso piano

Fissato nel piano un riferimento ortonormale Oxy, si consideri ora un disco
fisso di ecentro O e raggio R (il nucleo), una famiglia di circonferenze G, . g 2
(n e N*) di centro O e raggio R + n (le orbite) e un disco aleatorio 4, » di raggio
r (con 2r < 1) il cui centro Q(x, %) sia un vettore aleatorio bidimensionale distri-
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buito all’esterno del cerchio di centro O e raggio R + 7 secondo una funzione di
densitd f(x, ) come in 1.

In questo caso, posto Sg., « = {(x, ) e R*|z* + y% = (R + 7}, si ha
1=[ [ flo,ydedy =27 [ cg(e)de.
R+r = R+r
Sia poi G primitiva della funzione ¢— gg(c), definita su [R + 7, + «[.

Considerato I'evento

B: il disco 4, 5 interseca uno dei cerchi G, .g 2,

si ottiene
Teorema 2. La probaobilita dell’evento B &

p(B) = 2= il(G(R +r+n)—GR—r+n).

Dimostrazione. Basta utilizzare la seguente figura e seguire il procedi-
mento del Teorema 1.

i
Fig. 2. 3
i

R+1

~2)(R + r)*~*
Esempio 4. Sia g(p) = G )(2 ) —1; con « > 3, allora
T o)

R+ r)>—2 1

Gp) = — P —.
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Ne segue

B Rty 1 %1
pB) = (B +1) (,zl(R—wrn)““g n=1(R+?“+n)“_2)

= R x-2 —‘2 R_ _______—1_____— —Z’R +_—]:—__
R+ (a—2, ) (R — -2 ¢a ) R4+r2

dove, come al solito, si & indicata con Z(z, q) la funzione di Riemann

oo

‘e )= ngo (q+mny’

Esempio 5. Siano a,beR™ e sia

bop_ b
g(P).__Q__ea(R+r)pb 26 as’

7T

Allora Glo) = — 2_1_ QalR+ 1 g -at

Ne segue

b, (R - b - b
p(B)=ea(R+r) 2(3 aR-r+n) _ g a(R+r+n))

n=1

= g B+ (H (R — 1) ~ Hy (R + 1) + ¢ 9B+ — g=aB =",

dove Ha,b(P): 2 e—a(n+p)b.
n=0

3 - Extensione ad R™

Si estenderanno ora allo spazio euclideo R™, con m = 2, i risultati dei numeri
1e 2.

Indicato con R un numero reale positivo, si considerino le due famiglie di
ipersfere

Com=1{@. ..., %) eR™| .Zlmi =n%}, mneN

m
Gurrm={@. o) eR"| 3 af =(u+RF},  neN*.
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Sia 4., una ipersfera aleatoria di raggio » (con 2r<1) il cui centro
Qxey, ..., ©,) sia un vettore aleatorio m-dimensionale distribuito in R™ secondo
una funzione di densitd f(x, ..., #,,) che sia una funzione continua dipendente
soltanto dalla distanza o di Q da O.

Utilizzando coordinate polari, si ha

(6) fle cos ¢, o sin ¢y cos ¢, ..., o 8N ¢ ... 8in g, ) =g(e) = 0.

D

N

Poiché il volume della sfera S™~! &

2(\/7;)771

(M por
r( E‘)
dalla
®) 1= [ flxy, ., wp)doy ... de,, = [ dofe" 1g(e)ds
R sm=1 0

segue la relazione

. reg)
) J" tg(e)de = .

0 20V

Sia infine G una primitiva della funzione ¢— ¢™ 'g(p). Considerati gl
eventi

A: lipersfera 4, ,, interseca una delle ipersfere G, ., neN
B: Tipersfera 4, ,, interseca una delle ipersfere G i m, neN¥,

in modo analogo ai Teoremi 1 e 2 si ottiene

Teorema 1'. La probabilitd dell’evento A ¢

2(\/5@)’” § Gr+r—-—Gn+1-m).

1’(*5) n=0

pA) =1+

Teorema 2'. La probabilita dell’evento B &

2(\/7;:;)711 S GR +7+m) - GR -7 +m).
(=) n=1
2

p(B) =

Gli esempi visti nei numeri 1 e 2 si possono estendere ad R™.
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m)J‘(%)
Esempio 1. Sia g(o) = —= %" con 2> 0.
2(\/;)7)1
reg)
Allora G(e) = — e

2(\/;.)m

Ne segue che:

pld)=1- H)., w (7)) + H)‘, md =7 dove H},, wn () = z g AN
0

n=

m
mg)

(\/;)771%-2 1+ 027" '

Esempio 2. Sia g(¢) =

)

Allora G(p) = ——=—arc tg ™.
(\/;)m +2

Ne segue

pA)=1-2 3 (are tg(n + 1 — 1" — arc tg(n + ™).
“ =0

me = DI
2(\/:_:_)m (1 + pm)z

con o > 2.

Esempio 8'. Sia g(p) =

m
P —

Allora G(e) = — (2) 1 1
20V/=)™ (1 + ")

Ne segue

p(A) =1- Fa—-l,m(T) + Faz~1,m(1 - rr),

-y
dove Fa:, m (’}") = 120 (1 + (’)’L + ,y,)m)a :

(8]
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(a - ?n)l’(—‘/);?") (R + 7.)a—m

2(Vm)"

m
F(E“) (R+,,,)a—'riL

con o >m + 1.

Esempio 4'. Sia g(p) =

Allora G(P) == 2(\/7_:_ m lcaz—m
Ne segue
o 1 1
pB)y=R+ry* " [Ea—m,B—r)— R —Z(a—m, R+71)+ W].
Esempio 5. Siano a,beR™* e sia
abI’(lgi) R+ b b
g(p)= ea +1‘p —1rze—a;'
2(\/;)171
reg) o
Allora Glp) = — —=—gB+Wg-as"
20"
Segue
p(B) — ga(R + 7 i (e —a(R—~r+n) _ e —a(R+7r+ n)”)
no=1
=B H, y(R—1) — Hy y(R+ 1) + ¢ "R+ _ gme®=n'y
dove Ha, b(P) — E g ~an +e)b.
n=0
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Summary

Given a faomily of spheves with the same center and the radit in arithmetic progres-
sion, we evaluate the probability of the intersection with a sphere of constant radius,
whose center is distributed in a non uniform way in R™.



