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SALOMON OFMAN (*)

Formule de transformation pour les courants-résidus (**)

1 - Quelques propriétés des courant-résidus

Soit, F un faisceau sur un espace topologique W et b un fermé de W. On dési-
gne par H®(W, F) (resp. H,,(W, F)) les groupes de cohomologie & supports
compacts (resp. & support dans b) de &. Pour abréger, on notera également JF,(W)
pour HY(W, &). Dans la suite Y’ désigne une variété analytique complexe de di-
mension %. On note A° (resp. A**) le faisceacu de germes de formes différentiel-
les @C* gradué par le degré (resp. bigradué par le type), 'espace de définition
étant indiqué par le contexte.

— La bidimension d’'un courant (ou dune forme différentielle) de type (7, s)
sur une variété Y' est le couple (n —7r, n —s).

— Une forme différentielle 1’ est semi-méromorphe si elle s’écrit localement
comme quotient d’une forme différentielle C* et d’'une fonction holomorphe; le
faisceau des germes de formes différentielles semi-méromorphes SM ** est un
faisceau de O-modules qui s’identifie done au produit tensoriel M @ A**® ot M est
le faisceau des germes de fonctions méromorphes. :

— Une famille d’hypersurfaces ¢, ..., ¢, est en position générale si pour tout
ke{l,...,p}, =14, ..., 4} c{l, ..., p}, Vintersection M ¢; est une sous-va-
riété (lisse) de Y’ de codimension k. el

Soit I = (4, ..., t,) un p-uple d’entiers positifs, J un sous-ensemble de 1. On

note I1(J) le complémentaire ensembliste /—J de J dans [ et [ G) pour [ (m); en
outre pour abréger, on pose 1,= {1, ..., h} et J°=1,(J) ie. le complémentaire
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de J dans {1, ..., p}. Si (u;);c; (respectivement (y;);.;) est une famille de fone-
tions (respectivement de formes différentielles) dans Y', on note u; (respective-
ment v ;) le produit []wu; (respectivement /\1 P

1el i€

Soit U un polydisque de C”, y une forme différentielles C* de type (7, s) dans

U, C'"= (¢, ..., ¢y) une famille d’hypersurfaces de U d’équation respective v,

=0, ..., v,=0; on note dans ce paragraphe V: U— C” I'application définie par le

p-uple (vy, ..., v,). Dans la suite, sauf indication du contraire, on supposera que la
P

famille C'' définit une intersection compléte (i.e. codim ﬂlci’ = D).
ie

Soit R lintervalle ]0, + [ de R et e = (&4, ..., £,): R, — (R, )" une appli-
cation (qu’on supposera C”) définie dans un voisinage de 0 € R, . Suivant [C-H], ¢
est appelée une trajectoire admissible si llr% £,(s) =0 et si en outre lorsque s

tend vers 0, €;(s) tend vers 0 plus vite que toute puissance polynomiale de ¢;, {(s)

(t=1, ..., p—1). Soit ¢ une trajectoire admissible, D, 'ensemble défini par D,

={zeU; |v()| =¢i(s),i=1,...,p} = |V| *(&(s)), h une fonction analytique
P

dans U non nulle en dehors de ‘!162/ et ae A" 77" 5(U) une forme & support
compact dans U. "
La famille de nombres complexes R, (y, h, C', a) = f ((y/h) A\ @) admet,

D.(s)
lorsque s tend vers 0, une limite R(y, h, C', a) indépendante du choix des fon-

ctions de définition (v, ..., v,) de la famille C' (mais pas bien stir de l'ordre des
(¢1, .-, €p)); la fonction associant & toute a e A7 (U) la valeur R(y, h, C', a) dé-
finit un courant sur U. Cette construction reste encore valide si le support de ¢’
est compact et celui de o queleconque. Ce courant est appelé le courant-résidu (ou
courant résiduel) associé a y et C''; on le notera indifféremment par Resq (y/h)
ou Resy(y/h).

En utilisant une partition de I'unité, on peut «recoller» les courants-résidus, ce
qui permet de les définir sur toute variété analytique complexe Y (et méme tout
espace analytique réduit) ((C-H], théoréme 1.7.2). Si ¢ est une forme différentielle
©” de degré r et A un courant de degré s dans Y, le produit ¢ A\ A est le courant
défini par (p NA, 0) =(—1)"(A, ¢ N\ 0). Soit v une forme différentielle semi-
méromorphe de degré k et C un p-uple d’hypersurfaces de Y'; on a:

(Resc(p A ), ) = (=1)*(Rescy, ¢ N\ )

=(=1*(=1)* P ARescp, 0) = (—1)""(Resc(¢p A ), 6).

Le courant-résidu est ainsi °(Y)-linéaire ou anti-linéaire (relativement au pro-
duit extérieur).
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Les principales propriétés des résidus que nous utiliserons sont rappelées ci-
apres (les renvois sont a [C-H]).

Propriétés. Avec les notations précédentes, on a

(i si d"y=0, le courant-résidu Resq; (y/h) est d"-fermé dans Y
(th. 1.7.2);
(ii) sous I'hypothese C' famille intersection complete, le support de Resq (y/h)
P

est une réunion de composantes irréductibles de I'intersection ﬂlci’ (éventuelle-
i=
ment vide) (th. 1.7.6);

(i) sl existe ie{1,...,p} tel que [(h)"|ce/N...N¢/1N¢/ 1N ¢y,
alors Resq (y/h) =0 (th. 1.7.6);
(iii’) si C"= (¢, ..., ¢,) est une autre famille d’hypersurfaces de Y contenant

C' (ie. ¢/ cc/ pour tout ie {1, ..., p}) avec codim NC" =p, on a Resc (y/h)
= Res¢ (y/h) (th. 1.7.6);

(iv) Resc (w/h) est antisymétrique relativement a Pordre de la famille C’
(th. 1.7.6);

(v) soit v; =0 une équation de ¢, dans Y (ie {1, ..., p}), V= (v, ..., v,) et
{c"} le courant d’intégration associé au cycle ¢’ = N ¢;; on a (formule du résidu
logarithmique 1.9 (1))

(Resy(/V)) Advy A\ ... ANdv, = (2in)’p A {c'} = 2in)l’{c'} Ay

(ou {c'}, désignant le courant d’intégration sur c¢’, est un courant de degré
pair);

vi) le courant-résidu n’a pas de «masse» concentrée en une hypersurface de
son support.

Dans la suite, on se réferera a ces propriétés par leur numéro de (i) a (vi) ci-
dessus. Pour une bonne introduction a la construction des courants-résidus, on
pourra consulter [Y1]; dans [Y2], on trouvera la démonstration du réle le role es-
sentiel joué par les résidus dans les formules de divisions analytiques.

2 - Quelques résultats pour les classes-résidus de Leray

On peut se référer pour les détails des constructions a [L] ou [N]. Nous sui-
vons ici le point de vue cohomologique de [N]; toutefois, afin de rester entiere-
ment en cohomologie, nous utiliserons la d-cohomologie & supports compacts au
lieu de 'homologie, cette présentation étant plus aisément susceptible de générali-
sation a des faisceaux quelconques.
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Soit Y’ une variété analytique complexe de dimension # et b une hypersurface
lisse; pour tout k e IN, le morphisme cobord pour la cohomologie & supports fer-

més (resp. a supports compacts) 0 (resp. O) envoie H ¥(Y'—b, C) dans
HETNY', C) (resp. HZ" ¥~ 1(b, C) dans H?" *(Y' — b, C)). Ces morphismes

HA (Y —b, O S HE(Y', ©)

Hc2nfk(Y/_b’ C)(ih627sz71(b’ C)

sont transposés I'un de 'autre (c’est une conséquence immédiate du théoreme de
dualité de de Rham); en particulier H {kﬁl(Y’, C) est isomorphe au dual (topolo-
gique) de H2"~*~1(b, C). La dimension réelle de b étant 2n — 2, on peut identi-
fier le dual de HZ2" *~1(b,C) et H* 1(b, C) dotiun isomorphisme j de
Hii'(Y', C) sur H*"!(b, C). Le morphisme composé jod: H*(Y'—b, C)
—H* = 1(b, C) est noté rés, et appelé le morphisme résidu. Puisque b est elle-mé-
me une variété analytique, on peut itérer le procédé. Ainsi soit C' = (¢;); <;<, une
p

famille d’hypersurfaces en position générale (au moins au voisinage de ¢ = [1 ¢;
i=1

et dans ce cas on restreint la variété Y' en sorte qu’elle soit incluse dans ce voisi-
nage); pour tout multi-indice Jc1,, on pose C;=(¢;);c; et NC;= nJci d’ou,
1e

avec les abus habituels de notation, C;=¢; c¢= ﬂClp et ClpH =¢. Pour tout
je{l,...,p—1}, on a des morphismes résidus

p
résng, H’ﬂ(mclj)—((mclj) N i_yﬂci), C)

p
—>Hk1((ﬂcljﬂ)((ﬂcljﬂ) N . UJrZCi), C) .
t=J

Le morphisme composé

P
. . . . k kir
reSCloreSChCHO...Oresmclpilycp.H (Y’_iglci, C) —H p(C, C),

défini pour tout k = p, est appelé le morphisme résidu composé et noté rés. (pour
k <p on peut encore le définir comme le morphisme identiquement nul).

Lorsque ¢ a des singularités, cette construction est encore possible, mais a
condition de définir le morphisme-résidu a valeurs dans H {’”'C?I(Y’ ), ou bien utili-
ser 'homologie de Borel-Moore, car on ne peut plus appliquer le théoréme de
dualité de de Rham.
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Soit Z* le faisceau des germes de formes différentielles d-fermées de degré k,
I'espace de définition étant indiqué par le contexte; pour toute variété X I'isomor-
phisme de de Rham permet d’identifier les groupes de cohomologie H*(X, C) et
les espaces quotients Z¥(X)/d @*~1(X). Si les ¢; admettent dans Y’ des équations
globales s; =0, sous les hypothéses précédentes (les ¢; en position générale) on
peut calculer explicitement le morphisme reés; grice a lalgorithme de division de
Gelfand-Leray-Shilov (ou algorithme G.L.S.) (cf. [G-S], [L], [N]). Ainsi pour p =1
et ¢; sans multiplicité, soit ' un représentant dans ' e H*(Y —¢,;, C) = Z*(Y
—¢)/dA* (Y = ¢;) de la forme ' = (ds A\ y/s) + 0, 6 e A*(Y) (Pexistence d’un
tel représentant est démontré au théoréme 1.1.5 de [L]); la restriction de y a ¢,
est évidemment d-fermée et appartient a la classe de cohomologie re 5011})’

e H*~1(¢;, C). Plus généralement, soit 1’ une forme différentielle homogéne se-
P P

mi-méromorphe admettant une décompopsition (unique) ' = ]2,1 |I‘Zkols[/\ @ /81

avec ¢ ;e A*(Y"); si dy =0 dans Y'—ch,;, la forme ¢ | est d-fermée et appar-

tient & resqcy’' eH®(c, C) (cela résulte facilement de lalgorithme G.L.S.).
En particulier, si I'on pose J = {1, ...,j}, K={j+1,...,p}, C;=(cy, ..., ¢)),

P

Ck=(Cjs1, .-, ¢y, S= [Is;, alors pour toute forme différentielle v d-fermée
’ i=1

dans Y', on a «lassociativité» du morphisme-résidu: reésq,(y/S)

=résc,(1/S)[reésc, (y/Sk)]). Les démonstrations de V.32 de [L] se généralisent
de la maniére suivante.
Soit ¢ une forme différentielle homogene C* sur Y', C = (¢;); <;<, une famille
P

d’hypersurfaces de Y' d’équation respective ;=0 (i=1, ..., p), c= ﬂlci leur
i=

intersection (en tant que cycle); on suppose dans ce paragraphe que la forme
duy N\ ... \ du, ne s'annule pas dans Y, en particulier ¢ est une sous-variété (sans
multiplicités).

Lemme 2.1. (i) Si pour tout multi-indice I = (iy, ..., ), les fonctions f;
e A*(Y"') vérifient

k .
@® 2,( — 1) g, fiy =0
il existe 0 ; fonctions C* dans Y' en sorte que lon ait

k
(2) 21( - 1)]_ 1 0](.7') = 0
j=
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et
3 Jr=up0;
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes
@ () dug...uy)) Nyp=0

() il existe ¢, p;eA%(Y') me contenant aucune différentielle du;

(j=1, ..., p) vérifiant les conditions suivantes
p—1
(5) 1/)=du1/\.../\dup/\¢+k21 ulE_ku,cdul/\qu
et
k .
(6) '21( 1) ")) =0
J=

les I décrivant les sous-ensembles croissants de 1
ke{l, ..., p}

» de longueur

Démonstration. Il suffit de montrer le lemme au voisinage de tout point ¥
de Y'; on peut donc supposer Y’ = U est un polydisque de C" centré en y = 0. Les
u; n'ayant pas de singularités dans U, on peut choisir des coordonnées
(z',...,2") en sorte que l'on ait z'=w; pour = {1, ..., p}.

(i) On fait une récurrence sur p et k.

a) Cas k=2.

1) Pour p =k = 2, ’hypothese s’écrit z'f; — 22f; = 0 et c’est essentiellement le
premier lemme du paragraphe V.32 de [L] dont on résume la démonstration pour

la commodité du lecteur. La fonction 0 = f; /2% = f;/2! s’étend de maniére C* dans
U—c et =20 est C* sur U; par continuité, pour tout L = (I, ..., ,) e N" "1,

a . altl(z'0) 1 L

il existe R e R en sorte que 'on ait sup | — . | <R|z"|. Les déri-
vl a2(z%)...om(z™)

vées partielles en z2, ..., z” de 0 sont donc toutes bornées au voisinage de 0; par

changement linéaire de coordonnées sur (z!, z2), cela reste vrai pour toutes les
dérivées partielles de 6 qui est ainsi ©* au voisinage de 0.

2) Soit alors p =2 fixé et k = 2. La condition (1) pour les multi-indices I sous-
ensembles de {2, ..., p} équivaut aux égalités z/Vf; — 2 10f, = 2L (i, —21f)
=0 (i=2, ..., p); par continuité, on a encore (z’f; —z'f,) =0. En particulier
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pour ¢ = p, le 1) donne f; = z”g;; la fonction g, vérifie zl((l/j’))(ngﬁ - zl((m’))]? =0
(1=2,...,p—1) et par récurrence z'g; =27...27 "1 6}{; en appliquant & nouveau
le 1) on en tire =216, dou g, =2%...2P" 10, et
fi=2%...2P04; par symétrie I'égalité (3) est vraie pour toutes les fonctions fieten
remplacant f; dans (1), on obtient la formule (2).

B) On suppose le résultat vérifié pour tout pe N et tout ke {2, ..., m} avec
m < p; on considére le cas kK =m + 1. En regroupant dans (1) les termes conte-

nant un facteur z', on a

m+1 . —
zl(jgz(—l)]_l(zz... 22" i) — 222" ) = 0

D’apres le a), les fonctions

m+1

zS'“szrlfl(i) et zlAEZ(_I)]'*IZ2'“zj“'zwn,Jrlf‘I(le)
j=

sont respectivement multiples de z! et zZ%
m+1

Il en est alors de méme pour fq, et E (—1) 122 ..;\j...zm”f,@. On ap-

m+1 Jj= —~
plique 'hypothése de récurrence a 2 (— 1)”1 Z.. ..}Cz”‘” froy et l’on obtient

des fonctlons 0, vérifiant fio=2’ 0 Enﬁn la formule > (=1Y7'2'...27/.. 2" fi;
j=1

=0 donne 2 (=1)7~ 10 =0 dans U— U ¢; et cette égalité reste vraie par conti-
j=1

nuité dans U tout entier.

(ii) On va montrer les équivalences entre (a) et (b).

a) Dans U, v se décompose de maniére unique en p=dz' A... ANdz" N ¢

+ E i 2 dz A¢7ioules ¢, ¢p;sont des formes C* dans U ne contenant pas de
k=0

dlfferentlelles dz!, ..., dz?; en particulier, on a ¢ ;= Eul, ;dz” avee J décrivant
7
les sous-ensemble de I¢ et u; ; appartenant a A%U) ot ¢ est de la forme

E Uy, ;dz’. Pour J fixé, I'égalité
Jc{l,...,n}

dizt...2")ANy=0= Zz 2PN Eu, sdzi N dz?
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implique par homogénéité
k 1 s . I A
j;lul(;)ﬂjz ...z]...zpdz]/\dz 0)=¢f{0}=0

k - k
_ j—1 R 1 ] I __ -1 R 1 j
_Eﬁ(_l)] UpGy, g2 .. 2 2P dr —El(—l)] UG, g2t ... 2027

pour tout I de longueur k> 1. D’apres le (i), on peut écrire u; ;= 2! "vI, 7 avec
vy, ;e A°(U) vérifiant ]Z]_C‘,l( —1)/ "' vy, ;= 0; en posant ¢ ; = %‘,v,ﬂ,dz", on obtient
les égalités (5) et (6) cherchées.

pB) Inversement, supposons les formules (5) et (6) vérifiées. On a alors
dizr...2P) Ny = Zf:lzl...?...z”/\dzf/\kgl I};kzloq&,dz" et la condition (6)
donne immédiateirlent la nullité du prod;it ldl(;l...zp YA, =

Corollaire; 2.2. Soit ¢ une forme Igiiﬁe’rentielle ayant une singularité a
Vordre 1 sur il:chi, d-fermée dans Y’—il:Jl(;‘)i; il existe des formes différentielles

@€ A*(Y') dont les restrictions @ Y’—'Ulci vérifient
ie

P
@ = > > (dus/up) N@g.
k=0 |I|=k

Démonstration. Il suffit de répéter celle du troisieme lemme de V.32 de
[L] en utilisant le lemme précédent. =

Soit 1 une forme différentielle C* et F = (f}, ..., f,) un p-uple de fonctions
méromorphes dans Y; on note ¢; (resp. ¢;') le diviseur (f;)* (resp. (f;) ), C le p-
uple (cy, ..., c,) et on suppose que dF =dfi /... \df, ne sannule pas dans

p

Y — U Ci’.
i=1

Proposition 2.3. Si pour tout ie {1, ..., p} les formes différentielles v et
Y/f; sont d-fermées la on elles sont définies, il existe ¢p € A*(Y') identiquement
p

nulle sur U ¢/ et vérifiant
i=1

oy Y/F = (dF/F) N\ ¢
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p
la restriction de ¢ a c(c N ‘Ulci’) se prolonge par 0 a c tout entier et appar-

tient & la classe de d-cohomologie resqc(Y/F).

Démonstration. Par une partition de 'unité on se rameéne comme précé-
demment au cas ol Y=U est un polydisque de C" et l'on peut écrire
fi =v;/u; avec v; =0 (resp. u; = 0) étant des équations minimales de c; (resp. ¢;)

p

pour ie {1, ..., p}. On note U’=U—Ulcp’ et v' =y .

(i) On considere d’abord le cas p =1 en omettant I'écriture de I'indice 1. Dans
U’, Thypersurface ¢ a pour équation f=0 et I'’hypotheése implique d(fy') = df
Ay’ =0. Il existe alors ¢ € A*(U’), d-fermée vérifiant

@) Y ' =df\¢;
la forme ¢ s’écrit de maniére unique
3) p=du NdvNpi+duNgs+dv N3+ ¢,

ou les ¢} ne contiennent pas les différentielles du et dv; en remplacant f par le
quotient v/, on obtient y'=(—duAdv/u?)\(ugps+vph)+ (udv — vdu/u®)\¢}.

Puisque v’ est la restriction a U’ de 3 définie dans U tout entier, les formes
différentielles —du A dv A (ugp s + v 5)/u? et (udv — vdu) A\ ¢ j/u® se prolongent
de maniére C* dans U (car ¢ j ne contient ni du ni dv). D’apres le lemme 2.1, il
existe alors a, fBe @*(U) vérifiant —duAdv/\ (u®a ) =—duNdv/N\(ps+¢3)
et (udv—vdu) \ (u?B ) = (udv —vdu) A ¢}. On en tire u?y’ =u®(—duN\dv
Na g+ (udv —vdu) \ B y); puisque toutes ces formes sont bien définies dans U,
on obtient par continuité y = (—du A dv A a + (udv — vdu) A\ ).

Dans U’, légalité wdu Adv= —(udv—vdu) Adu= —u?df \du donne alors
Y=y =df Nuldu Na |y +upy) et 'on peut choisir ¢ =u(du N\ a+ up)
qui s’annule bien sur c.

(ii) Cas général: récurrence sur p.

On suppose le lemme vérifié pour k = p — 1; par construction du résidu (et l'al-
gorithme de division G.L.S.), on a résc (y/F) =reés. ((1/f;) résy (w/F')) ou

F'=(s....,fp) et D' = (F')* =(c, ..., ¢p). L’hypothése de récurrence donne
P

I'existence de ¢ e A°(U) s’annulant sur 4020’/’ vérifiant y/F' = (dF'/F' )\ ¢,

avec g5 =gy ap-ereéspy (YF'). La forme ¢} est d-fermée ainsi que ¢5/fi; on
peut done lui appliquer le (i), ce qui termine la démonstration de la proposi-
tion. m
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3 - Continuité de certains courants-résidus

Dans ce paragraphe on montre un lemme de continuité concernant les cou-
rants-résidus d-fermés. Il permet en particulier de ramener certaines situations
au cas ou tous les cycles de la famille C'' sont sans multiplicités.

Pour tout ouvert Wc C", on munit O(W) de la topologie habituelle de conver-
gence uniforme sur les compacts ainsi que de leurs dérivées; la topologie de O(W)
étant celle de la limite inductive sur les ouverts contenant W. Une famille de fone-
tions holomorphes v, au voisinage de W dépendant dun parametre se Pc C est
dite continue (par rapport a ce parameétre) si I'application qui & s associe v, est
continue relativement a cette topologie; de méme, si P est un ouvert de C?, S
= (81, ..., sp) e PcC’ un p-uple d'indices et Vs = (v; g, ..., v, ,,) un p-uple de
familles de fonctions de O(W), chacune des fonctions v; ,, dépendant d’'un parame-
tre s;, on munit O(W)? de la topologie-produit; la famille Vg est dite continue en S,
si lapplication qui & S associe Vg est continue pour cette topologie.

Soit 4" = (81, ..., d},) € (R.)” et X un sous-ensemble analytique de W défini
par des équations f; = ... =f, = 0; on note Ty(4") le «tube» autour de X défini par
Tp(4')={zeW; |i(2)| =01, ..., |f,(2)| =0, } qui est un ensemble semi-ana-
lytique de W. L’orientation de ces tubes est induite par 'image inverse de 4’ par
If1=Cfls -5 |fy|) (cf. [C-H] paragraphe 1.5).

Soit P un polydisque de C” centré en 0 et Vg = (vy 4, ..., v, Sp) e O(W)P, une
famille de p-uples de fonctions holomorphes définies dans un méme voisinage W
de 0. On pose

p
Ci,si = (/Ui,si)Jr? CS = (Cl,slv LR Cp,sp)’ C; = Ci,O’ Cs = D ci,sg’

C:C():(Cl,o, ...,Cp,()) et C=Cyp.

Soit 1 une forme différentielle ©* de degré (2n — k) & support compact dans W,
ou encore sans condition de support si celui de ¢ est compact; on suppose que la
famille Vg dépend continfiment du parameétre S € P et qu’il existe un voisinage U
de |cJ dans W tel que pour tout SeP, v/Vs=vy/(vy...v,) est d-fermée dans

U—'U1 |ci, s |- Sous ces hypothéses, on obtient
i=

Lemme 3.1. Pour toute fonction o A% (W) identiquement égale a 1 dans
un voisinage du support de c, on a:

( * ) ;E)(RQSVS(U}/VS), Q> = <ReSV(w/V)7 Q>‘
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Remarque 1. La forme différentielle v étant de degré 2n — k, les courants
Resy, (¥/Vy) sont en fait des distributions dans W. Leurs supports étant conte-
nus dans le support de v, ces courants sont & supports compacts dans W et mé-
me dans U d’apres la propriété (i) des résidus; pour tout SeP, les termes
(Resy, (y/Vs), 0) ont donc bien un sens.

Démonstration. Elle résulte essentiellement du théoreme de Stokes pour
les ensembles semi-analytiques et de la construction des tubes autour de c.

Les courants-résidus Resy, (y/Vy) ayant leurs supports contenus dans |c| et
dans celui de 1, on peut supposer, quitte a le restreindre, que U est un ouvert re-
lativement compact de W. Soit 4 = (04, ..., d,) un p-uple de trajectoires admissi-
bles défini sur P.

1) Homologie des tubes (pour A assez petit).

On fixe 4°= (89, ..., 69) e (R. )", en sorte que 'adhérence U, o(c) du voisi-
nage «tubulaire» Uy, o(c) = {zeW; |v;(2)| <28Y,i=1, ..., p} de ¢ soit contenu
dans Uj; il est clair que I'on peut choisir une trajectoire admissible A vérifiant pour

p
tout t=0, [[ o ;(¢) # 0. En outre la famille Vg étant continue en S, on peut suppo-
j=1

ser, en restreignant éventuellement P, que l'on a

) sup sup |v;, ,(2) = v;(2) | < infdj/2.
2eU J ! !

Par continuité des trajectoires admissibles, il existe ¢’ € R. dépendant de S en
sorte que pour tout tel0,t’'] et je {1, ..., p}, on ait

an 0<0;(t)<06/2.
Pour tout 1[0, 1], on pose
P
Dg ;= _ﬂl{er; [(1—=2) v(x) + Av;, o (x) | = (1 —4) 6? +20;(t),
j=
et
@) Dy ;= EU Dg ¢, 1-

Soit xeDg ; on a

a) (@) | = (1=2) (@) — v, (@) | < [(1=4) v;(@) + Ay, () | = (1= 4) &)
+ 40 ,(t) et d’apres (1) et (1'), on obtient |v;(x)| < (1—=21) 87+ 067<25} dot
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Dy ;c Us 40 (en particulier Dg , est un compact de U car fermé dans
Us.p0(0))-

b) Soit zeg¢; (ie. vj, 5, (2) =0); linégalité (1) donne pour tout Ae[0, 1],
[(1—2)v;(z) +Mj7sj(z)| =|1-ADvk)| <1 —l)é? +9,(t), dott z ¢ Dg 4; on a
donc pour tout je {1, ...,p}

3" ¢y Ds =9

¢) Le bord orienté oDg ; de Dg ; vérifie +0Dg ;= Ty (A(t)) —Ty(4°) (voir
également [C-H] formule (2) de 1.4.2) ; pour tout t € [0, '], les tubes Ty (A(?)) et

Ty (4% sont donc homologues pour 'homologie & supports compacts de U.
2) Soit 1y a support compact. En restreignant éventuellement P, on peut sup-

p
poser o =1 dans P tout entier. D’apres (3") pour SeP fixé on a Dg ;N (EJ1 ¢, g) =0

et la forme y/Vs n’a pas de singularités dans Dg ; pour tout ¢ dans lintervalle
[0, ¢"], ¥/Vg est d-fermée dans Dy , et le théoreme de Stokes donne J Y/Vy

= J ¥/Vg; on en tire Tyg(A(t))
Ty(4)
@ (Resy, (Vo) D) =lim [ y/Vg= | w/Vs
Tyg(A®) Ty(4)
d’out
5) lim (Res Vs(y/Vs), 1) = ShgloT (£ | W/Vs.
.

Par construction aucune des fonctions v; ne s’annule sur le tube Ty(A), o M

- Tinf inf|v;| >0; il existe alors S°=(s{,...,s)) >0 tel que pour tout
Vi)
S =(sy, ..., 5,) € (R.)" vérifiant S <8° on ait sup sup [(v; 5 —v) | <M/2; les

Tyay i
fonctions v; — M/2 ne s’annulant pas sur T'y,, leurs inverses sont intégrables sur

ce tube (compact) et majorent |1/v; ;. | pour tout réel s; €10, s)[. Le théoréme de
convergence de Lebesgue et les égalités (4) et (5) donnent

SI%<RGSVS(WV3)’ 1)= élino J Y/Vs= f y/V = (Resy(y/V), 1).

Ty(4) Ty(4)

3) Si |c| est compact et v est a support quelconque, en la multipliant par une
fonction & support compact dans W identiquement égale a 1 dans U, on est rame-
né au cas précédent. =
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Remarque 2. Soit S, e Pc CP une suite de points de CP convergents vers 0
en sorte que les formes (a support compact) y/Vs, soient d-fermées en dehors de
p

la réunion 'U1 |(Vs) " |5 la démonstration montre que sous les hypothéses du
is

lemme, on a encore

lim (Resy,, (/V,), 0) = (Resy(y/V), o).

4 - Formule de transformation.

Notations. Soit Y une variété analytique complexe de dimension n.
Pour tout keNN, 1e{0,...,k}, a=(a’,...,a")eN" et h=(hy, ..., h) un
k-uple de fonctions C*, on note h®= ((h))", ... ,(hk)“k), dh=dh ... \dhy,
L,=(1,...,1)eN, dhy,=dhy A\ ... Ndly, dhi,=dhy 1 /... Ndly, (pour I =0 on
pose dhy, =1 et dhj, = dh). Ces notations s’étendent de maniére évidente lorsque
l'index des p-uples de fonctions est noté en exposant.

Soit (z1, ..., 2") un systéme de coordonnées de C”, on note 7}, la projection de
C" sur C"~* définie par 7 ,(z) = (z**1, ..., 2"); si k =n, on omet I'indice dans 1,
et lk.

Pour tout ouvert UcY, on note Mat, , ,(U) 'ensemble des (p, p)-matrices car-

rées de fonctions holomorphes sur U. Pour toute matrice m = (m/)i<i<p

1<j<p

e Mat,, . ,(U), on note m * (resp. m.) le vecteur ligne (resp. le vecteur colonne)
P

/4
m* =2 (mi,...,m}) (resp. 'm, = 2 (m}, ..., mP) ot 'm, dénote la transpo-
i=1 j=1
sée de m,). Soit F' = (fi, ..., f,), G= (g1, ..., g,) deux p-uples de fonctions mé-
romorphes sur U. S'il existe une matrice N = (nj'i) € Mat, , ,(U) telle que G = NF

p
(ie. gi= 2 n'f), on pose detp(G) = det(N).
=1

On rappelle que si X est un sous-espace de Y, on note {X} le courant d’inté-
gration qui lui est associé par: AS(U)>¢+— f ¢.
X

Lemme 4.1. Soit (2%, ..., 2") un systéme de coordonnées dun polydisque
UdeC" Z,=(Ly, ..., L,) la famille d’hyperplans d’équation respective z' =0 (i
=1, ..., p), aeN un p-uple d’entiers. On a Uégalité en tant qu’opérateurs sur
A

(2im)r ol

al oz“

Res; (dz \dz/z 1) = dz» NdZY A {NZ,}
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(i.e. pour tout oe QY(U),

) 2imy  dlelg
(Resy (dz Ndz%/z** 1), o) = (i) f © gz NdEY).
? al 0z¢
Nz,

Démonstration. Pour abréger on notera z'=zb%=(z!,...,2"),
2" =zl =(2P*1, ..., 2"). Soit y = {E }waszl/\dE" une forme différen-
I,Jc{l,...,n

tielle et T.= {zeU; |2'| =€, ..., [2']| =¢,}
On a (Resy (y/(z")"), o) = lim jw/\Q dou Resy (y/(z")") =0 sauf si
Tf

I={1,...,n} et J={p+1,..,n}
Soit a; €7, byeN; en posant z! = elei‘gl, la formule de Cauchy donne

247
J (HYu@EHYndzl = epthit! J e "t 1det =2imel  sia;—b,+1=0
|21 =1 0

=0 sinon

d’out pour tout c;, d; e N, on obtient
(Res, 1 ((1/z1)adz!), (2H)nEHY)=2ix  pour ¢;+d;+1=0b,=0

=0 sinon.

En développant o a l'ordre k= |a| au voisinage de z’' =0, on peut écrire
0()= 2 0p5(0,2")2"+ |2"|F"1O(1). Par continuité des applications
Bl <k

0p:2"—0p(0,2"), on a 1in}) J|z|k+10(1)dzAd5”/z“=0, d’ou
T,

(Resy (dz \dZ'/z" ™), 0) = , <§|:a|<ResZp(dz NdZ' /24T ), 04)

= (Resy, (dz AdZ'/2** 1), 0,.) = lim (i) /al) j (8"0,/82%) dz \ 7"
T,

= ((2in)P/al) j (8"0,/02%) dz" Nd7'.

nz,
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Finalement, on obtient

<Reszp(dz ANdZ' 2%, o) = ((2iz)P/al) f (8 0/02%) dz" NdZ". |

nz,

Soit F = (fi, ..., f,), G= (g1, ..., g,) € Y)Y et M = (m]) € Mat, . ,(Y) telles
P

que F=MG (ie. fi= 2 mg;) et pe A*(Y) une forme différentielle d-fermée
dans Y. =1

Proposition 4.2. Sila famille de diviseurs (F)" est en position générale et
M est tnversible, on a:

bt=a\t,j=1 aGb+7y
y<by

. L i Jlb+ =7l det M .
1) rése/Gery= 3 (,H(mf)lv/b;!)(—e) résp (/7 1)
|H

P

gl . . .
on ( — ) dénote les dérivées des formes différentielles au sens de Leray. De
|Hp

maniere plus condensée, l'égalité (1) s’écrit:

P )
@ rosg@/G = 3 b1 T on) | rése(det M) i b,

bt =a i,j=1

Démonstration. Par localisation, on peut supposer que Y est un polydisque
U de C" centré en 0. Le lemme résulte de la formule de Leibniz a plusieurs varia-
bles, qu'on obtient par changement de variables dans les séries entiéres.

1. Soient (x!, ..., x") et (21, ..., 2") deux systémes de coordonnées dans U
avec ©=N-z ou Ne Mat,,,(U). On a alors:

i

. » y p X
GV = (Swa) = S o Toja)y
j= /=

[o*] =»"

ou bje{0,...,y"} et b'=(bf, ..., b)) eN?; on notera b la matrice de coeffi-
cients (b/). Pour toute fonction fe O(U) telle que f(x) = 2 A,x" = f(z) = 2 Bz,
a B
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on peut écrire:

’L

P P P .
%:Aaﬂc “= %‘,Bﬁzﬁ = %Bﬂ(N x)f = %Bﬁ[{l (ng"f%] ) EB/; H > (B ”)[ Q(%jixj )b-’!']

1= 1|b| ,gz

-3, 3 @ 1 e =38, S @ 1] oy

B [bi] =p i,j=1 B [bi] =p!

p
en notant f! = H(ﬁi!) et 1= [I (b/.
i<1 i1

L’unicité du développement analytique donne alors

p .
6)) A= 2 bg[l‘[ (nf)l’-fl/bj!]Bm.

bt =a Jj=1
2. La matrice M étant inversible, on peut alors, quitte a restreindre éventuelle-
ment U, choisir F = (2!, ..., x?) et G= (2}, ..., 2P) et 2’ = 2" pour tout i > p. La
variété H, étant analytique (i.e. détermine un courant d’intégration de bicodimen-
sion (p, p)) on peut supposer que vy est de type (n, n —p) et s'écrit v = h dx
ANdTv =R dz ANdZ% on I et 7' sont des fonctions C* dans U. D’apres les
égalités

o de A\dEy = hde™ Ade Adz = (det M) h dz Ade A dzb

= (det M) hdz¥ Adz¥» A dzY,

on peut choisir h' = (det M) h.

Soit & (resp. k') la partie holomorphe de % (resp. k'); det M étant holomorphe,
on aura encore h' = (det M) h. En développant 2’ en série entiere on ob-
tient:

h'(x)=(det M) h(x)=2Ax" et h'(z)=%3ﬁzﬁ, (A, Bpe @’z (1)) d’on

/dzlp

résG(t/)/z““P) =résG( Adzl N\ dZY
2 +1,

1/ alelp’
@) — (2in)y —
al oz¢

dz¥ A\ dzip) = (2in) (A, dz N dZ")

|Hp

= (2in)P (A, dx' N\ dﬁip)wp (puisque x‘=z'pour i > p)
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et d’autre part

résy((det M) y/xf*1r)

@) _ [ (det M) hdx¥

=résp| ——— A da™ A\ do—cip) = (2in)"(Byda» N dTY)

D’apres I'égalité (1) on obtient:

i,j=1

p .
@ résg(p/G Yy = 3 b+![_H (m,.i)’?f/b;!] résp((det M) y/Fb++1)

bt =a
c’est-a-dire la seconde formule de la proposition.
D’apreés le lemme 4.1 appliquée aux classes-résidus de Leray, la formule (3)
s’écrit encore:

) 1 (3Pl ([det M) h) _ - -
résy((det M) p/xel V) = (2im) — ( M da» A\ dz
ﬁ' 890’* |H,
o1 olf-rldet M 3p - - N T
= (2im)? E ,Eﬁ( Fw e daclﬁ/\daclﬂ)Hp = (22n)p(B/,dac1P/\dxlﬂ)|Hp )

D’apres le caractere global des dérivées partielles de formes différentielles de Le-
ray (cf. [L]), la formule (4) se globalise et donne:

2 im0 TV det M
, Ga+1, — ( )b/ bly)
resg(y/ ») b;% ijllll(m])f/] YT
O0sy<by

) résp(p/F7 ). ®
|H

Théoréme 4.3. Soit y une forme C* et (F)* famille intersection compléte
dans Y. On a la relation

(mj)Y

P
() Resg(y/G“*%) = (det M) 3 (m!,ﬂ ¥ )ResF(WF““P)
)=

bt =a v 1 7'

légalité étant prise au sens des courants.

Démonstration. Par localisation, on se rameéne encore au cas ol Y est un
polydisque U de C”. D’apres la propriété de @°(Y)-linéarité (ou anti-linéarité) du
résidu, on peut supposer que 3 est de degré 2n — p et méme, 'opérateur résidu
étant de type (n, n — p), que tel est le type de vy, autrement dit Resy(yp/F“* )
est en fait une distribution (i.e. un courant s’appliquant a des fonctions).
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1. Soit 1 d-fermée dans Y et & support compact. Tout d’abord supposons M in-
versible. Si (F)* est en position générale, d’apreés le lemme 4.1, la formule (2) de
la proposition 4.2 passe aux courants-résidus et le théoréme résulte alors par O-li-
néarité (ou anti-linéarité) des courants-résidus. Si N(F)" est une sous-variété lis-
se (de codimension p), on se ramene, en multipliant la famille F' par une matrice
convenable, au cas précédent (cf. [C-G-G] par exemple).

Lorsque la famille N(F)" est sans multiplicités, soit S 'ensemble de singulari-
té de NH,, U' = U—S. Dans U’, la formule (1) est vérifiée; d’apres la propriété
vi) des résidus (th. 1.7.6 de [C-H]), le courant-résidu n’a pas de «masse» concen-
trée en une hypersurface de son support; le support de Resp(y/F** 1) est une
réunion de composantes irréductibles de NH, car (F)* est une famille intersec-
tion complete H, (propriété ii) des résidus) et S étant de codimension au moins
égale a 1 dans NH,, I'égalité (1) est encore vraie.

Enfin, si N(F)" est un cycle quelconque et det M s’annulant éventuellement
dans U, on considére une famille F'; de fonctions holomorphes en sorte que
chaque (F,)" soit sans multiplicités et la suite (F,)* converge vers (F)* (I'exis-
tence d’une telle famille résulte par exemple du théoréme de Bertini). Soit M; une
famille de matrices holomorphes qui convergent vers M en sorte que det M, = 0;
on pose Fy ,=M,F,. L’égalité étant vérifiée pour tout couple (F ;, G) avec st
# (0, d’apres le lemme de continuité 3.4 (pour les formes d-fermées a support com-
pact), on a I'égalité:

(mi)bf
bi'!

bt =a

P
(1) (Resg(y/G* 1), 1) = (det M) 2 (bgl‘[1 )(Resp(w/Fb++1p), 1)
1,)=

o 1 est une fonction identiquement égale 2 1 au voisinage du support de
NE)*.

2. Cas général: yp e A*(U). Soit (y', ..., y™) des coordonnées holomorphes
dans U, o une fonction C* a support compact dans U; on pose ' = py. En renu-
mérotant éventuellement le systéme de coordonnées, on peut écrire: ' = hdy
A\ dyiv ol & est une fonction C* dans U. Soit %, le développement limité & Iordre
k de h et h; sa partie holomorphe; on note o, = hk/\dy/\dyiﬁ. Il existe alors
q' €N assez grand (dépendant de F, G, v, a et o) tel que pour tout ¢ >q’, les
égalités

@ (Resg(p/G**Y), 0) = (Resg(y'/G** ™), 1) = (Resg(y ,/G** ™), 1)
et

3) (Resp(y/FP+%), o) = (Resp(y . /FP+ 1), 1)
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soient vraies pour tout || < |a| (para. 3.5.4 et 4.2.6 de [C-H]). La forme vy, est
évidemment a support compact, d"-fermée dans U et méme, par raison de type, d-
fermée. D’apres 'égalité (1), on a donc:

P (mi)Y
<RBSG(1/JQ/Ga+1p), 1)=(detM) > b.! ( H1 7:]” )(Resp(wq/F““ﬂ), 1)
bt =a )= )i
d’ou, d’apres (2) et (3)
1 £ (mfi)bji by +1
<ReSG(’(/)/Ga+ 1)), Q> = (det M) E b+' ) Hl biY <ResF(1p/F ++ 1)), Q>
bt =a i,j= ;i

Ceci étant vrai pour toute fonction oe A2(U), le théoréme est démon-
tré. m

En faisant a =0 dans le théoréme 4.3, on obtient
Corollaire 4.4.

Resq (y/G) = (det M) Resp(y/F).

Remarque. Des cas particuliers du Théoreme 4.3 ont été obtenus par des
méthodes différentes. [K] et [T] établissent essentiellement la formule (1) du
Théoreme 4.3 dans le cadre ponctuel (p=mn) on le produit oy est d-fermée et
NF)* est une famille d’hypersurfaces lisses transverses (o étant la fonction
test). Elle est généralisée au cas d’hypersurfaces non nécessairement lisses dans
[B-H], la démonstration reposant sur les formules intégrales de Bochner-Marti-
nelli et le résidu des formes différentielles a singularités de Martinelli, dans Ues-
prit de [Y2]. Avec p et y quelconques, elle est prouvée pour a = 0 (c’est le résultat
du corollaire 4.4) dans [D-S] (prop. 2.2), a partir de la théorie des résidus-fibrés
de Coleff-Herrera.

Le corollaire suivant est 'outil de base pour la construction du fibré de Radon
dans [02].

Corollaire 4.5. Soient Y' une variété analytique complexe, y une forme
différentielle C* dans Y', 6 = (8%) et A = (1)) des matrices de fonctions holomor-
phes dans Y' et A°= (1Y, ..., %) e QY " ). Soient F = (fy, ..., f,) € I, un p-
uple de fonctions méromorphes ayant toutes méme diviseur polaire (f;)~ et
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G e M, vérifiant G =06-F/(A°+ A-F). On a alors

P
(1:[1’1(3) Resp(w/F) = det () Resg (9/G).

Démonstration. Par une partition de 'unité, on se ramene au cas d’un po-
lydisque W de C". Soit G = (g, ..., g,); dans W, on peut écrire f; = v;/u, avec u, v;
e OW) (ie {1, ...,p}); on a alors g; =v; /u; ol, pour garder la cohérence des

p

P
notations avee [O1], v/ = X o6%v, et u/=1%u+ > Ajv;. On obtient y/G
= =1

k=1
P P P P
=yl ((}L?u / > 6’§vk) + (2 pae / > é’ka)). D’aprés la propriété iii) des rési-
i=1 k=1 j=1  “lg=1

dus, pour tout je {1, ..., p}, on a:

ReSG(w (v;/%léévi)) =0, d’'oit Resq(y/G)= (112:_)[1/1?) ReSG(tp (up/ﬁ (]ﬁj 6{1}7)))

j= i=1\f
Le corollaire 4.4 donne alors

4

det () Resqg(y/G) = (Hlﬂ.?) Resp(w(ili(u/vi))). [ |

1=
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Abstract

In this article, we give a «transformation» formula for the Residue-currents, i.e. we

AR
compute the Residue-current 1 / (Hl(kzlu,ﬁ fk) ) (u) and a ; are respectively holomor-
Fo1\k=
phic functions and natural integers) with respect to the Residue-currents of the powers of
1/f.. This is obtained through the use of both the construction of Leray’s Residues and the
theory of Coleff-Herrera’s Residue-currents. This transformation formula has several ap-
plications, in particular it is used in [02], in the form of the corollary 4.5, to generalize to
any dimension the results on the analytic Radon Transformation obtained in [O1]. In
the first paragraph, we give the properties of the Residue-currents we need later. In the
second one, we give an abstract of the classical theory of cohomological residues and we
generalize a formula of Leray on the division of the differential forms, useful for the com-
putations of some integral Transformations. In the third one, we prove a continuity for-
mula for Residue-currents depending of a parameter when the differential form is d-
closed (otherwise, it is easy to get counter-examples, cf- remark 11.6 in [O1]). In the last
one, we prove the transformation formula (proposition 4.2 and theorem 4.3).
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